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ONSEIGNEUR, 

C7 ejl  dans  tXJniveTfité , dont  vous  é 
J ai  puifé  quelques  connoijfances  des  1 
A qui  puis-je  mieux  offrir  les  EUrru 
recueillis , quà  cette  Mere  commune 
de  qui  je  tiens  le  peu  que  j’en  ai.  Oeff  i 
lui  dois,  ou  plutôt  c’eff  le  juffe  homr. 
qui  liù  appartient  tout  entier  ; car  je 
peine  que  , mon  Livre  ne  contient  qu 


répandus  dans  les  cayers  de  quelques  Vrofeffeurr 
de  Fhilofophie  , auxquels  j ai  tâché  de  donner  tordre 
& détendue  que  demande  timprejjion. 

Témoin  des  peines  & des  dégoûts  que  caufent  aux 
jeunes  gens  qui  étudient  la  Fhilofophie , des  cayers 
écrits  peu  correB.ement  fur  des  matières  embarr affames  y 
fai  cru  que  ce  fer  oit  leur  rendre  feryice  que  de  leur  don* 
ner  , imprimé  en  un  feul  volume  , tout  ce  que  le  temps 
leur  permet  cT apprendre  de  Mathématiques-  pendant 
leurs  cours.  Rien  ne  peut  être  plus  efficace  pour  les 
porter  à le  lire  & à en  profiter  , que  de  le  voir  parottre 
fous  le  nom  & les  aiifpices  d! une  Compagnie  célébré , 
qui  depuis  plujieiirs  Jîecles  eft  en  poffeffion  de  réunir 
dans  fon  fein  toutes  les  Sciences  , & qui  paffè , à. 
jujie  titre  , pour  la  première  Ecole  de  tJJnivers. 

Si  ce  fut  autrefois  un  grand  bonheur  pour  moi  de 
recevoir  de  fes  leçons , dffi  aujourcP hui  un  honneur 
dont  je  connois  tout  le  prix  y quelle  veuille  bien  me 
permettre  de  lui  en  préfemer  les  fruits.  Trouve^  bon  , 
MO^S  E IG  NE  U R , que  je  vous  fupplie  cTêtre 

le  dépof  taire  & le  garant  de  la  reconnoiffance  6*  dut 
profond  refpedi  avec  lequel  je  ferai  toute  ma  vie  ^ 

MONSEIGNEUR* 

I 


Son.  très  - hum&le , très.- 
& très  - dévoué  fervireur 


PRÉFACE. 

L’Eitimb  que  l'on  fait  généralement  des  Mathématiques  a introduira 
depuis  quelques  années  /dans  rUniverllté  de  Paris  l’ufage  d’en  expliquer 
les  Éléments  dans  la  plupart  des  ClalTes  dePhilofophie.Les  Profelfeurs  les  mieux 
,inAruits  de  cette  Science  & de  les  avantages  ont  reconnu  fans  peine  que  cette 
partie  de  la  Philofophie  ne  méricoit  pas  moins  leur  attention  que  la  Logique  & 
la  Phyüque  : ils  ont  vu  que  les  Mathématiques  étoient  une  véritable  Logique- 
pratique,  qui  ne  conlïAepas  adonner  une  connoilTance  feche  des  réglés  qui 
conduifent  à la  vérité,  mais  qui  les  faitobferver  fans  cefle,  & qui,  à force  d'exer- 
cer l’efprit  à former  des  jugements  & des  raifonnements  certains , clairs  de 
méthodiques , l’habitue  à une  grande  juAelTe. 

En  elfet , rien  n’eA  plus  propre  que  l’étude  de  cette  Science,  pour  fixer  l’atten- 
tion des  jeunes  Etudiants,  pour  leur  donner  de  l’étendue  d'efprit,  pour  leur  faire 
goûter  1a  vérité  , pour  mettre  de  l’ordre  fie  de  la  netteté  dam  leurs  penfées  ; ce 
qui  eAlebut  delà  Logique.  S’ilyavoitencorequelqu’un  qui  n’en  fût  pas  per- 
fuadé  , il  pourroic  s'en  convaincre  par  ces  courtes  réflexions.  Les  lignes  que  les 
Mathématiques  emploient,  les  lignes  fur-tout , & les  flgures  dont  fe  lért  la 
Géométrie>arrêcent  la  légèreté  de  l'imagination  en  frappant  les  yeux;  elles  iracenc 
dans  l'efprit  les  idées  des  chofes  qu’il  veut  appercevoir  ; elles  furprennent  fie 
attachent  ainfi  fon  attention  : fouvent  la  preuve  d’une  propolîtion  dépend  de 
quantité  de  principes:  l’efprit  n’eA-il  pas  alors  obligé  d'étendre,  pour  ainli 
dire  , fa  vue  avec  eflbre  , afin  de  les  envifager  tous  en  même  temps  ? 

La  vérité  eA  difHcile  à découvrir  dans  ces  Sciences:  mais  aufli  elle  femble 
vouloir  dédommager  ceux  qui  la  cherchent , de  leurs  peines , par  l'éclat  d'une 
vive  lumière  dont  elle  charme  leur  entendemenc,  fie  par  un  plailir  pur  fie  fan» 
mélange  dont  elle  pénétré  l'ame.  Â force  de  la  voir  & de  l’aimer  , on  fe  fami- 
liarife  avec  elle  •,  & on  s'accoutume  à remarquer  A bidn  les  traits  lumineux  qui 
l’annoncent  fie  la  caraâérifent  toujours , qu’on  eA  bientôt  capable  de  la  reconnoî- 
tre  fous  quelque  forme  qu’elle  patoifle  > fie  de  diAinguer  en  toute  matière  ce 
qui  ne  porte  pas  fon  empreinte. 

Enfin  . perlonne  n’ignore  que  1a  méthode  des  Mathématiciens  tend  plus  que 
toute  autre  , à rendre  l’efprit  net  fie  précis  , fit  é le  diriger  dans  la  recherche 
de  la  vérité  fur  quelque  fujec  que  l’on  puifTe  travailler.  Les  Mathématiciens,- 
pour  fondement  de  leurs  connoiAances , ne  pofenc  que  des  principes  Amples- 
fie  fociles , mais  certains  , lumineux  , féconds.  Enfuite  ils  tirent  de  ces  points 
fondamentaux  les  conclufions  les  plus  aifees  fie  les  plus  immédiates , qui  n'ayant 
lien  perdu  de  l'évidence  de  leurs  principes  , la  communiquent  à d’autres  con- 
clufions > celles-ci  à de  plus  éloignées , fie  ainfi  de  fuite.  Pat-là  il  fe  forme  unr 
longue  chaîne  de  vérités , laquelle,  étant  attachée  par  un  bouc  à une  bafe  iné- 
branlable , s’étend  de  l’autre  côté  dans  les  matières  les  plus  diHlciles. 

Peut  - on  difeonveoir  qu'une  application  de  quelques  mois  , donnée  à læ 
pratique  d’uu  telle  méthode , oe  lerye  tuEfiiment  plus  que  certaines  queAiow 


que  i on  avoir  coutume  de  traiter  lant  aucun  fruit , a former  le  jugement , & a 
S’accoutumer  à faire  ufage  des  réglés  de  la  Logique  dans  toutes  les  autres 
parties  deUPbilofopliie,  donc  les  routes  fe  trouvent  même  par*là  fort  appk- 
niesf  Q.ui  pourroic ne  pas  approuver  les  Maîtres  de  Philofophiequi  ontbanni 
à perpétuité  de  leurs  Leçons  des  matières  vaines  & étrangères  , pour  y eo 
faire  entrer  d’autres  A utiles , & qui  y ont  un  droit  naturel  & inaliénable  P 

Une  fécondé  conlîdéracion  , aulA  très-importante  , engage  encore  le  Pro- 
felTeur  à faire  voir  les  Éléments  de  Mathématiques  , fur-tout  ceux  de  Géomé- 
trie ; c’eft  qu’ils  font  très-utiles , pour  ne  pas  dire  néceflaires , à l’intelligence 
des  matières  de  Phyfique.  Cette  raifon  fait  même  qu’on  ne  les  explique  pour 
l’ordinaire  qu’immédiacement  avant  la  Phylîque. 

La  Méchanique,  qui  eA  le  fondement  de  la  vraie  PhyAque,  fait  un  ufage 
continuel  des  principes  de  Mathématiques  : quand  je  dis  la  Méchanique,  je 
n’entends  pas  feulement  cet  art  qui  enfeigne  à lever  les  fardeaux  crès-pefants  pat 
le  moyen  d’une  puiiTance  peu  conAdérable  ; je  comprends  fous  ce  nom  la 
Science  entière  du  mouvement , qui  apprend  à en  mefurer  la  quantité  « qui  en 
découvre  lés  propriétés , qui  en  détermine  les  loix  : la  Méchanique  prife  en  ce 
fens  n’eft-elle  pas  la  bafe  & le  fondement  de  la  Phyfique  , dont  le  but  efl 
d’expliquer  les  effets  de  la  nature  ; effets  qui  font  toujours  produits  par  quelques 
mouvements  P Or  , il  n’y  a perfonne  qui  ofe  nier  que  les  Mathématiques  ne 
foient  nécelTaires  pour  traiter  cette  Science  avec  quelque  exaâitude.  Elles  ne 
le  font  pas  moins  pour  approfondir  un  peu  l’Âftroaomie,  qui  eA  encore  une 
partie  de  la  Phyfique  telle  qu’on  a coutume  de  1a  donner  dans  les  Ecoles  , Sc 
qui  eA  même  la  plus  curieufe  ^ & celle  dont  la  connoifTance  nous  procure  plus 
de  plaifit  & de  fatisfad^ioQ  P Qu’y  a-t-il  en  effet  dans  les  Sciences  naturelles  de 
plus  capable  de  piquer  notre  curioAté  , que  de  connoicre  les  caufes  de  ces 
phénomènes  remarquables  qui  font  expofés  aux  yeux  de  tous  les  hommes  , tels 
que  font  les  éclipfes  du  Soleil  & de  la  Lune , la  diverAté  des  faifons , l’iné- 
galité des  jours  dans  les  dîAéreots  pays , le  mouvement  des  AAtes  P c’eA 
rAAronomie  qui  nous  développe  les  raifons  de  toutes  ces  apparences  merveil- 
leufes,  par  les  principes  des  Mathémathiques  , & fur-tout  de  la  Géométrie. 

Amutons  que  les  bons  livres  qui  traitent  de  la  Phyfique  fuppofenc  au  moins 
les  Éléments  de  Géoméitie  ; enfone  que  ceux  qui  les  ignorent  font  obligés , 
ou  de  renoncer  à la  Levure  des  meilleurs  livres  de  Phyhque  > ou  de  paAer  les 
endroits  les  plus  curieux  & les  plus  intéreAams. 

Mais  il  n’eA  pas  befoin  de  m’étendre  davantage  peur  prouver  une  vérité  donc 
il  n’y  a ptefque  perfonne  aujourd’hui  qui  ne  tombe  d’accord  : on  fent  aAez  que 
rien  n’eft  mieux  dans  les  clalTes  que  de  cultiver  les  Mathématiques , tant  pour 
procurer  à l’efpric  l’habitude  de  juger  folidemenc , que  pour  préparer  à la  Phy- 
Aque.  J’avois  oui  dire  pluheurs  fois  à quelques  ProfeUeurs  habiles  qu’il  feroic 
à fouhaiter  que  l’on  eut  dans  un  même  volame  un  abrégé  d'Arithmétique  & 
d’ Algèbre,  avec  des  Éléments  de  Géométrie,  le  tout  proportionné  aux  befoins' 
des  Etudiants  en  Philofo^hierque  par-là  on  évîteroit  deux  grands  jneonvé- 
nieos  qui  fe  rencontrent  a diéfer  des  cayers  de  Mathématiques  , la  perte  du 
temps , c’eA  à-dire , près  de  deux  heures  par  jour  employées  à écrire  des  chofes 
qu’on  n’entend  point  -,  de  les  fautes  qui  fe  glilTenc  A aiiémeot  dans  ceue  matière  , 
où  J un  chiffre  » une  lettre , un  trait  de  plume  mû  pour  un  autre , déroutent 


vn  Commençant  dans  les  chofes  les  plus  faciles  > le  défolene  & Tarrêtent  quel> 
quefois  pendant  long*cemps , fans  pouvoir  palTer  outre.  Ces  confidérations  fur 
l’avantage  que  les  jeunes  gens  pourroienc  tirer  d’un  Ouvrage  fait  dans  ce  gour, 
m’ont  décermioé  à donner  les  diiTérentes  Editions  de  ce  Traité  qui  eft  devenuT 
beaucoup  plus  conlîdérable  par  les  augmentations  que  j’ai  faites  , fur-tout  dans 
la  quatrième  Edition  , qui  le  trouvent  toutes  dans  cette  fixieme  , qui  en  con- 
tient encore  plufieurs  nouvelles  qui  foflc  répandues  en  différents  endroits  d« 
l’Ouvrage. 


approbation. 

J’AUu  par  ordre  deMonfeigneur  leGarde  des  Sceaux  un  Maoufcric  intitulé  •.Éîlmtntt  d$ 
Gionitrie , avec  un  Ahigf  d'Arihmitique  ù"  d* Algèbre  ; j'ai  cru  que  l’ordre  6c  U 
clarté  qui  regoenc  en  cec  Ouvrage  , en  reodioient  l’imprelTion  utile  au  public.  Fait  i Paria 
le  } de  Mai  i7}s.  SAURIN. 


CONCLUSION  bu  TRIBUNAL  DE  L'UNIVERSITÉ. 

ExtraSum  i Commtntariis  Univerjetaiii  Earifienfis. 

ANno  Doninimillerimofeptingenteriijio  crigefimo  fecundo , diefecuadomenns  Augufti, 
habita  fuot  apud  Ampliflimum  Reâorem  m Coltegio  Sottwoct-Fleineo  Comitia  ordina- 
ria  Deputatonim  Univetfitatis  . .. . accefllt  Magifter  Rivarà  , è Conftantiinma  Natione  vit 
Procuratoriut  , peciicque  fibi  liceiet  UDiverfitaii  dedicare  Librum  à fe  fcriptum  , it 
JHathtfios  Klementis.  Illoé  CorIiîo  de  more  egreflb,dixic  AmplilSmua  Reélor  cûm  fepuitt 

f'am  de  illo  libro  prxdiélus  Magifter  Rivard  privatim  egilTet.fe  ante  omuia  p^ulalTe  ut  opua 
llud  fuum  viris  uquot  Academicis  in  Mathefi  verfatis  legenduia  traderec , ut  ex  eorum 
^dicio  haberet  ooivetlitas  quod  fequeretur  : poft  paucos  dies  venifle  ad  fe  celebetrimoa 
Philofophis  Profeflbres  Magiflrot  Le  Monter , GutUaume  (y  Grandin  , ac  de  prxdiâi  Ma- 
giflri  Rivard  opéré  luculeota  dedifle  cefUmonia.  His  ab  ampliflimo  Reâore  diâU  : audiio 
Édmuodo  Puurckot , Syndico  . omnes  ceofuetunt  accipiendam  elfe,  quam  olFenei  Magifter 
Rivard  Libri  ûii  DedicatioDem.  Atqueiu  ab  AnplilSmo  Reâorc  coaclufum  fuit. 

INGOUT.  Vice-Scriba. 


APPROBATION. 

J’Ai  lu  parordredeMonfcigneur  le  Chancelier , le  livre  de  Mr Rivard  des  É/A 

ments  ceGicmilrie , d^Arithmitiqued^' d' Algèbre.  qui  a mérité  l’appro- 

bation 6c  rempreiremeni  du  public  . par  l'ordre  6c  la  cLU’té  . devient  encore  plus  utile  psr 
les  additions  nouvelles  qu’on  frouvera  dans  cette  liiieme  Edition.  Fait  à Paris  ce  sy  Fé- 
vrier ni9.  .. 

Signi,  PI  TOT. 


Autre  Approbation. 

J'Ai  lu  par  ordre  de  Monfeigneur  le  Chancelier  trois  livres  de  M.  Rivard , intitulés  ; 

fÀemtntsde  Mathimatiquet , Abrégé  det  Èlémente  de  Mathématiquee  , Traité  du  Calen- 
drier i 6e  je  n’si  rien  trouvé  dans  ces  Ouvisges  qui  en  puilTe  empêcher  la  réimpteflîoac 
A Paris  ce  a y Septembre  i744. 

^/gsé.jCLAlRAUT, 
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MATHEMATIQUES. 
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NOTIONS  PRÉLIMINAIRES. 


N appelle  Mathématiques  toutes  les  Sciences  qui 
^1  O [^  traitent  des  grandeurs  , pour  en  découvrir  l’égalité 
ou  l’inégalité. 

IL  On  entend  par  grandeur  tout  ce  qui  peut  être  augmenté 
ou  diminué  : ainfi  les  lignes , les  nombres , les  mouvements , les 
vîtefles , &c.  font  des  grandeurs , parce  qu’elles  font  capables 
d’augmentation  & de  diminution.  Toutes  ces  chofes  font  aufll 
appellées  ÿuawmej' ; enforte  que  ces  .deux  termes  , ^ra/zi/eur  6* 
quantité  .y  ont  la  même  lignification  dans  les  Mathématiques , de 
peuvent  être  pris  l’un  pour  l’autre. 

Les  Mathématiques  font  partagées  en  deux  clalTes  ; favoir , 
les  Mathématiques  pures  8c  les  mixtes, 

III.  Les  Mathématiques  pures , font  celles  qui  confiderent  les 
grandeurs  en  général , indépendamment  des  qualités  fenfibles  que 
ces  grandeurs  peuvent  avoir , telles  que  font  la  dureté , la  Hui< 
dité , la  pefanteur  , la  lumière , la  couleur , &c. 

. IV.  Les  Mathématiques  mixtes  , font  celles  qui  confiderent 
les  différentes  efpeces  de  grandeurs  avec  les  qualités  fenfibles  qui 
les  accompagnent  : par  exemple , la  Méchanique  , l’Aftronomie  , 
l’Optique,  la  Dioptrique , la  Catoptrique  font  des  Mathématiques 
mixtes. 

. Nous  ne  parlerons  dans  cet  Ouvrage  que  des  Mathématiques 
jpures  : elles  fe  divifent  en  Algèbre  , Arithmétique  de  Géométrie^ 

I.  partie»  A. 


V.  L Algèbre  traite  des  grandeurs  en  general  exprimées  par  dés 
lignes  ou  caraéteres  dont  la  lignification  n’eft  pas  déterminée 
par  leur  nature  , telles  que  font  les  lettres  de  l'Alphabet. 

VI.  L’Arithmétique  traite  des  nombres  qu’elle  exprime  par  des 
«^iffies. 

VU.  La  Géométrie  confîdere  les  trois  efpeces  d’étendue , les 
lignes , les  furfaces  & les  folides. 

Les  principes  que  les  Mathématiciens  emploient  dans  leurs  raifon- 
nements  , font  ou  des  définitions,  ou  des  axiomes^  ou  àtsdemandes. 

VIII.  Les  définitions  font  les  explications  des  termes  dont  on 
fe  fert  , & dont  on  fixe  le  fens  pour  éviter  l’ambiguité  6c  la 
confufion  : telle  efi  la  définition  fuivante  du  terme  d’axio/m. 

IX.  Les  axiomes  lont  des  propofitions  qui  fervent  à en  démontrer 
plufieurs  autres , & qui  font  fi  évidentes , qu’elles  n’ont  pas  befoin 
de  preuves  ; telles  font  les  propofitions  fuivantes  : le  tout  efi  plus 
grand  qu'une  de  fes  parties  : deux  grandeurs , qui  font  chacune 
«gales  à une  troifieme , font  égales  entr’elles. 

X.  Les  demandes  font  des  fuppofitions  qui  font  évidemment 
poffibles , ou  des  choies  fi  faciles  à faire  , que  perfonne  ne  les  con- 
telle } comme  fi  on  demande  que  a fignifie  une  grandeur , & é une 
autre  ; qu’il  foit  permis  d’ajouter  un  nombre  à un  autre,  &c. 

C’eft  par  le  moyen  de  ces  feuls  principes  que  les  Mathématiciens 
démontrent  toutes  leurs  propofitions , qui  font  de  quatre  fortes  : 
Théoré/nes , Problèmes  , Corollaires  & Lemmes. 

XI.  Un  Théorème  eft  une  propofition  de  laquelle  il  faut  feu- 
lement démontrer  la  vérité. 

XII.  Un  Problème  eft  une  propofition  dans  laquelle  il  s'agit 
d’enfeigner  la  maniéré  de  faire  quelque  chofe  , & de  démontrer 
que  celle  qu’on  propolè  pour  l’exécution  eft  infaillible. 

XIII.  Un  Corollaire  eft  une  vérité  qui  fuit  d’une  propofition 
précédente.  ^ 

XIV.  Un  Lemme  eft  une  propofition  que  l’on  ne  prouve  que 
pour  défiontrer  d’autres  propofitions. 

Outre  ces  quatre  fortes  de  propofitions , on  fait  encore  des 
remarques , foit  pour  les  éclaircir , foit  pour  en  faire  connoître 
l’ufage,  foit  pour  préparer  à leur  démonftration  : on  emploie  auflî 
des  Schoites  , pour  l’éclaircilTemeni  de  quelques  propofitions , 5c 
pour  en  expliquer  l’ufage. 

Nous  allons  expofer  quelques-uns  des  axiomes  fur  lefquels  font 
fondées  les  Mathématiques. 


Le  tout  eft  égal  à toutes  fes  parties  prifes  enfemble  : par  exem« 
pie , û on  partage  une  toife  en  quatre  parties , il  eü;  évident  que 
la  toife  eft  égale  à ces  quatre  parties. 

Le  tout  eft  plus  grand  qu'une  de  fes  parties. 

Deux  grandeurs , qui  font  chacune  égales  à une  troifîeme  » 
font  égales  entr'elles  ; & fi  deux  grandeurs  font  égales  entr’elles  , 
& que  Tune  foit  égale  à une  troifîeme , l’autre  fera  pareillement 
égale  à cette  troifîeme.  , 

Si  à des  grandeurs  égales  on  ajoute  d’autres  grandeurs  égales, 
les  tous  qui  en  réfulteront  feront  égaux. 

Si  à des  grandeurs  inégales  on  ajoute  des  grandeurs  égales , les 
tous  feront  inégaux  : pareillement  fî  à des  grandeurs  égales  on 
ajoute  des  grandeurs  inégales , les  tous  feront  inégaux. 

Si  de  grandeurs  égales  on  retranche  des  grandeurs  égales , les 
reftes  feront  égaux. 

Si  de  grandeurs  inégales  on  retranche  des  grandeurs  égales , 
les  reftes  feront  inégaux  : pareillement  fi  de  grandeurs  égales  on 
retranche  des  grandeurs  inégales,  les  reftes  feront  inégaux. 

Si  de  plufîeurs  quantités  la  première  eft  plus  grande  que  la 
fécondé , la  fécondé  plus  grande  que  la  troifîeme  , la  troifîeme 
que  la  quatrième , & ainfî  de  fuite  , la  première  fera  plus  grande 
que  la  derniere. 

Nous  diviferons  cet  Ouvrage  en  deux  parties , dont  la  première 
contiendra  les  Eléments  d’ Arithmétique  & d’AIgebre , que  nous 
joignons  enfemble , parce  que  l’on  fait  les  mêmes  opérations  dan$ 
l’une  6c  l’autre  fcience  : la  fécondé  partie  fera  la  Géométrie. 

^ - .a -A.  -»■  a.- 

PREMIERE  PARTIE. 

DES  ÉLÉMENTS  DE  MATHÉMATIQUES. 

A RITHMÊTI  QUE  ET  ALGEBRE. 

CEtte  première  Partie  renfermera  trois  Livres  : dans  le  pre- 
mier , on  expliquera  les  fîx  principales  opérations  , tant  fur  les 
nombres  que  fur  les  lettres  à favoir , l’addition , la  fouftraétion  > 
la  multiplication  , la  divifîon  , la  formation  des  puiflances  6c 
l'extraétion  des  racines  ; dans  le  fécond  Livre  , on  expliquera  6c 
on  démontrera  d’abord  les  raifons  ôc  les  proportions , ôc  ehfuite 
les  fractions  : dans  le  troifîeme  , on  traitera  des . équations,  . 

A ij 
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LIVRE  PREMIER. 

Des  principales  opérations  de  V Arithmétique  & de  l* Algèbre, 

DAns  ce  premier  Livre  nous  parlerons  des  opérations  de 
l’Arithmétique  avant  que  de  traiter  de  celles  de  l’ Algèbre, 
parce  que  les  premières  paroiffent  moins  difficiles  , & qu’elles 
peuvent  beaucoup  contribuer  à l’intelligence  des  autres. 


D E L*A  RITHMÉTiqUE. 

Art.  I.  T ^Arithmétique  eft  une  fcience  qui  enfeigne  à faire  différentes 
1 J opérations  fur  les  nombres , & qui  en  démontre  les  principales 
propriétés. 

2.  On  fait  que  plufieurs  unités  ou  plufîeurs  parties  de  l’unité 
font  un  nombre  : ainfi  trois,  cinquante- huit,  quatre  cinquièmes, 
&c.  font  des  nombres. 

5.  Pour  marquer  les  nombres  on  fe  fert  de  plufîeurs  caraéleres 
qui  nous  viennent  des  Arabes  ; on  les  nomme  ordinairement 
Chiffres  : il  y en  a dix  j favoir , O,  1,2, 4, 5, 6,  7,  8,9. 
Le  premier  ne  fîgnifie  rien  quand  il  efî  feul  ; mais  lorfqu’il  efl 
avec  d’autres  chiffres,  il  fert  à augmenter  la  valeur  de  ceux  après 
lefquels  il  fe  trouve  : par  exemple  , le  5 feul  ne  vaut  que  cinq  ; 
mais  s’il  eft  fuivi  de  o en  cette  maniéré  5 o , il  vaut  cinquante. 
On  verra  par  les  remarques  fuivantes , qu’on  peut  avec  ces  dix 
caraéteres  exprimer  tous  les  nombres  poflibles  ; on  pourroitmême 
le  faire  avec  plus  ou  moins  de  chiffres , cela  eft  arbitraire  : il  y a 
apparence  qu’on  s’en  eft  tenu  à dix  à caufe  des  dix  doigts  dont 
on  fe  fert  naturellement  pour  compter. 

Remarque  première  et  fondamentale. 

4.  On  eft  convenu  que  chaque  chiffre  auroit  des  valeurs  diffô-’ 
rentes,  fuivant  le  rang  qu’il  occupe  dans  un  nombre  i enforte  que 
les  chiffres  augmentent  en  proportion  décuple  en  allant  de  droite 
à gauche  j ou , ce  qui  revient  au  même , les  chiffres  diminuent  en 
proportion  décuple  en  avançant  de  gauche  à droite  : c’eft  à-dire  , 
qu’une  unité  d’un  chiffre  vaut  dix  unités  de  celui  qui  eft  immé- 
diatement plus  à droite  : par  exemple , dans  le  nombre  fept  mille 
cinq  cents  foixante  & deux , qui  fe  marque  en  cette  maniéré,  75  6a, 
chaque  unité  du  7 vaut  du  unités  du  5 j car  les  unités  du  7 font 


\ I 


ARITHMETIQ.UE.  L1  ' 
des  mille  * puifque  ce  7 marque  fept  mill 
font  des  centaines  : or  un  mille  vaut  dix  c 
chaque  unité  du  5 vaut  dix  unités  du  6 , p 1 

5 font  des  centaines  , & les  unités  du  € fc 
chaque  unité  du  6 vaut  dix  unités  du  2 , 

6 font  des  dixaines , & les  unités  du  2 fo  : 
Cette  remarque  eft  d^une  fi  grande  impoi  ; 
fondement  des  opérations  de  l^Anthmétiq 

11. 

5.  On  divife  les  chiffres  qui  compofent  ui 
qui  contiennent  chacune  trois  caraâeres, 
gauche  , qui  peut  n*en  contenir  que  deux 
c’eft  en  allant  de  droite  à gauche  que  Ton  | 
tranches  , lefquelles  marquent  différentes  : 
Voici  l’ordre  de  ces  tranches  en  commençai 
des  unités , celle  des  mille , celle  des  million 
celle  des  billiards^  celle  des  trilliards , celle  i 
Dans  chaque  tranche  on  difiingue  trois  ra 
efi  le  plus  à gauche  , efl:  celui  des  centaines 
dixaines , & le  troifieme , celui  des  unités  : < 
dans  le  nombre  fuivant. 


Trilliards  , Billiards  » Milliards  » Millu  ' 
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Tous  les  Auteurs  ne  s’accordent  pas  1 
noms  aux  tranches  qui  précèdent  celle  d<  1 
commun  ne  détermine  pas  ces  dénommât 
nombres  dont  on  fe  fert  ordinairement  , n« 
ces  tranches. 

III. 

6.. On  peut  bien  juger,  après  ce  que  noi  1 
xemarques  précédentes  , que  , quoique  chaq  1 
des  centaines , des  dixaines  ôc  des  unités , ce  | 
ijgnifie  des  parties  de  nombre  fort  différentes 
tranche  : par  exemple  , la  tranche  des  milli  : 
taines  , des  dixaines  & des  unités  de  mill  i 
figmfie  des  centaines , des  dixaines  & des.  1 


uubüuuca)  wuiiiiuc  iiuub  idvuiib  ui<ui^uc  <tu  - ucuu»  uc» 

4ans  le  nombre  précédent. 

Quand  nous  difons  que  chaque  tranche  contient  trois  rangs  j 
favoir , des  centaines  , des  dixaines  ôc  des  unités  , il  en  faut 
excepter  la  première  à gauche , qui  peut  ne  contenir  que  des 
dixaines  Sc  des  unités , ou  des  unités  feulement , s’il  n’y  a qu’un 
chiffre  dans  cette  tranche. 

6 B.  11  paroit  par  ces  remarques  que  chaque  chiffre  qui  compofe 
un  nombre  > a deux  valeurs , une  propre  & abfolue,  l’autre  rela* 
tive.  La  valeur  propre  ou  abfolue  d’un  chiffre  > eft  celle  qu’il  a 
étant  conlideré  feul,  indépendamment  des  autres  qui  !’accom>n 
pagnent.  La  valeur  relative  eft  celle  qui  convient  à un  chiffre  eu 
égard  au  rang  qu’il  tient  dans  un  nombre.  Par  exemple  > dans  le 
nombre7562, la  valeur  abfolue  duy  eft  fept,  & fa  valeur  relative  eft 
fept  mille.  Pareillement  la  valeur  abfolue  du  5 eft  cinq,  & fa  valeur 
relative  eft  cinq  cents.  La  valeur  abfolue  d’un  chiffre  eft  toujours  la 
même  J mais  fa  valeur  relative  change  félon  le  rang  qu’il  tient. 

1 V. 

7.  Quand  on  nomme  les  rangs  en  particulier,  par  exemple, 
ceux  des  milliards , on  dit  centaines  de  milliards , dixaines  de 
milliards;  mais  il  feroit  inutile  de  dire,  unités  de  milliards,  on 
I dit  feulement  milliards:  de  même,  pour  la  tranche  des  millions, 
on  dit  centaines  de  millions , dixaines  de  millions , & millions 
au  lieu  d’unités  de  millions,  ainfides  autres.  Pour  ce  qui  eft  de 
la  derniere  tranche,  qui  eft  celle  des  unités , on  dit  feulement, 
centaines  , dixaines  & unités  > parce  qu’il  eft  inutile  de  dire , 
centaines  d^mités , dixaines  d’unités  6c  unités  d’unités  , ou  unités 
fimples.  La  dénomination  propre  à chaque  tranche  ffgnifie  un 
nombre  qui  vaut  mille  fois  plus  que  celui  qui  eft  exprimé  par  le 
nom  de  la  tranche  fuivante  : ainfi  un  billiard  vaut  mille  milliards  > 
un  milliard  vaut  mille  millions,  un  million  vaut  mille  fois  mille , 
& enfin  un  mille  vaut  mille  unités.  Tout  cela  pofé , il  ne  fera  pas 
difficile  de  concevoir  comment  on  peut  nommer  un  nombre 
marqué  par  des  chiffres  (ce  qui  s’appelle  iVu/nez-tiz/o/i),  & comment 
on  peut  auffi  marquer  par  des  chiffres  un  nombre  propofé  : c’eft 
ce  que  nous  allons  voir. 

*1  nommer  ou  énoncer  un  nombre  marqué  en  chiffres  , 

li  wut,  I Je  partager  en  tranches  en  commençant  vers  la  droite: 
eniorte  que  chaque  tranche  contienne  trois  chiftes , excepté  la 
première  , c’eft  - à dire  , celle  qui  eft  la  plus  à gauche , qui  pourra^ 


Livre  premier. 

ti’en  contenir  que  deux  ou  même  un  feul.  20. 
terme  propre  à chaque  tranche , que  quand  on 
des  unités , lequel  rang  eft  toujours  le  dernier  I 
tranche.  5®.  Quand  il  fe  trouve  des  zéros  dans 
il  ne  faut  point  nommer  les  parties  des  nombres  1 
à ces  rangs  : par  exemple  , foit  le  nombre  4578 
partage  en  trois  tranches  par  des  virgules  , er 
45,7^2,559  : la  première  tranche  ^ qui  eft  cel 
ne  contient  que  deux  chiffres , favoir  45  ; la  1 1 
celle  des  mille  , contient  ceux-ci  782  5 la  troifiet 
les  trois  derniers  559.  2'^.Je  ne  prononce  le  terr 
que  tranche  que  quand  j*en  fuis  venu  aux  uni 
dirai  pas  pour  la  première  tranche , quarante  1 I 
cinq  millions  j mais  je  ne  nommerai  millions  q 
primé  5 , qui  eft  au  rang  des  unités  de  millions 
quarante-cinq  millions.  De  même,  pourlafecon< 
dirai  pas  fept  cents  mille  , enfuite  quatre-vingt  : 
deux  mille  i mais  je  dirai  fept  cents  quatre- vingt-c 
la  derniere  tranche  , on  dit  fimplement  cinq  centsi 
ajouter  le  terme  à^unite»  qui  feroit  inutile  : tou 
donc  quarante-cinq  millions  fept  cents  quatre- 
cioq  cents  trente-neuf. 

Pareillement , afin  de  nommer  ce  nombre  5 c 
marque , après  l'avoir  partagé  en  tranches  de  trois  ' 
que  dans  la  première  tranche  il  y a un  zéro  au 
de  millions  j c’eft  pourquoi  il  ne  faut  point  pari 
millions  , mais  feulement  des  dixaines  » en  dilant  1 
lions  : de  même  dans  la  fécondé  tranche,  qui  eft 
y ayant  un  zéro  au  rang  des  dixaines , & un  a 
unités  de  mille  , il  ne  faut  point  parler  ni  des  dix  i 
tés  de  mille,  mais  feulement  des  centaines , &c  : 
mille  : enfin  dans  la  troifieme  tranche  , n'y  ayant  q 
rangs  des  centaines  &c  des  unités  , ie  dirai  fimpk  1 
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mille,  ainfi  du  relie;  il  faut,  dis* je,  écrire  le  nombre  des  millions  , 
fans  s’embarralTer  de  ce  qui  fuit , enfuite  le  nombre  des  mille , 6c 
enfin  les  centaines , les  dixaines  & les  unités  (impies  , obfervant 
de  mettre  des  zéros  aux  rangs  des  parties  de  nombre  delquelles 
il  n’eft  point  fait  mention  dans  la  fomme  propofée  : par  exem- 
ple , fuppofé  que  je  veuille  écrire  en  chiffres  la  fomme  fuivante , 
cinquante-fept  millions  trois  cents  foixante-huit  mille  deux  cents 
fix  ; j^écris  d’abord  les  millions  en  cette  maniéré,  5 7,  fans  faire 
attention  à ce  qui  fuit  ; après  quoi  je  marque  les  mille  en  cette 
forte , ^ 6 8 ; & les  mettant  à côté  des  millions , il  vient  5 7 5 6 8 : 
enfin  à la  fuite  des  mille  je  marque  deux  cents  fîx  de  cette  maniéré , 
ao6 , écrivant  un  zéro  au  rang  des  dixaines  dont  on  ne  parle  point 
dans  la  fomme;  ce  qui  donne  le  nombre  propofé  57568206. 

Soit  encore  le  nombre  trois  cents  millions  vingt-trois  mille  foi- 
xante-quatre , qu’il  faut  écrire  en  chiffres.  Je  marque  en  premier 
lieu  les  millions  en  cette  forte , 500 , mettant  des  zéros  aux  rangs 
des  dixaines  & des  unités  de  millions  , parce  qu’il  n’en  eft  point 
fait  mention  dans  la  fomme  : j’écris  enfuite  les  mille  025  à la 
droite  des  millions , mettant  encore  un  zéro  au  rang  des  centaines 
de  mille  dont  il  n’ell  point  parlé  ; après  cela  je  marque  le  refte 
064  à la  fuite  des  mille  : dans  cette  derniere  tranche  j’ai  écrit 
un  zéro  au  rang  des  centaines  dont  il  n’ell  point  parlé.  Ces 
trois  tranches  écrites  à côté  les  unes  des  autres  font  500023064; 
c’ell  la  fomme  propofée  exprimée  en  chiffres.’ 

Voici  un  troifieme  exemple:  fi  on  me  donnoitla  fomme  fuivante 
à écrire  en  chiffres , foixante-neuf  milliards  cinquante  million^  trois 
cents  foixante,  je  la  marquerois  en  cette  forte,  69050000560  : 
dans  cet  exemple  j’ai  mis  trois  zéros  à la  tranche  des  mille  , par- 
ce qu’il  n’en  ell  point  parlé  dans  la  fomme.  11  ell  facile  de  voii^ 
par  ce  qu’on  a dit  jufqu’ici  , pourquoi  j’ai  écrit  chacun  des  au- 
tres chiffres , comme  ils  font  marqués. 

1 0.  Entre  les  nombres  , il  y en  a qu’on  peut  appeller  ahjlraits  & 
d’autres  concrets  ; on  en  dillingue  aufli  - inco/nplexés  & de 
complexes  , di  entiers  & àtfraS^ronnaires  ou  rompus. 

J I . Les  nombres  abllraits  ou., purs  font  ceux  qui  expriment  des 
unités  ou  des  parties  d’unités  fans  les  appliquer  à aucunes  gran- 
deurs particulières.  Les  nombres  concrets  font  ceux  qui  défignent 
des  grandeurs  particulières  : comme  quand  on  dit  1 00  livres.  On 
les  appelle quand  les  grandeurs  défignéés  font  quelque 
çlpece  d’étendue , comme  5 0 toifes. 


II.  B. 
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1 1.  B.  Les  nombres  incomplexes  font  ceux  qui  ne  contiennent 
qu'une  efpece  de  quantités , comme  des  livres  : tel  eft  le  nombre 
5256  livres. 

I *.  Les  nombres  complexes  font  ceux  qui  contiennent  plu- 
fieurs  efpeces  de  quantités,  comme  des  livres  ,des  fols  & des  d&. 
niers  : par  exemple,  542  livres  15  fols  8 deniers,  que  l’on  mar- 
que de  cette  maniéré  542».  15IÎ.  8^. 

15.  Un  nombre  entier  eft  celui  qui  contient  l’unité  plufieurs 
fois  exaélement , comme  5 , 9 , 67 , &c. 

14.  Un  nombre  fraélionnaire , ou  une  fraélion , eft  celui  qui 
contient  une  ou  plufieurs  parties  égales  dans  lefquelles  on  conçoit  que 
l’unité  eft  divifée-  Par  exemple  ,fi  on  conçoit  l’unité  divifée  en  douze 
parties  égales , dont  on  en  prenne  5 , ces  cinq  douzièmes  feront  une 
fraiftion  que  l’on  écrit  en  cette  forte  ^ : il  faut  donc  deux  nombres 
pour  former  une  fraélion  , dont  l’un  exprime  combien  l’on  prend 
de  parties  égales  ,on  l’appelle  le  Numérateur , & l’autre  marque  en 
combien  de  parties  le  tout  eft  divifé , on  l’appelle  Dénominateur  \ 
le  premier  s’écrit  au-  deffijs  d’une  ligne  , 6c  l’autre  au-deftbus  > 
comme  on  le  voit  dans  l’exemple  propofé  : de  même  lafraékion  trois 
quatrièmes  s’écrit  en  cette  forte  | , ainfi  des  autres. 

15.  Quoique  l’on  ait  dit  qu'il  falloit  deux  nombres  pout 

exprimer  une  fraélion  , on  ne  prétend  pas  en  exclure  l’unité  qui 
peut  être  ou  numérateur  ou  dénominateur , comme  dans  les  frac- 
tions ^ : ainfî , quoique  l’unité  ne  foit  point , à proprement 

parler  , un  nombre  j cependant  il  arrivera  plufieurs  fois , qu’en 
parlant  des  nombres  en  général , on  y comprendra  l’unité. 

15  Il  y a des  ffaétions  qu’on  appelle  décimales  , qui  font  d’un 
grand  ufagedans  les  Mathématiques,  a caufe  de  la  facilité  qu'on  a 
de  les  calculer.  On  ne  les  marque  pas  en  plaçant  deux  nombres  l’un 
au-defîbus  de  l’autre  comme  les  fraétions  ordinaires,  mais  en  mettant 
un  point  entre  les  chiffres  qui  défignent  les  entiers  & ceux  qui  dé- 
fignent  des  parties  décimales  : tel  eft  le  nombre  425.28”  dont  les 
trois  chiffres  qui  font  avant  le  ppint  expriment  des  entiers  comme 
les  nombres  ordinaires , & les  deux  qui  font  après  le  point  marquent 
des  parties  décimales  j le  premier  après  le  point  exprime  des  dixiè- 
mes , le  fécond  des  centièmes;  s’il  y en  avoit  un  troifieme  , il  mac- 
queroit  des  millièmes , le  quatrième  defigneroit  des  dix  millièmes^ 
le  cinquième  des  cent  millièmes , ainfi  de  fuite  ; de  forte  que  la  va- 
leur dé  ces  chiffres  placés  après  le  point  diminue  en  proportion 
xlécuple  eh  allant  de  gauche  à droite  , de  même  que  celle  des 
/.  Fartie.  ' * B 
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chiffres  qui  précèdent  le  point.  Ce  nombre  415.28'*  fignifie  donc 
425  unités,  plus  2 dixièmes,  plus  8 centièmes  ; mais  on  joint  ordi- 
nairement toutes  les  parties  décimales  enfemble:  ainfi  28"  fignifie 
a 8 centièmes  ; c*eft  la  même  chofe  que  2 dixièmes  , plus  8 centiè- 
mes. Les  chiffres  romains  qu*on  met  après  les  chiffres  ordinaires 
-des  parties  décimales  font  pour  marquer  plus  expreffément  comp 
bien  il  y a de  rangs  de  ces  parties.  Le  nombre  5.43086’ fignifie 

5 unités , plus  43086  cent  millièmes.  S’il  n’y  a pas  d’entiers  on  met 
un  zéro  avant  le  point,  comme  dans  le  nombre  fuivant  08435''' 
qui  fignifie  8435  dix  millièmes. 

Tout  le  monde  fait  qu’il  y a quatre  opérations  générales  dans 
l’Arithmétique;  fa  voir,  YyidditionyhSou/lraSion,  Xz  Multiplication 

6 la  Divi/îon.  Ces  quatre  opérations  font  le  fondement  de  toutes  les 
autres  ; c’eff  pourquoi  nous  les  expliquerons  avec  étendue. 

DE  ADDITION, 

1 6.  L’addition  efl  une  opération  par  laquelle  ayant  plufieurs 
«ombres  , on  en  cherche  la  fomme  : par  exemple , fi  , ayant  les 
deux  nombres  12  & 18  , on  en  cherche  la  fomme,  qui  eff  30, 
cela  s’appelle  ajouter  enfemble  12  & 18.  11  ne  fuffiroit  pas  dans 
l’arithmétique  de  marquer  la  fomme  en  mettant  1 2 -j-  1 8 comme 
on  fait  en  algèbre  ; mais  il  faut  que  cette  fomme  foit  exprimée  par 
■un  feul  nombre  incomplexe  ou  complexe  , félon  l’efpece  des  nom- 
bres qu’on  ajoute.  On  voit  par  la  définition  de  l’addition , qu’elle 
confifte  à trouver  un  tout  dont  on  connoit  les  parties.  Dans 
l’exemple  propofé  , les  deux  parties  connues  font  1 a & 1 8 , 5c  le 
tout  qu’on  cherche  eft  30. 

17.  Afin  de  faire  cette  opération  , il  faut  difpofer  tous  les 
nombres  les  uns  fous  les  autres  , enforte  que  les  unités  répondent 
aux  unités , les  dixaines  aux  dixaines  , les  centaines  aux  centai- 
nes , les  mille  aux  mille  , ainfi  du  reffe  : enfuite  on  doit  tirer  une 
ligne  au-deffbus  des  nombres  ; après  quoi  on  obferve  la  réglé 
fuivante. 

18.  On  commence  par  la  colonne  des  unités  dont  on  prend  la 
fomme  ; il  peut  arriver  deux  cas  : ou  bien  cette  fomme  peut  s’ex- 
primer par  un  feul  chiffre  , comme  8 ; 5c  alors  il  faut  écrire  8 au- 
deflbus  des  unités  : ou  la  fomme  des  unités  ne  peut  être  expri- 
mée que  par  deux  chifFr&s  ; dans  ce  cas  il  faut  écrire  fous  la  co- 
lonne des  unités , le  dernier  des  deux  chiffres , c’eft-à-dire , celui 
qui  eff:  à la  droite  : par  exemple  , s’il  y a 25  unités  , on  met  5. 


fous  la  colonne  des  unités , & l’on  retient  2 qui  marque  dcsdixai- 
nes,  pour  l’ajouter  aux  dixaines  qui  font  dans  la  colonne  voidne 
en  allant  vers  la  gauche.  On  opéré  de  la  même  maniéré  fur  la  co- 
lonne des  dixaines , fur  celle  des  centaines  , &c. 

i 9.  Remarquez  que  quand , dans  quelques-unes  des  colonnes , 
par  exemple,  celle  des  dixaines,  il  ne  fe  trouve  aucun  chiffre, 
pofitif , pour  lors  on  met  un  zéro  au-deffous  , fi  on  n’a  rien  retenu 
<^e  la  colonne  des  unités  mais  fi  on  avoit  retenu  quelque  chofe , 
par  exemple  3 , il  faudroit  écrire  3 fous  la  colonne  des  dixaines* 

Exemple  premier. 

Soient  propofés  à ajouter  les  nombres  3560252,  4630023» 
6758200 , 600433. 

Après  les  avoir  difpofés  les  uns  fous  les  autres  , les  unités  fous 
les  unités  , les  dixaines  fous  les  dixaines  , les  centaines  fous  les 
centaines  , &c.  comme  on  le  voit  ci  - deflbus  j il  faut  opérer  en 
premier  lieu  fur  les  unités  que  l’on  peut  ajouter  en  commençant 
indifféremment  par  le  haut  ou  par  le  bas  de  la  colonne  i mais  il 
eff  bon  de  choifirune  des  deux  maniérés  pour  la  fuivre  toujours. 


je  commencerai  par  le  haut  de  chaque  colonne. 

Je  dis  donc  : 2 & 3 font  5 , 5 & 3 font  8 ÿ je  356025s 

pofe  8 fous  la  colonne  des  unités  : je  paffe  enfuite  463002$ 

a la  colonne  des  dixaines, en  difant:  5 de  2 font  6758209 

7 , 7 & 3 font  10  : cette  fomme  des  dixaines  ne  600435 

pouvant  s’exprimer  que  par  deux  chiffres  , j’écris  75548908 

le  dernier  , qui  efi  o,  fous  la  colonne  des  dixaines , 


& je  retiens  i , qui  eft  le  premier  chiffre  de  la  fomme  i o , pour 
la  colonne  des  centaines,  à laquelle  je  paffe  en  commençant  pat 
t que  j’ai  retenu  ; je  dis  donc  : 1 £c  2 font  3 , 3 & 2 font  5,5 
& 4 font  9 , que  j’écris  fous  la  colonne  des  centaines  : enfuite  je 
paffe  à celle  des  mille,  dans  laquelle  il  n’y  a que  8 qui  foit  pofitif , 
je  mets  donc  8 fous  cette  colonne  ; puis  je  viens  à celle  des  di- 
xaines de  mille, & je  dis:  6 & 3 font  9 , 9 & 5 font  14;  je 
pofe  le  dernier  chiffre  4 fous  cette  colonne  , & je  retiens  i pour 
la  colonne  des  centaines  de  mille  , fur  laquelle  j’opere  de  la  méma 
maniéré  en  difant  : i & 5 font  6 , 6 & 6 font  12,  1 2 & 7 
font  19  , 19  & 6 font  25  j j’écris  5 fous  cette  colonne,  & je 
retiens  2 pour  celle  des  millions  } je  dis  donc  2 & 3 font  5 , 5 ôc 
4 font  9 , 9 6c  6 font  1 5 } je  pofe  5 au-deffous , & j’avance  j 
qui  reffe.. 


% 
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Exemple  II. 

Soient  encore  propofés  les  quatre  nombres  fuivants 
605900,  106300 , 940a  dont  il  faut  trouver  la  Comme. 

Les  ayant  difpofés  , comme  on  le  voit , je 
commence  par  ajouter  les  chiffres  de  la  colonne 
des  unités  ; de  là  je  palfe  aux  dixaines  , puis  aux 
centaines , ainfi  de  fuite , comme  il  a été  prefcrit , 
remarquant  que  je  dois  pofer  zéro  fous  la  colonne 
des  dixaines  ( 1 9),  parce  qu*elle  ne  contient  aucun 
chiffre  pofîtif  , & que  d’ailleurs  je  n’ai  rien  retenu  de  la  colonne 
des  unités  : de  même , paifant  de  la  colonne  des  mille  , de  laquelle 
j’ai  retenu  2 , à celle  des  dixaines  de  mille  , je  n’ai  trouvé  aucun 
chiffre  pofitif  ; ainfî  je  pofe  fous  cette  colonne  le  a que  j’avois 
retenu  (19). 

Avertissement.  Lorfqu’un  nombre  eft  renfermé  entre  deux 
parenthefes  , c’eft  une  citation , c’eft  - à - dire , qu’il  fignifie  que  la 
propofition  qui  le  précédé  ou  qui  le  renferme  eft  prouvée  par  l’ar- 
ticle que  le  nombre  défîgne.  Ainfi , après  avoir  dit  dans  l’explica- 
tion du  fécond  exemple , qu’il  falloit  pofer  un  zéro  fous  la  co- 
lonne des  dixaines  , on  a mis  ( 1 9)  pour  faire  connoître  que  la 
propofition  dépend  de  l’article  1 9.  On  a fait  la  même  chofe  après 
avoir  dit  qu’il  falloit  écrire  2 fous  la  colonne  des  dixaines  de  mille. 

20.  On  obferve  la  même  réglé  dans  l’addition  des  nombres 
complexes  que  dans  celle  des  incomplexes , & on  commence  l’o- 
pération par  les  plus  petites  efpeces , en  allant  de  fuite  aux  plus 
grandes  : fur  quoi  il  faut  remarquer  qu’en  paffant  d’une  efpece  à 
une  plus  grande  , comme  des  deniers  aux  fols  , il  faut  voir  com- 
bien de  fois  celle  à laquelle  on  paffe  eft  contenue  dans  la  fomme 
des  plus'petites , n’écrivant  que  le  refte  , s’il  y en  a , fous  la  moin- 
dre efpece , & retenant  le  nombre  de  fois  que  la  grande  efpece  eft 
contenue  dans  la  fomme  des  plus  petites  , pour  ajouter  ce  nom- 
bre à la  plus  grande:  par  exemple,  fi  on  paffe  des  deniers  aux 
fols , & qu’il  y ait  38  deniers  comme  cétte  fomme  de  5 8 deniers 
contient  3 fols  & deux  deniers  de  plus  , on  écrira  2 fous  les  deniers, 
êc  on  retiendra  3 pour  les  ajouter  aux  fols. 

De  même , quand  on  paffe  des  dixaines  de  fols  aux  livres , il 
faut  auffi  réduire  ces  dixaines  en  livres  : or  on  fait  qu’une  livre 
vaut  deux  dixaines  de  fols  j c’eft  pourquoi  il  faut  , fi  le  nombre 
des  dixaines  eft  pair , en  prendre  la  moitié , qui  marquera  les 
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livres  qui  y font  contenues  : par  exemple  , s’il  y avoit  8 dixaines 
de  fols , il  faudroit  prendre  4 , qui  eft  la  moitié  de  8 , & ce  4 
marque  qu’il  y a quatre  livres  dans  huit  dixaines  de  fols  : il  n’y 
auroit  donc  rien  à mettre  fous  les  dixaines  de  fols  ; mais  on  re- 
tiendroit  4 pour  l’ajouter  à la  colonne  des  unités  de  livres.  Si  le 
nombre  des  dixaines  de  fols  eft  impair , il  en  faut  ôter  une  que 
l’on  écrira  fous  les  dixaines , & prendre  la  moitié  du  refte  : cette 
moitié  marquant  des  livres,  on  l’ajoutera  à la  colonne  des  unités 
de  livres  : par  exemple , s’il  y avoit  5 dixaines  de  fols  , il  en  faudroit 
ôter  une , 6c  l’écrire  fous  les  dixaines  de  fols  enfuite  prendre  2 , 
qui  eft  la  moitié  du  refte  4 , & l’ajouter  aux  livres. 

Exemple  premier. 

Si  on  me  propofe  d’ajouter  les  nombres  complexes  55602’ 
livres  15  fols  8 deniers,  64925  livres  6 f.  1 1 den.  7043  1.  i8  f. 
9 den.  & 58  livres  12  f.  10  den.  je  les  difpofe  de  la  maniéré  fui* 
vante,  les  unités  fous  les  unités,  les  dixaines  fous  les  dixaines  , 
&c.  obfervanc  de  plus  de  placer  les  deniers  d’un  nombre  fous  les 
deniers  des  autres  nombres  : il  faut  placer  de  même  les  fols  fous  les 
fols , 6c  les  livres  fous  les  livres,  comme  on  le  voit. 

Je  commence  par  les  deniers,  55602»  15^^  8^ 

en  diiant  : 8 & ii  font  19,6(9  ^4925  6 11 

font  28,  a8  & 10  font  38  : cette  7045  18  9 

fomme  contient  3 fols  2 deniers,  58  12  10 

c’eft  pourquoi  je  pofe  2 fous  les  707628»  14^  2^ 

deniers , & je  retiens  3 pour  l’ajou- 
ter aux  fols  : s’il  y avoit  eu  feulement  36  deniers,  qui  font  5 
fols  fans  refte  , il  auroit  fallu  retenir  3 pour  l’ajouter  aux  fols , ôe 
on  n’auroit  pu  mettre  qu’un  zéro  fous  les  deniers.  Je  viens  enfuite 
aux  fols , & je  dis  : 3 que  j’ai  retenu  & 5 font  8 j 8 & 6 font  1 4 , 
14  & 8 font  22 , 22  6c  2 font  24  ; je  pofe  le  dernier  chiffre  4 
fous  la  colonne  des  unités  de  fols , & je  retiens  z , que  j’ajoute 
aux  dixaines  de  fols, en  difant:  2 6c  1 font  5 , 3 6c  i font  4, 
4 6c  1 font  5 : ce  nombre  étant  impair , j’en  ôte  i , que  je  pofe 
fous  la  colomne  des  dixaines  de  fols , il  refte  4 dont  je  prends  la. 
moitié,  qui  eft  2,  que  j’ajouterai  avec  les  livres. 

Je  pafl'e  donc  aux  livres , 6c  je  dis  2 6c  a que  jai  retenu  font 
4,  4 6c  3 font  7 , 7ÔC  3 font  10  , 10  6c  8 font  i8.j  je  pofe  8 * 
6c  je  retiens  1 , que  j’ajoute  à la  colonne  voifine  j opérant  feloa 


I 


ce  que  nous  avons  dit  dans  le  premier  exemple  de  Paddition  des 
nombres  incomplexes. 

Exemfle'II. 


Voici  un  autre  exemple 
de  l’addition  des  nombres 

542  toifes 

4 pieds 

10  pouces 

complexes, oii  il  s’agit  d’a- 

927 

5 

8 

jouter  des  toifes , des  pieds 

85 

5 

2 

& des  pouces.  On  fait  que 

1556 

8 

la  toife  contient  fix  pieds , 
6c  le  pied  douze  pouces. 

Exemple  III. 


Dans  l*exemple  fuivant , il  s’agit  d’ajouter  des  degrés , des  minu- 
tes & des  fécondés.  Le  degré  vaut  6o  minutes , & la  minute  con- 
tient 6o  fécondés  : ainfi  il  y a des  minutes  & des  fécondés  de 
degrés , comme  des  minutes  & des  fécondés  de  temps.  LeS 
heures  & les  minutes  de  temps  font  divifées  comme  les  degrés 
& les  minutes  de  degrés}  car  une  heure  fe  divife  en  6o  minutes, 
& une  minute  de  temps  en  6o  fécondés.  On  obfervera  pour  faire 
cet  exemple  > qu’il  faut  6 dixaines  de 


fécondés  pour  une  minute,  & qu’il  faut  45'*‘  56®'  45^ 

de  même  6 dixaines  de  minutes  pour  58  47  5 a 

un  degré.  C’eft  pourquoi  comme  il  y 9 6 15 

a I O dixaines  de  fécondés , on  en  a jo“’ 

mis  4 au-delTous  de  la  colonne , & on 

a retenu  une  minute  pour  les  fîx  autres  dixaines.  De  même,  des  9 


dixaines  de  minutes  qu’on  a trouvées , on  en  a pofé  3 au  - deflbus 
de  la  colonne , de  on  a retenu  un  degré  pour  les  6 autres. 


Remarques. 

I. 

21.  On  peut  remarquer  que  dans  l’addition  des  nombres  com- 
plexes qui  contiennent  des  fols  & des  deniers , on  opéré  en  même 
temps  fur  les  unités  & fur  les  dixaines  de  deniers,  comme  dans 
le  premier  exemple  : au  lieu  que  l’opération  fe  fait  par  parties  fur 
les  fols } enforte  qu’on  ajoute  les  unités  avant  que  de  paflTer  aux 
dixaines  : cettè  différence  vient  de  ce  qu’il  faut  exaétement-  un 
certain  nombre  de  dixaines  de  fols  pour  faire  une  pu  plufieurs 
livres.  Au  contraire,  pour  réduire  les  deniers  en  fols,  on  eft  obligé 
d’ajouter  des  deniers  aux  dixaines  : par  exemple  , pour  un  fol  il 
-Crut  une  dixaine  de  deniers  deux  de  plus,  c’ell-à-dire , la 


LIVRE  PREMIER.  if 

deniers  : pour  2 fols  il  faut  2 dizaines  & quatre  deniers  de  plus , 
c’eft à-dire,  24  deniers,  &c.  Par  la  même  raifon,  dans  le  fécond 
exemple , il  faut  ajouter  en  même  temps  les  unités  & les  dixaines 
de  pouces , pour  voir  combien  la  fomme  contient  de  pieds. 

1 1. 

2 2.  Quand  on  a beaucoup  de  nombres  à ajouter,  il  faut  pour 
une  plus  grande  facilité  faire  plufieurs  additions,  enfuite  ajouter 
toutes  les  femmes  qu’on  aura  trouvées  par  ces  additions,  pour  en 
faire  la  fomme  totale  : par  exemple , lî  on  avoit  28  nombres  à 
ajouter , on  pourroit  prendre  les  dix  premiers  pour  en  faire  une 
addition,  puis  les  dix  fuivants  pour  en  faire  une  fécondé,  Sc  enfin 
les  huit  derniers  pour  une  troifieme  ; & après  ces  trois  additions, 
il  faudroit  ajouter  enfemble  les  trois  fommes  qu’on  auroit  trouvées, 
ce  qui  donneroit  la  fomme  totale  des  vingt-huit  nombres. 

DZ  ?'S.kUFE  DE  L^ÂDDITION. 

2 J.  Si  après  l’addition  on  veut  favoir  fi  on  ne  s’eft  pas  trompé 
dans  l’opération,  il  faut  ôter  de  la  fomme  totale  qu’on  a trouvée, 
tous  les  nombres  qui  ont  été  ajoutés , Ôc  s’il  ne  refte  rien , c’elî 
une  marque  que  l’addition  eft  bien  faite , parce  qu’un  tout  eft 
égal  à toutes  fes  parties  prifes  enfemble.  Ainfi, après  avoir  ôté  de 
la  fomme  totale , tous  les  nombres  ajoutés,  s’il  reftoit  quelque  chofe 
ou  fi  on  ne  pouvoir  pas  ôter  tous  les  nombres  de  cette  fomme,  l’ad- 
dition feroit  mal  faite  , auquel  cas  il  faudroit  la  recommencer.  . 

24.  Cette  maniéré  de  s’aflurer  fi  on  a bien  opéré , s’appelle 
Preuve  de  P addition. ^ qui  fe  pratique  en  cette  forte: on  commence 
par  la  première  colonne , c’eft-à  dire  , celle  qui  eft  la  plus  à gau- 
che , dont  la  fomme  doit  être  ôtée  du  chiffre  ou  des  chiffres  de  la 
fomme  totale  qui  répondent  à cette  colonne  , & on  écrit  le  refte 
au-deffbus , s’il  y en  a , pour  le  joindre  par  la  penfée  avec  le 
caraétere  fuivant  de  la  fomme  totale:  on  paflè  enfuite  à la  fécondé 
colonne  dont  la  fomme  doit  être  auffi  fouftraite  du  refte  qu’on 
vient  d’écrire  joint  au  caraélere  de  la  fomme  totale , qui  répond 
à la  fécondé  colonne  j & s’il  n’y  a point  eu  de  refte  , on  ne  doit 
fouftraire  que  de  ce  caraétere  : il  faut  toujours  écrire  le  refte  au- 
deffbus  , s’il  y en  a , pour  le  joindre  par  la  penfée  au  chiffre 
fuivant  de  la  fomme  totale  : on  pourfuit  en  obfervant  la  meme 
méthode  , fit  à la  fin  de  la  preuve , il  ne  doit  rien  refter.  Cela 
s’entendra  par  un  exemple. 


10  A n I 1 ri  m n i i U b. 

Pour  faire  la  preuve  de  cette  addition  , j'opere  en  8504 
allant  de  haut  en  bas  , en  difant  : 8 & 7 font  1 5 , 76o> 

15  & 5 font  18,  que  j’ôte  des  chiffres  correfpon-  5405 
dants  dans  la  fomme  totale,  c*eft-à-dire,  de  19,  il  79518 
refte  i * que  j’écris  fous  la  première  colonne  : je  le  1010 
joins  par  la  penfée  à 5 , qui  eft  le  chiffre  fuivant  de  la 
fomme  totale,  ce  qui  fait  15  , dont  il  faut  fouftraire  la  fécondé 
colonne  ; je  dis  donc  : 5 & 6 font  11,  1 1 & 4 font  1 5 , que 
l’ôte  de  1 5 , refte  o , que  j’écris  au-defibus  de  5 j je  pafle  enfuite 
a la  troifieme  colonne , qui  ne  contient  que  des  zéros , lefqiiels 
étant  ôtés  de  i , qui  répond  à cette  colonne , il  refte  i , qu’il  faut 
joindre  par  la  penfée  à 8 ^ ce  qui  fait  \ 8 , dont  il  faut  ôter  la 
quatrième  colonne  ; ainfi  je  dis  : 4 & 9 font  i j , 1 5 & 5 font  1 8 , 
que  j’ôte  de  1 8 > il  ne  refte  rien  j ce  qui  fait  voir  que  l’addition  eft 
bien  faite. 

On  fe  fert  de  la  même  méthode  pour  la  preuve  de  l’addition  des 
nombres  complexes,  en  remarquant  néanmoins  que,  quand  on  paffe 
des  plus  grandes  efpeces  aux  moindres,  on  réduit  ce  qui  refte  de  la 
fomme  des  plus  grandes  aux  moindres  qui  fiüvent  , par  exemple , 
les  livres  en  dixaines  de  fols , & les  fols  en  deniers.  Nous  allons 
appliquer  cette  méthode  à une  addition  de  nombres  complexes. 

Pour  faire  la  preuve  de  cette  addition  , je 
commence  par  la  première  colonne , & je 
dis  : 3 & 4 font  7 , que.  j’ôte  de  8 , H refte  1 , 
que  j’écris  au-deffous  du  8 j je  le  joins  par  la 
penfée  à 7,  ce  qui  fait  17  : enfuite  je  dis  7 
& 9 font  16,  que  j’ôte  de  17,  refte  i , que 
je  pofe  fous  7 i je  le  conçois  joint  à i qui  fuit , ce  qui  fait  1 1 , 
d’où  j’ôte  9 , qui  font  à la  colonne  correfpondante  , il  refte  a , 
c’eft  - à - dire  , 2 livres  qu’il  faut  réduire  en  4 dixaines  de  fols  i i! 
faut  donc  concevoir  4 fous  la  colonne  des  dixaines  de  fols , & foul- 
traire  ces  dixaines  de  4 ; il  reftera  2 , q^iie  j’écris  fous  cette  co- 
lonne : ce  2 étant  joint  par  la  penfée  avec  le  3 qui  fuit , j’au- 
rai 23,  dont  je  dois  ôter  la  colonne  des  unités  de  fols;  je  dis 
donc  : 8 & 4 font  i 2 , 12  & 9 font  21  , qui  étant  ôtés  de  23  , 
il  refte  2,  qu’il  faut  mettre  fous  3.  Ce  2 marque  2 fols  , qui 
valent  24  deniers  , lefquels  il  faut  ajouter  avec  les  trois  autres 
qui  font  fous  la  colonne  des  deniers  , cela  fera  27 , donc  il  faut 
é)ter  les  deniers  des  trois  nombres  : il  y en  a 27  , qui  ôtés  de  27  , U 
ne  refte  rien  ; ce  qui  eft  une  marque  que  l’addition  eft  bien  faite.  , 
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Voici  encore  une  addition  complexe*  dont 
on  a fait  la  preuve*  comme  dans  l’exemple  pré-  269^  16^  ii^ 
cèdent,  en  obfervant  que  quand  on  a palTé  des  750  18  3 

livres  aux  dixaines  de  fols , comme  il  y avoit  84  17  9 > 

a livres  de  refte,  on  les  a réduit  en  4 dixaines,  f745  Tâ  1 1 ’ 

auxquelles  on  a ajouté  celle  qui  fe  trouvoit  fous  212  21  o 

la  colonne  des  dixaines  de  fols;  ce  qui  a fait  5 
qu’il  a fallu  concevoir  à la  place  de  i qui  eft  fous  cette  colonne  : on  a 
cnfuite  ôté  du  5 les  3 dixaines  de  la  colonne,  & on  a écrit  le  refte  2 
fous  I pour  le  joindre  par  la  penfée  au  2 qui  eft  fous  la  colonne  des 
unités  de  fols.  Demêmelorfqu’on  apalTédes  fols  aux  deniers,  il  a fallu 
réduire  un  fol  quireftoiten  1 2 deniers,  que  l’on  a ajoutés  à i i,qui  font 
fous  les  deniers,  &delafomme  23  on  a fouftrait  les  deniers  qui  fontau- 
deflus:  ce  qui  étant  fait,  il  n’eft  rien  refté:  ainfi  l’addition  eft  bien  faite. 

25.  Il  ne  nous  refte  plus  qu’à  donner  la  démonftration  de  l’addition, 
On  entend  par  démonftration  d’une  opération , la  raifon  fur  laquelle 
eft  fondée  la  réglé  prefcrite  pour  cette  opération  5 c’eft  pourquoi  il  y 
beaucoup  de  différence  entre  la  démonftration  & la  preuve  d’une  opé- 
ration , puifque  par  la  démonftration , on  fait  voir  que  la  réglé  pref- 
crite pour  l’addition  , par  exemple , eft  infaillible  ; au  lieu  que  la 
preuve  ne  fert  qu’à  faire  connoître  qu’on  a obfervé  cette  réglé  dans 
les  exemples  particuliers. 

DÈMONSTRjiTIOtf  DE  L’AdDITIOîI. 

26.  On  cherche  par  l’addition  une  fomme  totale  qui  contienne  plu- 
fieurs  nombres  propofés.  Or  , en  fuivant  la  réglé  prefcrite  pour  l’ad- 
dition , on  trouve  la  fomme  totale  qui  contient  tous  les  nombres  pro- 
pofés, puifqu’on  prend  la  fomme  des  unités , celle  des  dixaines , celle 
des  centaines,  celle  des  mille , & ainlî  des  autres  parties  des  nombres  ; 
parconféquentjfi  on  fuit  la  réglé  prefcrite. pour  l’addition,  on  trouve 
néceffairement  la  fomme  totale  de  tous  les  nombres  qu’il  falloir  ajouter. 

Quant  à ce  que  la  réglé  preferit , d’ajouter  les  dixaines  à la  colon- 
ne qui  précédé  vers  la  gauche , lorfque  la  fomme  qui  réfulte  d’una 
colonne  ne  peut  s’exprimer  que  par  deux  chiffres  i cela  eft  fondé  fur 
l’article  4,  dans  lequel  on  a remarqué  que  la  valeur  des  chines  aug* 
mente  en  proportion  décuple , en  allant  de  droite  à gauche. 

DE  LA  soustraction! 

27.  La  fouftraéhon  eft  une  opération  par  laquelle  on  ôte  un  moin- 
dre nombred’un  plus  grand:  par  exemplcjfion'ôtejde  12,  c’eft  une 

partie  I.  ..  . G - 


18  ARITHMÉTIQUE, 

foudraâion.  Le  nombre  qui  réiulce  de  la  fouftraétion  eft  appellé  rejle 
ou  différence  : dans  notre  exemple  3 eft  le  refte  ou  la  différence  des 
nombres  1 2 & 9.  11  eft  viftble  par  la  définition  de  la  fouftraâion,  que 
cette  opération  confifte  â chercher  une  partie  d’un  tout  dont  on 
connoît  déjà  l’autre  partie  aufti-bien  que  le  tout,  qui  ne  contient  que 
ces  deux  parties.  Dans  l’exemple  propofé  le  tout  eft  i a^la  partie  con* 
nue  eft  9 , & le  refte  3 eft  l’autre  partie  qu’on  cherchoit. 

Voici  un  axiome  dont  nous  avons  befoin  pour  la  fouftraâion. 

a8.  Lorfqu’on  ajoute  le  même  nombre  à deux  autres , la  différence 
de  ces  deux  nombres  eft  toujours  la  même  avant  & après  l’addition  : 
fi,  par  exemple,  on  ajoute  6ài2&à9,la  différence  des  fommes  1 8 
& 1 5 eft  la  même  que  celle  des  nombres  1 2 & 9. 

29.  Pour  faire  la  fouftraâion , il  faut  écrire  le  nombre  que  l’on  veut 
fouftraire  au-deffous  de  l’autre } enforte  que  les  unités  de  l’un  répon' 
dent  aux  unités  de  l’autre , les  dixaines  aux  dixaines , les  centaines 
aux  centaines,&c.  enfuite  tirer  une  ligne  au-deffous  des  deux  nombres, 
après  quoi  on  doit  obferver  la  réglé  fuivante  : on  commence  par  ôter 
les  unités  du  nombre  à fouftraire,  des  unités  de  l’autre  ; il  peut  arriver 
trois  cas:  le  premier,  que  le  chiffre  inférieur  qui  marque  les  unités 
foit  plus  petit  que  le  fupérieur;  pour  lors  on  écrit  le  refte  au-deffous 
dans  le  même  rang  : le  fécond  cas  , eft  lorfque  les  deux  chiffres  font 
égaux  ; dans  ce  fécond  cas  on  met  un  zéro  au-deffous , parce  que  le 
caraftere  inférieur  étant  ôté  de  l’autre  , il  ne  refte  rien. 

Le  troifieme  cas  enfin , eft  quand  le  caraâere  inférieur  eft  plus 
grand  que  le  fupérieur  ; alors  il  faut  ajouter  une  dixaine  au  chiffre 
fupérieur  ; enfuite  de  la  fomme  oompofée  de  cette  dixaine  & de  ce 
chiffre , ôter  celui  qui  eft  au-deffous,  & écrire  le  refte  fous  la  ligne 
dans  le  même  rang  : par  exemple , fi  on  vouloir  fouftraire  28  de  43  , 
il  faudroit  après  les  avoir  difpofés  en  cette  maniéré  ^ , ajouter  d’abord 
1 0 à 3 ; enfuite  retrancher  8 de  la  fomme  1 3 compofée  de  1 o & de 
3 , enfin  écrire  le  refte  5 au-deffous  de  8* 

Comme  dans  ce  troifieme  cas  on  a ajouté  une  dixaine  au  nombre 
dont  on  veut  fouftraire  , on  doit  ajouter  tout  autant  au  nombre  que 
l’on  doit  fouftraire  (28)  \ c’eft  pourquoi  il  faut  fuppofer  que  dans  ce 
dernier  nombre  le  chifire  du  rang  précèdent  eft  augmenté  d’une 
unité , laquelle  eft  égale  à la  dixaine  ajoutée  au  chiffre  plus  reculé 
d’un  rang  vers  la  droite  dans  le  nombre  fupérieur  (4)  : dans  l’exem- 
ple propofé , 2 eft  le  chiffre  qui  précédé  le  8 d’un  rang  vers  la  gau- 
che dans  le  nombre  à fouftraire  28  j il  faut  par  conféquent  ajouter 
1 à.  2.  On  opéré  de  la^même  maniéré  fur  les  autres  chifffes  félon  les 
trois  différents  cas. 


EXBBiriB  1. 


Soit  le  nombre  5 24^  dont  il  &ut  ôter  4328  : après  les  avoir  dif- 
pofés  comme  nous  l’avons  dit  ; enforte  que  les  unités  répondent  aux 
unités,  les  dixaines , aux  dixaines,  &c< 

Je  dis  : 8 de  3 , cela  ne  fe  peut  ; j’ajoute  une  dixaine  5 243 
^ $ (29),  en  difant  : lo  & 3 font  13  , 8 de  13  relie  5 4328 

que  j’écris  fous  8 ; enfuite  il  faut  dire , je  retiens  1 : "pTj 

après  cela  j’ajoute  cet  1 à 2 qui  précédé  8 dans  le  nom^ 
bre  inférieur , ce  qui  fait  3 ; je  dis  donc  : 3 de  4 , refte  1 que  j’écris 
au-delTous  de  2 : j’opere  de  la  même  maniéré  fur  les  centaines , en 
difant  : 3 de  2,  cela  ne  fe  peut  ; ainli  j’ajoute  une  dixaine  à 2 ( 29 }, 

6 je  dis  I O & 2 font  12:  3 de  1 2 , relie  9 que  je  pofe  fous  3 , & je 
retiens  1 qu’il  faut  ajouter  au  4 précédent  du  nombre  inférieur  ; je 
dirai  donc  , 1 & 4 font  5 , $ de  5 relie  o , qu’il  ell  inutile  d’écrire 
au-delTous , parce  qu’il  n’y  a plus  de  chifire  à mettre  avant  lui. 

Ezbmfib  il 

Soit  encore  cet  autre  exemple  de  fouHraâion  à &ire  félon  U 
même  méthode. 

Je  dis  : 7 de  4 , cela  ne  fe  peut  ; j’ajoute  donc  60750004 

une  dixaine  à 4 (19) , en  difant  : 10  & 4 font  14 , 25067 

7 de  14  , relie  7 que  j’écris  au-deflbus,  & je  re-  60724937 
tiens  1:  je  dis  enfuite , i que  j’ai  retenu  & 6 font 

y i 7 de  O , cela  ne  fe  peut  j c’eft  pourquoi  j’ajoute  une  dixaine  au 
zéro  , en  difant , i o & o font  i o : 7 de  10,  refte  3 que  je  pofe  fous 
6 , & je  retiens  i : j’ajoute  cet  i au  0 précédent  du  nombre  infé- 
rieur , la  fomme  eft  i qui  ne  peut  être  ôtée  de  o qui  ell  au-delTus  ; 
il  faut  donc  ajouter  une  dixaine  à ce  o,  en  difant  : 10  & o font  10  : 
I de  10,  relie  9 que  j’écris  fous  o,  & je  retiens  i;  j’ajoute  cet  i à 5, 
la  fomme  cil  6 qui  ne  peut  être  ôtée  du  o qui  eft  au-deffus  ; c’eft 
pourquoi  je  dois  ajouter  une  dixaine  & dire:  lo&ofont  I0j6de 
ïo,  relie  4,  & je  retiens  i qu’il  faut  ajouter  à a , la  fomme  eft  3 
que  j’ôte  de  5 , il  refte  2 que  je  mets  au-deftbus  : enfin  j’écris  les  trois 
«hifÏTes  607  du  nombre  fupérieur  tels  qu’ils  font,  parce  qu’il  n’y  a 
point  de  chiffres  correfpondants  dans  le  nombre  à îbuftraire. 

Si  les  deux  nombres  propofés  étoient  complexes , où  au  moins  un 
des  deux , il  faudroit  obferverlamême  méthode,  en  commençant  par 
les  plus  petites  efpeces , êc  allant  de  fuite  aux  plus  grandes,  comme  on 
le  verra  dans  les  exemples  fuivams. 

C ij 


III.  Cas, 


m.Cas, 


III.  Cas. 


ARITHMÉTIQUE. 

ExbxplbI. 

Soitle nombre  5 308*  1 5^^  pA  dont  ilfaut  fouftraire  407»  1 8^  6^. 
Après  les  avoir  difpofés  de  maniéré  que  les  livres  répondent  aux  livres, 
les  fols  aux  fols,  & les  deniers  aux  deniers  en  cette  lorte  : 

Je  commence  par  les  deniers  en  difant  : 6 
de  9,  refte  3 que  j’écris  fous  6 : enfuite  jepa0e 
aux  fols , & je  dis  : 1 8 de  15,  cela  ne  fe  peut  ; 
il  faut  ajouter  une  livre  réduite  en  fols , ( ce 
qui  fe  fait  toujours  quand  on  ell  obligé  d’ajouter  quelque  chofe  aux 
fols  ) : 20  & 1 5 font  35,  dont  j’ôte  1 8 , il  refte  1 7 que  j’écris  fous  1 8 : 
après  cela  je  paftè  aux  livres  , & me  fouvenant  que  j’ai  ajouté  une 
livre  au  nombre  fupérieur  > j’ajoute  aullî  une  livre  au  7 qui  marque 
les  unités  de  livres  du  nombre  inférieur  ; ainft  je  dis  i & 7 font  8,  que 
j’ôte  du  8 qui  eft  deflus il  refte  o que  j’écris  fous  7 j puis  je  continue 
en  .difant:  o de  o refte  o que  j’écris  au-deflbus  : enfuite  je  dis,  4 de 
3 , cela  ne  fe  peut , j’ajoute  10  à 3 , la  fomme  eft  13  , de  laquelle 
ôtant  4 , il  refte  9 que  je  pofe  fous  4 , & je  retiens  i que  je  ne  puis 
ajouter  à aucun  chiffre , n’y  en  ayant  point  avant  4 ; c’eft  pourquoi 
j’ôte  feulement  i de  5 , il  refte  4 que  j’écris  au-deflbus  de  5 , & la 
fouftradtion  eft  achevée. 


5308»  pi 

407  1 8 6 

4poott  17IÎ  38^ 


Exempie  il 
« 

Soit  encore  le  nombre.725*^  dont  il  faut  ôter  celui-ci  23»  1 6^  ni. 
Le  premier  ne  contenant  ni  fols  ni  deniers,  7^5^  oi 

11  en  faut  ajouter  par  la  p,enfée , afin  de  pouvoir  23  16  1 1 

ôter  le  fécond  ; je.  füppofe  donc  qu’il  y a un  i & 

(bl  réduit  en  1 2 deniers  ( on  n’ajoute  jamais 

moins  aux  deniers  )j  & dis,  11  de  12,  refte  i que  j’écris  au-deflbus: 
^près  quoi  je  paflè  aux  fols , me  fouvenant  que  j’ai  ajouté  i fol  ou 

1 2 deniers  au  nombre  fupérieur  , & qu’il  faut  par  conféquent 
ajouter  auffi  un  fol  au  nombre  inférieur;  je  dis  donc  : i & i'6  font  17: 
laquelle  fomme  ne  pouvant  être  ôtée  de  o qui  eft  au-deflus , il  faut 
concevoir  une  livre  réduite  en  fols,  comme  dans  l’exemple  précédent; 
d’oîl  ôtant,i7 , il  refte  3 que  je  mets  au-deflbus  de  6 : je  paflè  enfuite 
aux  livres;  mais  ayant  ajouté  une  livre  au  nombre  dont  on  veut  louf- 
traire , j’en  ajoute  aufli  une  au  nombre  à fouftraire  : je  dis  donc  : i Sc 
3 font  4 ,.qui  étant  ôté  de  5 , il  refte  i > que  je  pôle  au  deflbus  : puis 
j’ôte.  2 de  2 , il  refte  o que  j’écris  dans  ce  rang  : enfin  je  pofe  le  / 
avant  ce  o , n’y  ayant  rien  qui  doive  en  être  ôté.  • 


ExBHrrxllI. 

Voici  un  exemple  de  fouftraftion  8 20  toifes  4 pieds  9 pouces 

dont  les  nombres  contiennent  des  30 5 4 

toifes,  des  pieds  & des  pouces.  Nous  ^§9  5 5 

donnons  cet  exemple  tout  fait,  fans 

nous  arrêter  à Tcxpliquerau  long  : cela  feroit  inutile  après  ce  que 
nous  avons  dit  dans  les  exemples  précédents. 

Remarques.  * 

I. 

30-  Dans  les  exemples  de  fouftraétion  complexe  oîi  il  y a au  moins 
dix  fols  dans  un  des  nombres , on  pourroit  faire  la  fouAraâion  par 
parties  fur  les  fols , en  ôtant  d’abord  les  unités  des  unités , & enfuite 
les  dixaines  des  dixaines;mais  l’opération  eUplus  courte  ôcplus  facile 
en  la  faisant  comme  nous  l’avons  faite. 

IL 

3 1.  Si  on  avoit  plufieurs  nombres  à fouftraire  de  plulîeurs  autres, 
on  pourroit,  i«>.  ajouter  tous  les  nombres  defquelson  voudroit  fouf- 
traire,  en  une  fomme  totale.  2®.  Ajouter  auflî  tous  les  nombres  à 
fouûraire  pour  en  avoir  la  fomme  totale.  3°.  Enfin  ôter  la  fécondé 
de  ces  deux  fommes  de  la  première. 

3 1 .5.  Il  y aune  autre  méthode  fort  commune  de  faire  la  fouftraébon, 
elle  n’eft  différente  de  celle  que  nous  avons  expliquée  que  dans  le 
troifieme  cas , c’eft-à-dire  , lorfque  le  chiffre  inférieur  eft  plus  grand 
que  le  fupérieur  ; pour  lors  on  emprunte  une  unité  du  chiffre  précé- 
dent dans  le  nombre  fupérieur , laquelle  étant  tranfpprtée  au  chiffre 
fuivant  vaut  une  dixaine:  ainfi  pour  fouftraire  4528  de  5243,00 
emprunteroit  une  unité  du  4 dans  5243 , laquelle  étant  tranfportée 
fur  le  3 fuivant , vaudroit  10  , ôe  par  conféquent  il  faudroit  conce- 
voir 1 3 au  lieu  de  3 ; mais  auffi  il  n’y  auroit  plus  que  3 au  lieu  du  4. 
Nous  ne  nous  arrêtons  pas  à expliquer  plus  au  long  cette  méthode , 
parce  qu’elle  n’eft  pas  plus  facile  à pratiquer  que  celle  que  nous  avons 
donnée , & que  d’ailleurs  les  commençants  pourroient  confondre  ces 
deux  méthodes  dans  l’opération  j ce  qui  cauferoit  des  fautes  de  calcuL 

De  la  preuve  de  la  Soustraction. 

■ 3 2.  La  preuve  de  la  fouftraétion  fe  fait  par  l’addition  ; c’eft- à-dire, 
qu’il  faut  ajouter  le  nombre  à fouftraîre  avec  le  refte , & la  fomme 
des  deux  fera  égale  au  nombre  dont  on  a foùftrait,  fi  la  fouftraétion 


AS  ARITHMÉTIQUE. 

e(l  bien  faite.  La  raifon  en  eft  que  le  nombre  à fouRraire  & le  relie 
font  les  deux  parties  qui  compofent  le  nombre  total  dont  on  veut  fouf* 
traire  ; par  conféquent  en  ajoutant  ces  deux  parties  enfemble , il  en 
réfultera  une  fomme  égale  au  tout , c*ell-à-dire , au  nombre  dont 
on  vouloir  fouRraire. 

Nous  allons  donner  la  preuve  du  premier  15^  91» 

exemple  fur  les  nombres  complexes  : on  opé-  407  1 8 6 

rera  en  allant  de  bas  en  haut  en  difant  : 3 & 6 4jJôo5  TtR  ^ 

font  9 , pofe  9 : 7 & 8 font  1 5 , pofe  5 , & 
je  retiens  i : i & i font  2 , 2 & i font  3 , dont  je  retranche  i que  je 
pofe  > & je  retiens  i qui  eR  la  moitié  du  reRe  2 : je  dis  donc , 1 6c  7 
font  8 , pofe  8.  Je  continue  de  la  même  maniéré  fans  écrire  la  fomme> 
parce  qu^elle  eR  écrite  en  hau^ 

X 

DÉMOK  STRAT  ION  DE  LA  S OU  ST  RAC  T I O N. 

3 3 . On  fe  propofe  dans  la  fouRraâion  de  trouver  le  reRe  du  nom- 
bre dont  on  veut  fouRraire , après  en  avoir  ôté  le  nombre  à fouRraire. 
Or  en  fuivant  la  réglé  qu’on  a donnée , on  trouvera  ce  reRe  j puifque 
félon  cette  réglé  on  prend  le  reRe  des  unités , celui  des  dixaines,  celui 
des  centaines , celui  des  mille,  6cc.  Donc  on  trouvera  le  reRe  du  nom- 
bre dont  il  faut  fouRraire  > lequel  reRe  exprime  l’excès  de  ce  nombre 
fur  l’autre  que  l’on  vouloir  fouRraire. 

Dans  cette  démonRration  on  n’entre  pas  dans  les  raifons  de  la  pra- 
tique du  troiReme  cas  fondée  fur  l’axiome  de  l’article  x8 , parce  que 
ce  que  nous  avons  dit  en  expliquant  ce  troiReme  cas , fuRît  pour  en 
faire  fentir  la  raifon. 

DE  LA  MULTIPLICATION, 

34.  Multiplier  un  nombre  par  un  autre , tfeR  prendre  le  premier 
autant  de  fois  qu’il  eR  marqué  par  le  fécond  : par  exemple,  multiplier 

5 par  3 ; c’eR  prendre  5 autant  de  fois  qu’il  eR  marqué  par  3 , (?eR- 
à-dire  > trois  fois  ; ce  qui  fait  1 5 : il  y a donc  trois  nombres  à dîRin- 
guerdans  la  multiplication  ; fa  voir,  le  multiplicande,  le  multiplicateur 

6 le  produit.  Le  multiplicande  ou  le  multiplié  eR  le  nombre  qu’on 
multiplie  : dans  l’exemple  propofé , 5 eR  le  multiplié.  Le  multiplica- 
teur eR  celui  par  lequel  on  multiplie»  comme  3 dans  le  même  exemple. 
Le  produit  eR  le  nombre  qui  réfulte  de  la  multiplication  ; ainR  1 5 eR 
le  produit  de  5 par  3 . Le  multiplicande  6c  le  multiplicateur  s’appel- 
lent facteurs. 

35.  On  peut  définir  la  raultiplicatien,  une  opération  par  laquelle 


LIVRE  PREMIER.  aj 

on  trouve  un  nombre , qu’on  nomme  produit,  qui  contient  autant  de 
fois  le  multiplié , que  le  multiplicateur  contient  l’unité  : par  exemple, 
û on  multiplie  9 par  8 , on  trouvera  pour  produit  un  nombre  , favoir 
72,  qui  contient  9 huit  fois , de  meme  que  8 contient  huit  fois  i. 
Cela  eft  évident  par  l’exprelfîon  même  dont  on  fe  fert  dans  la  multi» 
plication , puifque  pour  multiplier  9 par  8 , on  dit  huit  fois  9 ; car 
delà  il  fuit  que  le  produit  doit  contenir  9 ‘huit  fois  ,'c’eR-à-dire,autant 
de  fois  que  8 contient  l’unité.  Au  lieu  de  dire  que  le  produit  contient 
le  multiplié  autant  de  fois  que  le  multiplicateur  contient  l’unité , on 
dit  ordinairement  que  le  produit  eft  au  multiplié,  comme  le  multi- 
plicateur eft  à l’unité  : c’eft  ce  qui  fait  une  proportion  comme  nous 
le  verrons  dans  le  fécond  Livre. 

3 6.  11  fuit  de  la  notion  de  la  multiplication , que  quand  le  multi- 
plicateur eft  plus  grand  que  l’unité,  pour  lors  le  produit  eft  plus  grand 
que  le  multiplicande  autant  de  fois  qu’il  eft  marqué  par  le  multipli- 
cateur : par  exemple  , en  multipliant  9 par  8 , on  trouve  le  produit 
72,  qui  eft  huit  fois  plus  grand  que  le  multiplicande. 

3 6 5.  11  y a deux  fortes  de  multiplications,  la  fimple  & la  compofee. 
La  multiplication  (impie  eft  celle  dont  le  multiplicateur  eft  exprimé 
par  un  feul  chiffte:  telle  eft  la  multiplication  de  264  par  5.  La  multi- 
plication compoiée  eft  celle  dont  le  multiplicateur  a plufteurs  caraéle- 
res  : comme  fi  on  multiplie  85304  par  54. 

36  C.On  fuppofe  ordinairement  comme  unechofe  qui  n’a  pas  befoin 
de  démonftration  que  le  produit  de  deux  nombres,  comme  5 6c  4 , eft 
toujours  le  même , foit  qu’on  multiplie  5 par  4,  ou  4 par  5,  On  peut 
s’en  convaincre  en  cette  maniéré  : concevons  plufteurs  points  difpofés 
en  rangs  parallèles  qui  forment  plufteurs  co- 
lonnes : qu’il  y ait,  par  exemple,  quatre  rangs  e i 

parallèles  tels  que  ei  qui  compofent  cinq  co-  ..... 
ionnes  comme  ef-,  il  paroîtra  que  le  produit  . . • . . 
de  5 par  4 eft  égal  à celui  de  4 par  5 : car  multi-  ^ .m 

plier  5 par  4 , c’eft  prendre  4 fois  la  rangée  et 
qui  contient  5 points , ou  prendre  4 rangées  telles  que  ei  j Sc  multi- 
plier 4 par  5 , c’eft  prendre  5 fois  la  coloUne  ejl  Or  le  produit  eft  le 
même  dans  l’un  & dans  l’autre  cas  : c’eft  le  nombre  de  points  con- 
tenus dans  l’efpace  efmi  , puifque  cet  efpace  contient  précifément  4 
rangées  égales  à ei,  ou  cinq  colonnes  égales  à ni  plus  ni  moins. 

Nous  fuppofons  que  l’on  fait  les  produits  des  neuf  chiffres  pofttifs 
S, 2,3,4,  5>^>7>8,9,  multipliés  les  uns  par  les  autres  : c’eft 
une  choie  oécei&ire  avant  que  de  palTei  plus  loin.  Nous  allontr 


i 
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donner  une  Table  qui  contient  tous  ces  produits  : les  commençants* 
ne  doivent  pas  fe  fervir  de  cette  Table  pour  y chercher  les  produits , 
lorfqu’ils  veulent  faire  une  multiplication:  elle  doit  fervir  plutôt  à ap-, 
prendre  l’ordre  de  ces  produits  qu’il  faut  chercher  foi-même , & les 
repalTer  plufieurs  fois  dans  fon  efprit , afin  de  les  retenir  exactement. 

TABLE  POUR  L A M ü LTIPLI  G AT  ION. 
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De  la  Multiplication  Simple. 

Quand  on  veut  multiplier  un  nombre  par  un  multiplicateur  qui  ne 

contient  qu’un  feul  chi&e , il  faut  écrire  le  multiplicande  > & mettre 

le 


le  mviltiplicateur  au-deflous  au  rang  des  unitéS)  puis  tirer  une  ligna 
Ibus  le  multiplica^r , enfuite  on  obfervera  la  réglé  fuivante. 

^7.  On  con^flRe  cette  opération  par  la  droite , comme  les  deux 
précédentes,  c’eft-à  dire,  qu’on  multiplie  d’abord  le  chiffre  qui  eft 
au  rang  des  unités  du  multiplicande,  par  le  multiplicateur  ; & H le 
produit  de  ce  chiffre  peut  s’exprimer  par  un  feul  caraétere,  on  l’écrit 
ibus  le  rang  des  unités  ; mais  fi  ce  produit  ne  peut  être  marqué  que 
par  deux  chiffres , on  met  le,4etnier  fous  le  rang  des  unités , & on 
retient  le  premier  pour  l’ajouter  au  produit  des  dixaines , fur 
lefqueiles  on  opéré  de  la  même  maniéré , comme  âuffl  fur  les  centaines, 
fur  les  mille  , &c. 

5 8.  Remarquez  que , s’il  y avoit  un  zéro  dans  quelqu’un  des  rangs 
du  multiplicande , il  faudroit  mettre  au  produit , dans  le  rang  qui 
répondroit  au  zéro , le  chiffre  qu’on  auroit  retenu  de  la  multiplication 
précédente,  lî  on  avoit  retenu  quelque  chofe}  mais  lî  on  n’ avoit 
rien  retenu,  on  ne  pourroit  écrire  que  zéro  à ce  rang. 

Exempib  I. 

Soit  le  nombre  6725  à multiplier  par  4.  Après  avoir  difpofé  ces 
deux  nombres , comme  nous  avons  , & avoir  tiré  une  ligne , je 
dis:  quatre  fois  3 font  12  j je  pofé  2 fous  4,  (ce  2 eft  le  dernier 
des  deux  chiffi-es  du  produit  12,)  & je  retiens  i pour 
l’ajouter  au  produit  des  dixaines  t je  multiplie  enfuite  ^7*î 

a par  4,  le  produit  eft  8,  auquel  ajoutant  i que  j’ai  4 

retenu , la  fomme  eft  9,  que  j’écris  fous  2 j après  cela  2689  a 
je  paffe  au  rang  des  centaines , en  difant  : 4 fois  7 font 
28  ; j’écris  le  dernier  chiffre  8 de  ce  produit  fous  7,  & je  retiens  le 
premier , qui  eft  2 , pour  l’ajoutçr  au  produit  des  mille  ; enfin  je  dis  t- 
4 fois  6 font  24 , & 2 que  j’ai  retenu  font  2 6 j je  pofe  6 fous  le  6 , 
& j’avance  2 , c’eft-à-dirc , que  je  l’écris  avant  le  6 : le  produit  total 
eft  26892. 

Exsmpze  II. 

Soit  le  nombre  50207  à multiplier  par  3.  Après  avoir  écrit  le 
multiplicateur  3 fous  le  multiplicande,  je  multiplie  7 par  3 , en  difant: 
3 fois  7 font  2 1 , je  pofe  i fous  7 ôc  je  retiens  2 j 
enfuite  je  dis  : 3 fois  o c’eft  o ; mais  ayant  retenu  2 , je  50207 

l’écris  fous  o j®  viens  au  2 qui  exprime  5 

des  centaines , &‘je  le  multiplie  par  3 , le  produit  eft  1 50621 

6 , que  je  mets  au-deffbus;  puis  je  multiplie  le  o qui 

eft  au  rang  des  mille  par  3 , le  produit  eft  o,  que  je  mets  au  mêm« 

L Farüt.  P 
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rang  dans  le  produit  (38),  parce  que  je  n*ai  rien  retenu  de  la 
multiplication  du  chiffre  précédent  : enfin  je  multiplie  5 par  3 , le 
produit  eft  15;  je  pofe  5 & je  mets  i au-devarW  le  produit  total 
ell  donc  150621. 

Db  la  Mu  LT  I P LI  CAT  I 0 n composée. 

« 

3 9.  Lorfque  le  multiplicateur  a plufîeurs  caraéleres , on  multiplie 
d’abord  tout  le  multiplicande  par  le  chiffre  qui  eft  au  rang  des 
unités  du  multiplicateur , félon  la  réglé  de  la  multiplication  fimple. 
a®.  On  multiplie  de  même  le  multiplicande  entier  par  le  chiffre  qui 
eft  au  rang  des  dixaines  du  multiplicateur , obfervant  de  mettre  le 
dernier  caraétere  de  ce  fécond  produit  au  rang  des  dixaines.  3®.  S’il 
y a plus  de  deux  chiffres  au  multiplicateur , on  multiplie  encore  tout 
le  multiplicande  par  le  chiffre  qui  elt  au  rang  des  centaines  du 
multiplicateur , mettant  le  dernier  chiffre  de  ce  troifieme  produit 
au  rang  des  centaines.  On  continue  de  multiplier  tout  le  multipli- 
cande par  chacun  des  chiffres  du  multiplicateur , & de  mettre  le 
dernier  chiffre  de  chaque  produit  au  rang  du  chiffre  par  lequel  on 
multiplie.  Ces  multiplications  particulières  étant  faites  , on  ajoute 
tous  les  produits  qui  en  viennent  > & la  fomme  réfultante  efl  le 
produit  total. 

Nous  entendons  toujours  par  le  dernier  chiffre  , celui  qui  eft  le 
plus  à droite. 

Exemple  L 


Soit  le  nombre  523407  à multiplier  par  546.  Pour  faire  cette 
multiplication , 1 je  multiplie  tout  le  multiplicande  par  6 qui  eft 
au  rang  des  unités  > & je  mets  le  produit  qui  en  vient  fous  la  ligne  , 
enforte  que  le  dernier  chiffre  réponde  au  rang 
des  unités  du  multiplicateur  : a®.  Je  multiplie 
auffi  le  multiplicande  par  4 qui  eft  au  rang 
des  dixaines,  écrivant  le  dernier  chiffre  de  ce 
produit  au  rang  des  dixaines  ; 3®.  Je  multiplie 
encore  le  multiplicande  par  5 , & j’écris  le  dernier 
chiffre  du  produit  qui  en  vient  au  rang  des  cen- 
taines ; enfin  je  fais  l’addition  de  tous  les  produits 
particuliers,  & la  fomme  285780222  eft  le  produit 
total 


523407 

54^ 

314044a 

2093628 

2617035 

28578022a 


n 
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S’il  y avoit  uîi  ou  plufîeurs 
7eros  au  multiplicateur,  il  fau- 
droit  de  même  multiplier  les 
chiffres  du  multiplicande  par  les 
zéros , aufïï  bien  que  par  les 
chiffres  pofitifs  du  multiplicateur , 
comme  on  peut  voir  en  cet 
exemple. 


5*045 

7005 

260*1$ 

00000 

00000 

56456121$ 


Remarqttbs. 


I. 


40.  Lorfqu’il  y a des  zéros  au  multiplicateur , comme  dans  cet 
exemple , les  produits  particuliers  du  multiplicande  par  ces  zéros  du 
multiplicateur , ne  contiennent  que  des  zéros , ce  qui  n’augmente 
pas  le  produit  total , quand  on  vient  à faire 
l’addition  des  produits  particuliers  : c’eft  pour- 
quoi on  n’écrit  ces  zéros  que  pour  garder  le 
rang  des  chiffres  des  produits  particuliers  fui- 
vants;  ainfi,  on  pourroit  n’écrire  qu’un  zéro 
pour  chacun  des  produits  qui  viennent  quand 
on  multiplie  par  zéro,  & mettre  à côté,  vers 
la  gauche,  le  produit  polîtif  qui  fuit  : on  pourroit  donc  arranger 
les  produits  particuliers  de  la  multiplication  de  l’exemple  précédent 
en  cette  façon. 

I I. 


52045 

70Q5 

26021$ 

$6450100 

56456121$ 


41.  Quoiqu’il  foit  indifférent  de  prendre  l’un  ou  l’autre  des  deux 
nombres  pour  multiplicateur  C36C),  cependant  on  choifît  ordinai- 
rement le  plus  petit , parce  que , y ayant  pour  lors  moins  de  produits 
particuliers , la  multiplication  efl  plus  commode. 


De  la  preuve  de  la  Multipucatioit. 


4 2.  La  preuve  de  la  multiplication  fe  fait  par  l’opération  oppofée , 
$e  veux  dire  la  divilion , enforte  qu’on  divife  le  produit  par  le  multi- 
plicateur ^ & n le  quotient  efl  égal  au  multiplicande , c’en  une  marque 
que  la  multiplication  eR  bien  faite , linon  il  y a quelque  erreur  de 
calcul.  £n  parlant  de  là  preuve  de  la  divifion , on  verra  pourquoi  on 
(e  fert  de  la  divifion  pour  prouver  la  multiplication. 

45.  Mais  , comme  la  divifion  efi  plus  difficile  à faire  que  la 


I 
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multiplication  t il  paraît  qu*il  ferait  plus  à propos  de  refaire  la  multi- 
plication d'une  autre  maniéré , en  prenant  pour  multiplicateur  le 
nombre  qui  étoit  multiplicande , à la  place  duquel  on  fubRitueroit 
celui  qui  étoit  multiplicateur  ; pour  lors  il  faudroit  que'  le  produit 
qui  viendroit , en  s'y  prenant  de  cette  maniéré , fut  égal  âf*  celui 
qu'on  auroit  eu  d'abord  C56C)  ; voici  un  exemple. 


1305 

426 

426 

1305 

7830 

2130 

26ro 

1 2780 

3220 

' 426 

555930 

555930 

B.  On  peut  aulïï  faire  la  preuve  de  la  multiplication  en  doublant 
le  multiplicande  ou  le  multiplicateur , & prenant  la  moitié  de  celui 
de^  deux  qu'on  n'auroit  pas  doublé  : on  doit  trouver  le  même  pro- 
duit qu'on  aurait  eu  d'abord.  Dans  cet  exemple , on  doublera  le  mul- 
tiplicande 1305 , & on  prendra  la  moitié  de  426.  Le  double  de 
1305  ell  i6io,  & la  moitié  de  426  eft  213  : (on  verra  dans  la 
fuite  (94)  une  méthode  aifée  de  prendre  la  moitié  d'un  nombre  : ) 
on  multipliera  donc  2610  par  213, 
le  produit  fera  555930,  qui  eft 
le  même  qu'on  avoit  trouvé  en 
multipliant  1305  par  426.  On 
pourroit  encore  doubler  426  & 
prendre  la  moitié  de  1305  ; le  dou- 
ble de  426  efl  852,  & la  moitié 
de  1305  eR  652;.  Dans  ce  cas, 
il  faudroit  multiplier  852  par  652, 

& par  5 à caufe  de  la  fraftion  jj 
c'eft-à-dire,  qu'il  faudroit  multiplier  852  par  652,  & prendre 
encore  la  moitié  de  852  j cette  moitié  efl  toute  trouvée,  puifque 
c'en  le  nombre  que  l'on  a doublé. 

44.  Remarquez  que  la  preuve  d'une  opération  fe  peut  toujours 
faire  par  l'opération  contraire.  Nous  avons  déjà  vu  que  la  preuve 
de  l'addition  fe  fait  par  la  fouftraétion , & que  celle  de  la  fouRraâion 
fe  faifoit  par  l’addition  : nous  venons  de  dire  que  la  preuve  de  la 
multiplication  fe  pouvoir  faire  par  la  divilîon  ^ nous  verrons  dans  la 
fuite  que  la  divifion  fe  prouve  par  la  multiplication. 


852 

652-1 

1704 

4260 

5112 

426  moitié  de  85,2 

555930 
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45.  La  réglé  prefcrit  de  multiplier  tous  les  chifires  du  multipli> 
cande  par  le  multiplicateur  ; & par  conféquent , en  fuivant  cette 
réglé , on  trouvera  le  produit  des  unités , des  dixaineS , des  centaines  , 
des  mille , &c.  ainli  on  aura  le  produit  du  multiplicande  entier  par 
le  multiplicateur , ce  qu’il  falloir  démontrer. 

On  verra  dans  la  fuite  (56)  pourquoi , dans  la  multiplication 
compofée , il  faut  écrire  le  dernier  chiffre  de  chaque  produit  parti- 
culier au  rang  du  chiffre  par  lequel  on  multiplie. 

46.  11  eft  facile  de  voir  que  la  multiplication  fe  rapporte  à 
l’addition  : en  effet,  la  multiplication  n’eft  qu’une  efpece  d’addition, 
dont  les  nombres  à ajouter  font  égaux;  par  exemple,  multiplier 
4850  par  225  , c’eft  la  même.chofe  que  fi  on  écrivoit  4850  autant 
de  fois  qu’il  efl:  marqué  par  225 , enforte  que  tous  ces  nombres  égaux 
fufient  les  uns  fous  les  autres , & qu’enfuite  on  fît  l’addition , ce  qui 
feroit  fort  long  ; c’eff  pourquoi  on  a inventé  la  multiplication , qui 
efi  une  maniéré  abrégée  de  faire  cette,  forte  d’addition  de  nombres 
égaux. 

La  raifon  de  cela , c’eft  que  multiplier  48^50  par  22  5 , c’eft  prendre 
4850  deux  cents  vingt- cinq  fois;  & par  conféquent  c’eft  la  même 
chofe  què  fi  on  avoit  deux  cents  vingt-cinq  nombres  égaux,  chacun 
à 4830,  defquels  on  chercheroit  la  fomme  par  l’addition. 

47.  Voici  plufieurs  exemples  qui  feront  juger  en  quelle  occafion 
on  peut  fe  fervir  de  la  multiplication. 

Le  muid  de  vin  contient  288  pintes  ; fi  on  vend  la  pinte  8 fols  , 
combien  retirera-t-on  de  la  vente  du  muid  ? Il  faut  inultiplier  8 par 
2 8 8 , ou , pour  plus  grande  facilité  ,288  par  8 , on  trouvera  a 3 04^^. 

Si  un  Cavalier  coûte  au  Roi  7 fols  par  jour,  combien. coûte- 1- il 
dans  une  année  ? On  voit  qu’il  faut  mettre  autant  de  fois  7 fols  qu’il 
y a de  jours  dans  l’année , c’eft  à- dire  ,365  fois  : il  faut  donc  multi- 
plier 7 par  3 65 , ou  plutôt  365  par  7 , on  trouvera  2555^. 

La  grande  lieue  de  France,  c’eft- à-dire , celle  qui  eft  la  vingtième 
partie  d’un  degré  d’un  grand  cercle  de  la  terre,  contient  285a 
toifes , & la  toile  eft  de  6 pieds  ; combien  la  lieue  contient-elle  de 
pieds  ? Il  faut  multiplier  2852  par  6 , on  trouvera  1 7 1 1 2 pieds. 

11  paroît,  par  cet  exemple,  que  la  multiplication  fert  à réduire  les 
grandes  efpeces  en  petites  : il  faut  pour  cela  multiplier  le  nombre  des 
grandes  efpeces  par  un  autre  nombre  qui  exprime  combien  de  fois 
la  petite  efpece  eft  contenue  dans  la  grande  ; ainfi,  fi  on  v^ut  réduire 
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54  pieds  en  pouces,  on  multipliera  54  par  12  , parce  qu’il  y a la 
pouces  dans  un  pied.  Pareillement  pour  favoir  combien  un  nombre 
de  louis  d’or  vaut  de  livres , il  faut  multiplier  ce  nombre  par  24  : 
pour  connoître  combien  il  y a de  fols  dans  une  fomme  de  livres  , il 
faut  multiplier  cette  fomme  par  20  ; & fi  on  veut  réduire  un  nombre 
de  fols  en  deniers , on  multipliera  Ce  nombre  par  1 2 : de  même  pour 
, réduire  les  heures  en  minutes,  il  faut  multiplier  le  nombre  des  heures 
par  60.  Dans  les  deux  exemples  fuivants,  il  s’agit  encore  de  réduire 
les  grandes  efpeces  en  plus  petites. 

Il  y a 24  heures  en  un  jour  j combien  y en  a t-il  dans  une  année  ? 
il  faut  multiplier  565  par  24,  on  trouvera  8760  heures. 

On  eftime  que  le  Soleil  eft  éloigné  de  la  terre  d’environ  22000 
demi-diametres  du  globe  de  la  terre,  dont  chacun  contient  au  moins 
1432  lieues,  on  demande  combien  il  y a de  lieues  de  la  terre  au 
Soleil  i il  faut  nàultiplier  1432  par  22000 , on  trouvera  3 1 504000 
lieues. 

Il  entre  par  an  dans  une  ville  32684  pièces  de  vin,  & on  paie 
pour  chacune  23  livres  d’entrée  j combien  cet  impôt  produit- il  par 
année?  il  faut  multiplier  32684  par  23  , on  trouvera  75 173^  livres. 

On  veut  faire  acheter  5460  chevaux  pour  l’armée,  chaque  cheval 
coûtera,  l’un  portant  l’autre,  386  livres j à quelle  fomme  montera  le 
tout?  il  faut  multiplier  5460  par  386,  on  trouvera  2107560  livres. 

48.  Lorfque  le  multiplicande  & le  multiplicateur  font  égaux , le 
produit  fe  nomme  quarré:  par  exemple , fi  on  multiplie  532  par  532, 
le  produit  283024  s’appelle  quarré  de  5 3 2 j le  quarré  d’un  nombre 
eft  donc  le  produit  de  ce  nombre  multiplié  par  lui-même  : le  quarré 
de  2 eft  4 , le  quarré  de  3 eft  9 , celui  de  4 eft  1 6 , celui  de  5 eft  25 , &c. 
Le  nombre  que  l’on  a multiplié  pour  avoir  un  quarré,  eft  appellé 
racine  quarrée  ; dans  les  exemples  ci-defilis , la  racine  quarrée  de 
283024  eft  532 , celle  de  4 eft  2 , celle  de  9 eft  3 , celle  de  i6 
eft  4 , celle  de  2 5 eft  5 , &c. 

Maniéré  abre'gee  de  faire  la  multiplication  en  certains  cas. 

' 11  y a certains  cas  où  l’on  peut  abréger  la  pratique  de  la  multi- 
■plication. 

49.  I Quand  le  multiplicateur  eft  l’unité  fuivie 
■ d’un  ou  de  plufieurs  zéros , on  peut  abréger  l’opéra- 
tion en  écrivant  au  produit  le  multiplicande , & en 
-mettant  à la  fin  autant  de  zéros  qu’il  y en  a au 
' multiplicateur , comme  dans  cet  exemple. 


5032 

100 


503  200 
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50.  a*.  Quoiqu’il  y ait  au  multiplicateur  des  chifires  différents  de 
Punité,  fuivis  d’un  ou  de  plufieurs  zéros,  on  peut  toujours  abréger 
l’opération  en  multipliant  le  multiplicande  par  les  chifires  poiitifs  du 
multiplicateur , & mettant  les  zéros  à la  fin  de  la  Tomme  totale  des 
produits  particuliers  : en  voici  des  exemples. 

2045 

720J  ^600 

40  1 2 270 

288120  6135 

7362000 

51.3®.  Enfin , s’il  y avait  des  chiffres  pofîtifs  fuivis  de  zéros , tant 
à la  fin  du  mutiplicateur  que  dû  multipli- 
cande, il  faudroit  faire  la  multiplication 
comme  s’il  n’y  avoit  point  de  zéros  à la  fin 
de  l’un  ni  de  l’autre , & ajouter  au  produit 
total  la  fomme  des  zéros  qui  fe  trouve- 
roient  après  tous  les  chiffres  pofîtifs  du 
multiplicande  & du  multiplicateur  : voici  un  exemple. 

S’il  n’y  avoit  des  zéros  qu’à  la  fin  du 
multiplicande  > on  voit  bien  qu’on  pour- 
roit  encore  abréger  l’opération  de  la  même 
maniéré , en  mettant  les  zéros  du  mul- 
tiplicande à la  fin  du  produit  total. 

Exemple. 

52.  Remarquez  qu’il  ne  s’agit  ici  uniquement  que  des  zéros  qui 
font  après  tous  les  chiffres  pofîtifs  du  multiplicande  & du  multiplU 
cateur  ; c’eft  pourquoi  le  zéro  , qui  dans  l’avant  dernier  exemple 
efl  entre  le  3 & le  2 du  multiplié , ne  doit  pas  être  mis  à la  fin  du 
produit  total  ; mais  on  doit  opérer  fur  lui  félon  les  réglés  ordinaires. 

53.  Afin  d’entendre  les  raifons  de  toutes  ces  maniérés  abrégées 
de  faire  la  multiplication , il  faut  favoir  qu’en  mettant  un  zéro  à la 
fin  d’un  nombre , on  le  rend  dix  fois  plus  grand;  fî  on  en  met  deux, 
on  le  rend  cent  fois  plus  grand;  fî  on  en  met  trois,  on  le  rend  mille 
fois  plus  grand , &c.  par  exemple , en  écrivant  un  zéro  à la  fin  de 
503  2 , il  vient  50320,  qui  vaut  dix  fois  plus  que  le  premier  ; car  dans 
ce  nombre  503  20 , le  2 vaut  des  dixaines , le  3 des  centaines,  le  5 des 
dixaines  de  mille;  au  lieu  que  dans  le  premier  nombre  5032 , le  2 ne 
vaut  que  des  unités,  le  3 que  des  dixaines,  le  5 que  des  mille  : il  eft 
donc  évident  que  chaque  chifire  du  fécond  nombre  vaut  dix  ibis 


5302000 

64 

21208 

31812 

339328000 


5302000 

6400 

2 1 208 
31812 

3 3932800000 
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plus  que  dans  le  premier.  Si  on  mettoit  deux  Zéros  à la  fîn  de  5032, 
chaque  chiffre  vaudroit  cent  fois  plus  ; fi  on  en  mettoit  trois , il 
vaudroit  mille  fois  plus,  &c. 

54.  De- là  il  fuit,  félon  le  premier  cas,  que  pour  multiplier  5032 
par  1 00 , il  n*y  a qu’à  écrire  à la  fin  du  multiplicande  les  deux  zéros 
du  multiplicateur  , car  le  produit  de  5032  par  100,  eft  un  nombre 
cent  fois  plus  grand  que  503  2 (3  6 ) : or,  en  écrivant  deux  zéros  à la  fin 
du  multiplicande  5032 , on  rend  ce  nombre  cent  fois  plus  grand. 

55.  C’eft  parle  même  principe  qu’on  rend  raifon  du  fécond  cas; 
car  quand  on  a multiplié  2045  par  3 6 , le  produit  73620  s’eft  trouvé 
cent  fois  plus  petit  que  le  véritable , parce  que  ce  n’étoit  pas  par  3 6 
qu’il  falloir  multiplier , mais  par  3 600 , qui  eft  cent  fois  plus  grand 
que  36  J il  falloir  donc  rendre  le  produit  73620.  cent  fois  plus 
grand , Sc  par  conféquent  il  a fallu  y ajouter  à la  fin  les  deux  zéros 
du  multiplicateur. 

5 6.  Il  fuit  de  là  que  dans  la  multiplication  compofée , il  faut 
écrire  le  dernier  chiffre  de  chaque  produit  particulier  , au  rang  du 
chiffre  par  lequel  on  multiplie  : par  exemple , fi  le  multiplicateur 
eft  546 , il  faut  mettre  le  dernier  chiffre  du  troifîeme  produit  parti- 
culier au  rang  des  centaines",  car  le  multiplicateur  qui  a formé  ce 
troifieme  produit  eft  le  chiffre  5 , qui  fignifie  500;  par  conféquent, 
après  avoir  multiplié  par*  5 , il  faut  ajouter  deux  zéros  au  produit  : 
or,  en  écrivant  le  dernier  chiffre  au  rang  des  centaines  , on  fait  la 
même  chofe  que  fi  on  ajoutoit  deux  zéros  au  produit. 

57.  Le  troifieme  cas  fe -démontre  auffi  comme  les  deux  premiers. 
Suppofez,par  exemple,  qu’on  veuille  multiplier  340. par  400,  fi 
on  multiplioit  les  chiffres  pofitifs  du  multiplicande  par  celui  du  mul- 
tiplicateur, & qu’au  produit  136  on  ajoutât  feulement  les  deux 
zéros  du  multiplicateur,  le  nombre  13600  ne  feroit  le  produit  que 
de  34  par  400  : or,  ce  n’étoit  pas  feulement  34  qu’il  falloit  multi- 
plier, c’étoit  340,  qui  eft  dix  fois  plus  grand  ; par  conféquent,  le 
produit  1 3 600  eft  dix  fois  trop  petit  ; il  faut,  donc  le  rendre  dix 
fois  plus  grand  , & par  conféquent  mettre  à la  fin  le  zéro  qui  eft 
au  dernier  rang  du  multiplicande. 

C0K01.1.AIRB  I. 
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58.  Il  fuit  du  troifieme  cas  que,  quand  on  multiplie  un  chiffte  par 

un  autre , il  y a après  le  produit  autant  de  rangs  qu’il  y en  a tant 

après  le  chiffre  multiplié  qu’après  celui  du  multiplicateur  : par 

exemple , fi  on  multiplie  50000  par  300 , il  faut  qu’il  y ait , après 

le  produit  des  chiffres  pofitifs , autant  de  zéros  qu’il  y en  a tant 

après 
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aprbs  5 qn’après  3,  c’eft-à-dire  lix;  ainfi  le  vrai  produit  de  5OC00 
par  300  eft  1 5000000. 

Cela  h’eft  pas  feulement  vrai  lorfque  les  chiffres  font  fuivisdezero, 
comme  dans  l’exemple  propofé , mais  aufli  quand  ils  font  fuivis 
d’autres  chiffres  : fuppofez  qu’on  ait  à multiplier  57902  par  364, 
il  fe  trouvera  dans  le  produit  total  fix  rangs  après  le  produit  partiel 
du  5 premier  chiffre  du  multiplicande  par  le  3 du. multiplicateur, 
puifque  dans  le  multiplié  le  5 lignifie  réellement  50000,  & que  dans 
le  multiplicateur  le  3 exprime  aufli  300.-  Par  la  même  raifon  le 
produit  partiel  du  troifieme  chiffre  9 par  le  fécond  6 , fera  aufli  fuivi 
de  trois  rangs  dans  le  produit  total , parce  qu’il  y en  a deux  dans  le 
multiplié  après  9 , & un  dans  le  multiplicateur  après  6. 

CoROLLAIUB  IL. 


59.  Si  on  multiplioit  le  nombre  57902  par  lui-même , le  quarté 
particulier  de  chaque  chiffre  auroit  après  lui , dans  le  quarré  total , le 
double  de  rangs  qu’il  y en  a après  ce  chiffre  dans  le  nombre  : par 
exemple , le  quarré  particulier  de  5 auroit  le  double  de  quatre , c’eft- 
à-dire,  huit  rangs  après  lui  dans  le  quarré  total  du  nombre  57902  , 
parce  que  5 a quatre  rangs  après  lui  dans  ce  nombre.  De  même  le 
quarré  particulier  de  7 auroit  le  double  de  3 , c’eft-  à-dire , fix  rangs 
après  lui  dans  le  quarré  toml  du  même  nombre  57902 , parce  qu’il  y 
a trois  rangs  après  le  7 dans  ce  nombre , ainfi  des  autres.  C’eft  une 
fuite  évidente  du  précédent  Corollaire  ; car  le  même  nombre  étant 
multiplicande  & multiplicateur,  il  y a autant  de  rangs  après  le  chiffre 
qu’on  multiplie , qu’après  celui  qui  fert  dè  multiplicateur , puifque 
c’eft  le  même  chiffre  du  même  nombre  ; ainfi , dans  l’exemple  propolé, 
y ayant  quatre  rangs  après  le  5 , confidéré  comme  multiplicande  , il 
y en  a aufli  quatre  après  ce  même  5 , confidéré  comme  multiplica- 
teur ; par  conféquent  il  doit  y avoir  huit  rangs  dans  le  quarré  total 
après  le  produit  de  5 par  5 , c’eft-à-dire,  le  quarré  particulier  de  5. 
C’eft  la  même  raifon  pour  le  7 & les  autres  chiffres  luivants. 

Coeoli.a'irb  111. 


6o-  Le  produit  de  deux  nombres  contient  fouvent  autant  de  chiffres 
qu’il  y en  a , tant  au  multiplicande  qu’au  multiplicateur  ; il  en  contient 
quelquefois  un  de  moins , mais  il  ne  peut  jamais  en  contenir  plus  ; 
ainfi  le  produit  qui  vient  de  la  multiplication  de  deux  nombres,  donc 
l’un  à trois  chiffres,  & l’autre  deux,  peut  être  ccmpofé  de  cinq 
chiffres , ou  feulement  de  quatre , mais  il  ne  peut  en  avoir  fix  : par 

exemple , le  produit  de  999  par  99  à cinq  cliiftes  ; mais  quoique 
/.  FariU,  E 
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le  multiplicande  & le  multiplicateur  contiennent  les  plus  grands 
chiffres  qu’il  foit  poflible  , le  produit  ne  peut  avoir  fix  chiffres,  car  • 
Je  produit  de  9^9  par  99 , cft  moindre  que  celui  de  999  par  100 : or. 
Je  produit  de  999  par  100,  eft  99900,  qui  ne  contient  que  cinq 
chiffres } par  conféquent  le  produit  de  deux  nombres , dont  l’un  eft 
compofé  de  trois  chiffres  & l’autre  de  deux , ne  peut  en  contenir  plus 
de  cinq.  11  eft  pareillement  certain  que  le  produit  de  deux  nombres  > 
dont  l’un  à trois  chiffres  & l’autre  deux , peut  n’en  contenir  què 
quatre  : tels  font  les  produits  de  999  par  10,  & de  345  par  26. 

Nous  n’avons  parlé  jufqu’à  préfent  que  de  la  multiplication  des 
nombres  incomplexes  ; nous  ne  traiterons  de  celles  des  nombres 
complexes  qu’après  la  divifîon,  parce  que  nous  nous  fervirons  de  la 
divifîon  pour  trouver  le  produit  de  ces  fortes  de  nombres. 

DE  LA  DIVISION. 

6 1 . Divifer  un  nombre  par  un  autre , c’eft  chercher  combien  de 
fois  le  fécond  eft  contenu  dans  le  premier  : par  exemple , divifer  i ^ 
q>ar  6,  c’eft  chercher  combien  de  fois  6 eft  contenu  dans  18.  Pour 
laire  cette  opération , on  dit  : en  1 8 combien  de  fois  6 , on  trouve 
qu’il  y eft  contenu  trois  fois  ; ainfi , 3 exprime  combien  de  fois  6 eft 
contenu  dans  1 8.  Il  y a donc  trois  chofes  à diftinguer  dans  la  diviiion  , 
favoir , le  dividende , le  divifeur  & le  quotient.  Le  dividende  eft  le 
nombre  à divifer;  le  divifeur  eft  celui  par  lequel  ondivife;  & le 
quotient  eft  le  nombre  qui  marque  combien  de  fois  le  divifeur  eft 
contenu  dans  le  dividende  : dans  l’exemple  propofé , 1 8 eft  le  divi- 
dende, 6 eft  le  divifeur,  ôc  3 eft  le  quotient. 

6 1 On  peut  donc  définir  la  divifion , une  opération  par  laquelle 
on  trouve  un  nombre , qu’on  appelle  quotient,  qui  marque  combien 
de  fois  le  divifeur  eft  contenu  dans  le  dividende , ou  combien  le 
dividende  contient  le  divifeur  : fi  on  divife  30  par  5 , on  trouve  pour 
quotient  6 , qui  marque  combien  de  fois  le  dividende  30  contient 
le  divifeur  5,  c’eft-à- dire,  fix  fois. 

62.  Il  fuit  de  cette  définition , que  dans  la  divifîon  le  dividende 
contient  autant  de  fois  le  divifeur  que  le  quotient  contient  l’unité  : 
dans  l’exemple  qu’on  vient  de  propofer , le  dividende  30  contient  le 
divifeur  autant  de  fois  que  le  quotient  6 contient  l’unité , car  le  quo- 
tient qui  marque  toujours  combien  de  fois  le  dividende  contient  le 
divifeur  étant  ici  6,  le  dividende  30  contient  fix  fois  le  divifeur  5 y 
de  même  que  le  quotient  6 contient  fix  fois  i.  Au  lieu  de  dire  que 
le  dividende  contient  autant  de  fois  le  divifeur  que  le  quotient 
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contient.  Punité , on  dit  communément  que  le  dividende  eft  au 
divifeur  comme  le  quotient  eft  à l’unité. 

62  B.  De  ce  que  le  quotient  défigne  combien  de  fois  le  divifeur 
eft  contenu  dans  le  dividende , il  s’enfuit  qu’en  prenant  le  divifeur 
autant  de  fois  qu’il  eft  marqué  par  le  quotient , on  doit  avoir  une 
fomme  égale  au  dividende  : or , prendre  le  divifeur  autant  de  fois  qu’il 
eft  marqué  par  le  quotient , c’eft  multiplier  le  divifeur  par  le  quotient; 
ainft,  le  produit  du  divifeur  par  le  quotient,  ou  , ce  qui  revient  au 
même  i le  produit  du  quotient  par  le  divifeur , eft  égal  au  dividende. 

62  C.  Puifqu’en  multipliant  le  quotient  par  le  divifeur,  le  produit 
eft  égal  au  dividende,  ce  nombre  contient  donc  le  quotient  autant 
de  fois  qu’il  eft  marqué  par  le  divifeur  ; ainfi  on  peut  encore  définir 
la  divifîon , en  difant  que  c’eft  une  opération  par  laquelle  on  trouve  un 
nombre , c’eft  le  quotient , qui  eft  contenu  dans  le  dividende  autant 
de  fois  qu’il  eft  marqué  par  le  divifeur:  par  exemple,  en  divifant  30 
par  5 , on  trouve  le  quotient  6 , lequel  eft  contenu  autant  de  fois  dans 
30  qu’il  eft  marqué  par  5 , c’eft-à-dire,  qu’on  trouve  la  cinquième 
partie  de  30  : or,  trouver  la  cinquième  partie  de  30,  c’eft  la  même 
chofe  que  de  partager  30  en  cinq  parties  égales  ; par  conféquent  on 
peut  dire  aufti  que  la  divifîon  eft  une  opération  par  laquelle  on 
partage  le  dividende  en  autant  de  parties  égales  qu’il  eft  marqué  par 
le  divifeur,  par  exemple,  en  cinq  parties  égales,  fi  le  divifeur  eft  5. 

6 2 D.  En  reprenant  toutes  ces  notions , on  peut  donc  dire , i ®.  que 
la  divifîon  eft  une  opération  par  laquelle  on  trouve  un  nombre , c’eft 
le  quotient,  qui  marque  combien  de  fois  le  divifeur  eft  contenu  dans, 
le  dividende,  2®.  où  par  laquelle  on  trouve  un  nombre  qui  eft  con- 
tenu dans  le  dividende  autant  de  fois  qu’il  eft  marqué  par  le  divifeur, 
3®.  ou  bien  que  c’eft  une  opération  par  laquelle  on  trouve  une  cer- 
taine partie  du  dividende  défîgnée  par  le  divifeur,  par  exemple,  la 
cinquième , fi  le  divifeur  eft  5 , 4®.  ou  enfin  une  opération  par 
laquelle  on  partage  le  dividende  en  autant  de  parties  égales  qu’il  eft 
marqué  par  le  divifeur.  De  ces  quatre  notions  y dont  nous  venons  de 
faire  voir  la  liaifon,  les  deux  premières  regardent  également  les 
entiers  & les  fractions  ; mais  les  deux  dernieres , ou  au  moins  la 
quatrième , fuppofent  que  le  divifeur  eft  un  nombre  entier. 

62  E.W  paroît  par  ce  que  nous  avons  dit , que  de  même  que  le 
quotient  marque  combien  de  fois  le  divifeur  eft  contenu  dans  le 
dividende,  réciproquement  le  divifeur  défigne  combien  de  fois  le' 
quotient  eft  contenu  dans  le  dividende. 

6 j . On  diftingue  deux  fortes  de  divifîons , la  Jîmple  & la  compojfce*. 

E i’i 
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La  divifion  fimple  eft  celle  dont  le  divifeur  ne  contient  qu’un  feul 
chiffre.  La  divifion  compofée  efl:  celle  dont  le  divifeur  en  contient 
plufieurs.  Nous  parlerons  d’abord  de  la  fimple,  & enfuite  de  la 
compofée. 

Nous  fuppofons  qu’on  fait  divifer  tout  nombre  qui  eft  plus  petit 
que  90  par  les  neuf  chiffres  pofitifs,  1,3,4,  &c.  Four  cela , il  n’y 
a qu’à  favoir  la  Table  de  la  multiplication;  car  fi  on  connoît,  par 
exemple , que  8 fois  6 font  48 , on  connoîtra  par  conféquenr  que  6 
eft  contenu  huit  fois  dans  48.  H faut  donc  bien  favoir  cette  Table 
pour  faire  la  divifion  ; c’eft  pourquoi  ceux  qui  ne  la  favent  pas 
exaftement  par  mémoire , doivent  l’apprendre  avant  de  commencer 
cette  opération , qui  eft  la  plus  difficile  des  quatre. 

De  la  Division  simple. 

Pour  faire  la  divifion,  on  écrit  le  divifeur  à côté  du  dividende 
vers  la  droite , & on  tire  une  ligne  au-deflbus  de  l’un  & de  l’autre , 
laquelle  on  coupe  par  un  crochet  que  l’on  met  entre  le  dividende  & 
le  divifeur  pour  les  féparer,  comme  on  voit  à la  page  fuivante  ; & 
lorfqu’on  fait  la  divifion , on  place  les  chififes  du  quotient  fous  le 
divifeur  à mefurc  qu’on  les  trouve.  On  pourroit  difpofer  autrement 
le  divifeur  & le  quotient  à l’égard  du  dividende  ; mais  il  eft  bon  de 
s’accoutumer  à les  difpofer  toujours  de  la  même  maniéré  : celle  que 
nous  venons  d’indiquer  paroît  la  plus  commode.  Après  ces  prépara- 
tions , on  obferve  les  réglés  fuivantes, 

64.  I®.  On  prend  le  premier  chiffre  du  dividende,  c’eft- à-dire, 
le  plus  à gauche , ( car  c’eft  de  ce  côté  qu’on  commence  la  divifion  , 
au  lieu  que  les  trois  premières  opérations  fe  font  en  commençant 
vers  la  droite  ; ) on  prend , dis- je,  le  premier  chiffre  du  dividende  , 
& on  confidere  combien  de  fois  le  divifeur  y eft  contenu  , pour 
écrire  enfuite  au  quotient  le  caraftere  qui  exprime  combien  de  fois 
le  divifeur  eft  contenu  dans  le  premier  chiffe  du  dividende.  Si  le 
premier  chiffre  du  nombre  à divifer  étoit  plus  petit  que  le  divifeur  , 
on  prendroit  les  deux  premiers , ôc  on  écriroit  de  même  au  quotient 
le  caraétere  qui  marqueroit  combien  de  fois  le  divifeur  eft  contenu 
dans  ces  deux  premiers  chiffres  du  dividende.  Cette  première 
opération  s’appelle  proprement  la  divifion. 

65.  2®.  On  multiplie  le  divifeur  par  le  chiffre  qu’on  vient  d’écrire 
au  quotient , pour  en  avoir  le  produit. 

66.3®.  Enfin  , quand  on  a trouvé  ce  produit , on  le  fouftrait  du  pre- 
xpler  ou  des  deux  premiers  chiffres  du  dividende  , fi  on  a opéré  fur  deux.. 
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67.  Apr^s  avoir  fait  la  fouRraûion , on  abailTe  le  chiffre  fuivant 
du  nombre  à divifer  à côté  du  refte , s’il  y en  a , & on  opéré  fur  ce 
refte  augmenté  du  chiffre  abaiffé , comme  on  a opéré  fur  le  premier 
ou  les  deux  premiers  chiffi-es  du  nombre  à divifer , y appliquant  les 
trois  réglés  que  nous  venons  de  prefcrire  : on  continue  toujours  de 
la  même  maniéré  jufqu’à  ce  qu’on  ait  opéré  fur  tous  les  chiffres  du 
dividende , après  quoi  la  divifion  eft  achevée.  Cette  précaution 
d’abaiffer  le  chiffre  fuivant  du  dividende  à côté  du  refte  , n’eft  pas 
néceffaire  ; nous  n’en  parlons  prefque  ici  que  pour  s’accoutumer  à lé 
faire  dans  la  divifion  compofée. 

68.  Remarquez  que,  fi  ledivifeur  n’étoit  point  contenu  dans  le 
chiffre  fur  lequel  on  opéré , il  faudroit  mettre  zéro  au  quotient , 
auquel  cas  la  multiplication  6c  la  fouftraébon  , marquées  par  la 
fécondé  & la  troifieme  réglé , deviendroient  inutiles. 

Tout  cela  s’éclaircira  par  des  exemples. 

Exemple  I, 

Soit  le  nombre  9408  à divifer  par  4 j après  avoir  placé  le  dividende 
& le  divifeur , & tiré  des  lignes,  comme  nous  l’avons  marqué,  je  dis  : 
en  9 combien  de  fois  4 ? 2 fois  : je  mets  donc  2 au  quotient  ; enfuite , 
félon  la  fécondé  réglé , je  multiplie  le  divifeur  4 par  2 , ce  qui  donne  8 : 
enfin  je  fouftrais , par  la  troifieme  réglé , ce  produit  8 de  9 , il  refte  i 
que  j’écris  fous  9 : voilà  donc  déjà  les  trois  réglés  qui  ont  été  obfervées 
fur  le  premier  caraétere  du  nombre  à divifer. 

J’abaiffe  enfuite  le  4 à côté  du  refte  i , & 

5’opere  fur  ces  deu»  chiffres  comme  j’ai  fait  fur 
le  premier  ; je  dis  donc  : en  1 4 combien  de  fois 

4 ? 3 fois  ; je  mets  3 au  quotient  à la  fuite  du  2 , 
après  quoi  je  multiplie  4 par  3 ; le  produit  eft  1 2 ^ 
que  je  fouftrais  de  14^  le  refte  eft  2,  que  j’écris 
fous  le  4 du  dividende. 

J’abaiffc  encore  le  chiffre  fuivant  du  dividende , qui  eft  zéro , que 
je  mets  à côté  du  fécond  refte  2 , ce  qui  fera  20 , auquel  nombre 
j’applique  les  trois  réglés  ; je  dis  donc , en  20  combien  de  fois  4 ? 

5 fois  j je  pofe  5 au  quotient,  & je  multiplie  4 par  5 } le  produit 
eft  20  , que  je  fouftrais  de  20  j il  ne  refte  rien. 

Enfin , j’abaiffe  8 , fur  lequel  je  fais  les  mêmes  opérations , en 
difant:  en  8 combien  de  fois  4?  2 fois  : je  pofe  2 au  quotient,  & 
je  multiplie  4 par  2 , le  produit  eft  8 , que  je  fouftrais  du  8 abaiffé  ; 
il  ne  refte  rien.  Tous  les  chiffres  du  nombre  à divifer  ayant  été 
abaiflès , la  divifion  eft  faite , & le  quotient  eft  2 3 5 2.  * 
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69.  Les  chiffres  du  dividende , dans  lefquels  on  cherche  à chaque 
fois  combien  le  di  vifeur  eft  contenu , s’appellent  membres  de  la  divifîon 
ou  du  dividende  : on  peut  les  nommer  aulll  dividendes  partiels  s ainfi  , 
dans  l’exemple  propofé,  9 eft  le  premier  membre  ou  le  premier  divi- 
dende partiel,  14  eft  le  fécond,  20  le  troifieme,  & 8 le  quatrième. 

RsMA&qVES. 

1. 

70.  On  doit  prendre  pour  premier  membre  de  la  divifîon , un 
nombre  qui  Toit  au  moins  auftî  grand  que  le  di  vifeur;  c’eft  pourquoi 
fî  en  prenant  autant  de  chiffres  dans  le  dividende  qu’il  y en  a dans 
le  divifeur , ( c’eft-à-dire , le  premier  lorfque  la  divifîon  eft  fîmple , 
& les  premiers  quand  elle  eft  compofée , ) cela  ne  fait  point  une 
fomme  égale  au  divifeur , il  faut  prendre  un  chiffre  de  plus  pour 
premier  membre  : on  en  verra  plufîeurs  exemples  dans  la  fuite. 

Pour  avoir  le  fécond  membre , il  faut  abaiffer  le  chiffre  qui  fuit 
celui  ou  ceux  qui  ont  fervi  de  premier  membre , pour  le  mettre  à la 
fuite  du  refte  de  la  première  fouftraâion  ; & ce  refte , s’il  y en  a , 
fuivi  du  chiffre  abaifiS,  fera  le  fécond  membre  de  la  divifîon.  Dans 
Pexemple  précédent , après  la  première  fouftraétion , on  a defcendu  le 
4 du  dividende  à côté  ^ refte  i , ce  q.M  a donné  14  pour  le  fécond 
membre  : on  fait  de  rr  ^ne  pour  avoir  chacun  des  autres  membres  , 
c’eft-à-dire,  qu’on  a’uiflè  le  chiffre  qui  fuit  ceux  qui  ont  déjà  fervi; 
on  l’abaiffe,  dis* je . côté  du  refté  dé  la  fouftraftion  précédente  ; & 
ce  refte , s’il  y en  a nenté  du  chiffré  abaifféj  donnera  le  membre 
cherché. 

S’il  ne  reftoit  rie.i  après  la  fouftrad^on  faite  ir  un  des  membres, 
alors  le  feul  chiffre  i.  baillé  feroit  le  membre  fu  <^ant  ; c’eft  ce  qui  eft 
arrivé  dans  l’exemple  précédent , dont  le  8 fev^  j.  été  le  quatrième  mem- 
bre , parce  qu’il  n’eft  rien  refté  après  la  f-  xtraâion  du  troifieme. 

1 i. 

7 1 . A mefure  qu’on  defcend  quelque  chiffre , il  eft  à propos  de 
l’effacer  par  un  petit  trait  oblique  dans  le  nombre  à divifer , afin  de 
ne  point  confondre  ceux  qui  ont  été  abaiffés  avec  les  fuivants , comme 
il  pourroit  arriver , fur- tout  quand  il  y a plufîeurs  chiffres  de  fuite  du 
dividende  qui  font  égaux.  En  faifant  la  divifîon  des  exemples  fui- 
vants , nous  ne  rappellerons  pas  cette  remarque , lorfqu’il  faudra  en 
faire  l’âpplication , de  peur  de  trop  allonger  le  difcours. 

III. 

72.  La  preuve  de  cette  opération  fe  feit  en  multipliant  le  divifeur 
par  le  quotient,  ou  le  quotient  par  le  divifeur,  car  le  produit  doit  être 


égal  au  dividende  : or , le  quotient  n’eft  pas  toujours  un  nombre 
entier,  quoique  le  dividende  & le  divifeur  foient  tels , c’eft*à-dire , 
des  nombres  entiers.  Souvent  il  y a un  relie  après  la  fouftraûion  que 
l’on  fait  fur  le  dernier  membre , comme  dans  l’exemple  fuivant , où 
l’on  trouvera  le  relie  5 : pour  lors  le  quotient  ell  le  nombre  entier 
que  l’on  a trouvé;  plus,  unefraâion,  dont  le  numérateur  eft  le  relie , 
& le  dénominateur  ell  le  divifeur j ainli,  dans  l’exemple  fuivant,  le 
quotient  ell  50540  plus  la  fraélion|.  On  a cependant  coutume  de 
àre  que  le  quotient  eft  le  nombre  entier  qu’on  trouve , & qu’il  y a 
un  reâe.  Pour  éviter  l’équivoque , on  peut  dire  que  le  nombre  entier 
trouvé  eft  le  quotient  partiel,  Sc  que  le  nombre  entier , joint  à la 
fraélion,  ell  le  quotient  total.  Lorfqu’il  y a un  relie,  il  faut,  pour 
faire  la  preuve , multiplier  le  divifeur  par  le  quotient  partiel  , 3c 
ajouter  le  relie  au  produit  ; la  fomme  eft  égale  au  dividende  quand 
la  divifion  eft  bien  faite,  parce  que  cette  fomme  eft  la  même  choie 
que  le  produit  du  divifeur  par  le  quotient  total , comme  on  le  com- 
prendra aifémenc  lorfqu’on  faura  le  calcul  des  fraélions. 

I V. 

73.  On  ne  peut  jamais  mety»»plus  dé  ^u  quotient  pour  chacun 
des  membres  de  la  divilion^'On^'wnnera  c*.|as  la  fuite  la  railbn  de 
cette  derniere  remarque.  % 

La  définition  de  l’article.  69  3c-les  quatre  Remarques , ont  lieu 
dans  la  divifion  comppfée  comme  dans  la  dif^  ‘fimple. 

Afin  de  faire  mieux  entendre  l’application  Oes.  ^les  de  la  divifion, 
nous  diftinguerons  1^  dilFérents  yiembres , Ôc  nous  appliquerons  les 
trois  réglés  à chacun  jb  çes’mçmbres  en  particu^r. 

^ XBHFI.B  IL 

Soit  le  nombre  3020^jîà..divifer  par  6. 

Premier  Mem,j}e^ de  la  Divî/lon. 

Voyant  que  le  premier  chiffre  3 du  dividende  ell  plus  petit  que 
le  divifeur  6 , je  prends  30  pour  premier  membre,  félon  la  première 
remarque  (70),  & je  dis:  en  30,  combien  de  fois  6?  5 fois;  je 
pofe  donc  5 au  quotient, 3c  je  multiplie  6 par  5 , le  produit  eft  30, 
qui , étant  ôté  du  premier  membre , il  ne  relie  rien. 

Second  Membre. 

J’abaifle  le  1 du  dividende , qui  fera  feul  le  fécond  membre  de  la 
divifion,  après  quoi  je  dis  : en  2,  combien  de  fois  6 ? mais  le  divifeur 
n’étant  pas  contenu  dans  le  dividende  partiel  qui  efta,  j’écris  oau. 


40  ARITHMÉTIQUE. 

quotient  (68)  : là  multiplication  du  divifeur  par  o & la  fouRra6lion> 

étant  inutiles , il  reRera  2. 

Troijïeme  Membre. 

Je  tranfporte  le  chiffre  fuivant  du  dividende , qui  eft  o , à côté  du 

refte  2.,  ce  qui  donnera  20  pour  le  troifieme  membre  j je  dis  enfuite  ; 

en  20,  combien  de  fois  6?  3 foisj  je  pofe  3 au  quotients  & je 

multiplie  6 par  3 : le  produit  1 8 étant  ôté  de  20 , il  refte  2 , qu’il  faut 

écrire  fous  o.  r\  ' nr  1 

Quatrième  Membre. 


Je  defcends  le  4 du  dividende  à côté  du 
refte  2 , ce  qui  fait  24  pour  le  quatrième 
membre  j je  dis  donc  : en  24 , combien  de 
fois  6 ? 4 fois;  je  pofe  4 au  quotient,  & 
ayant  multiplié  6 par  4 , je  fou  lirais  le  pro- 
duit 24  de  ce  quatrième  membre , il  ne  refte 

ncu*  • • jtjf  T 

Linquierne  Membre. 


302045^  6 

20  C50340 

24 

(5 


Enfin,  j’abailfe  le  5 du  dividende,  qui  fera  feul  le  cinquième 
• membre , n^y  ayant  point  eu  de  refte  du  précédent  ; je  dis  donc  : 
en  5 , combien  de  fois  6 ? le  divifeur  n’étant  pas  contenu  dans  ce 
membre , je  mets  zéro  au  quotient  (68)  ; mais  la  multiplication  & la 
fouftraélion  étant  pour  lors  inutiles , il  refte  5 du  dividende , qu’il 
faut  féparer  par  un  petit  arc  , 6c  la  divifion  eft  achevée. 

Exemple  III. 

Soit  le  nombre  3780269  à divifer  par  7.  Nous  ne  mettons  ce 
troifieme  exemple  qu’à  caufe  des  deux  zéros  qu’il  faut  écrire  de  fuite 
au  quotient  ; c’eft  pourquoi  nous  n’expliquerons  que  ce  qui  regarde 
ces  deux  zéros , car  on  verra  aflèz  comment  doit  fe  pratiquer  le  refte 
de  la  divifion , après  ce  qui  a été  dit  dans  les  exemples  précédents. 

Dans  cet  exemple , après  avoir  mis  le 
premier  zéro  au  quotient , on  defeend  le  2 
à la  droite  du  zéro  du  dividende , lequel 
zéro  avoit  été  abaiffé  auparavant,  & on 
cherche  combien  de  fois  le  divifeur  7 eft 
contenu  dans  le  2 , qui  eft  le  quatrième 
membre  t mais  comme  le  divifeur  n’ell  point 
contenu-  dans  ce  membre , on  met  un  fécond  zéro  au  quotient  ; 
enfuite  on  abailfe  le  6 du  dividende  à côté  du  2 , ce  qui  donne  26 
pour  le  cinquième  membre  j on  cherche  donc  combien  de  fois  le 

divifeur 


3780269^  7 

28  V.540038 

0026 

59 
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divifeur  ell  contenu  dan$  26  } & comme  il  y e(l  contenu  3 fois,  on 
écrit  3 au  quotient,  & on  fait  tout  le  relie  comme  dans  les  exemples 
précédents. 

Nous  n’avons  pas  écrit  le  produit  du  divifeur  par  chacun  des  chiffres 
du  quotient  pour  en  faire  la  fouilraâion  j ainfî , dans  le  fécond  exemple  , 
après  avoir  mis  au  quotient  le  premier  chiffre  5 , on  a multiplié  le 
divifeur  6 par  5 , ce  qui  a donné  le  produit  30,  que  l’on  a foullraic 
du  premier  membre  30 , fans  l’avoir  écrit  au-deffbus  de  ce  membre , 
comme  on  auroit  pu  faire  ; mais  dans  la  divifîon  compofée , nous 
écrirons  toujours  ces  produits  fous  les  membres  dont  ils  doivent  être 
fbuffraits,  atin  que  l’on  foit  moins  expofé  à faire  des  fautes  de  calcul 
dans  la  fouftraûion,  ce  qui  arriveroit  plus  facilement  que  dans  la  divi- 
iionlimple,  ou  les  produits  font  fort  petits,  n’étant  jamais  compofés 
de  plus  de  deux  chiffres. 

Avant  de  paflerà  la  divifion  compofée,  il  eft  à propos  de  refaire 
plufieursfois  les  exemples  que  l’on  vient  de  donner,  & fur-tout  le 
fécond  & le  tVoHieme , qui  contiennent  des  zéros  au  quotient  : on  doit 
auili  fe  donner  des  exemples  i & afin  de  voir  fi  on  ne  fe  trompe  point 
dans  l’application  des  réglés,  on  pourra  multiplier  un  nombre,  tel 
qu’on  voudra , par  un  feul  caraélere  j & prenant  le  produit  qui  en 
viendra  pour  dividende,  & le  multiplicateur  pour  divifeur,  il  doit  venir 
au  quotient  le  même  nombre  qui  a fervi  de  multiplicande  -,  ainfi , il  fera 
facile  de  voir  fi  on  fe  trompe  en  faifant  la  divifion.  On  peut  faire  la 
même  chofe  pour  la  divifion  compofée , pourvu  que  le  multiplicateur 
contienne  plufieurs  chiffres. 

D B LA  Division  composé  b. 

Nous  avons  dit  que,  lorfqu’il  y a plufieurs  chiffres  au  divifeur,  pour 
lors  la  divifion  étoit  appellée  compofée. 

74.  On  trouve  les  différents  membres  de  cette  divifion  de  la  maniéré 
qui  a été  expliquée  (70),  & on  applique  fur  chacun  les  trois  réglés  de 
ia  divifion  fimple , c’e(l-à-dire  qu’il  faut , i chercher  combien  de  fois 
le  divifeur  efl  contenu  dans  chaque  membre  de  la  divifion , & écrire  au 
quotient  le  caraélere  qui  marque  combien  de  fois  le  divifeur  entier  eff 
contenu  dans  le  membre  fur  lequel  on  opéré  j a*’,  multiplier  tout  le 
divifeur  par  le  caraélere  qu’on  vient  d’écrire  au  quotient  \ 3®.  ôter  le 
produit  de  cette  multiplication  du  dividende  partiel.  Nous  allons  faire 
des  remarques  & donner  des  exemples  de  la  divifion  compofée,  qui 
feront  concevoir  comment  fe  fait  l’application  de  ces  réglés. 

L ranit.  F 
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L 

75.  Lorfqu’on  veut  faire  une  divifion  cotnpoféé,  il  ne  faut  pas 

chercher  combien  de  fois  le  divifeur  entier  eR  contenu  dans  le  membre 
de  la  diviiion  fur  lequel  on  opéré , cela  demanderoit  une  trop  grande 
étendue  d’efprit  : par  exemple , fî  on  veut  divifer  27605  par  84,  il  ne 
faut  pas  chercher  combien  de  fois  le  divifeur  entier  84  eR  contenu 
dans  276 , qui  eR  le  premier  membre;  mais  concevant  que  le  divifeur 
eR  fous  le  dividende  partiel  ( fans  l’y  écrire  effeélivement , ) enforte 
que  le  dernier  chiffre  du  divifeur  réponde  au  dernier  chiffre  de  ce 
dividende  partiel  en  cette  maniéré ; il  faut  voir  combien  de  fois  le 
premier  chiffre  du  divifeur  cR  contenu  dans  celui  ou  ceux  auxquels  il 
répond  : dans  cet  exemple , 8 répond  à 27 , parce  que , n’y  ayant  aucun 
chiffre  du  divifeur  avant  8 , il  eR  cenfé  répondre  non- feulement  à 7 
qui  efl  précifément  au-defflis,  mais  auflî  à 2 qui,  joint  au  7,  fait  27; 
on  doit  donc  chercher  combiet»  de  fois  8 eR  contenu  dans  27 , en  difant  : 
en  27  combien  de  fois  8 ? . 

II. 

76.  Après  avoir  trouvé  combien  de  fois  le  premier  chiffre  du  divifeur 
cR  contenu  dans  le  chiffre  ouïes  chiffres  auxquels  il  répond,  il  ne  faut, 
pas  mettre  d’abord  au  quotient  le  caraétere  qui  exprime  combien  de 
fois  le  premier  chiffre  du  divifeur  cR  contenu  dans  celui  ou  ceux 
auxquels  il  répond,  il  faut  auparavant  faire  l’épreuve:  or,  cette  épreuve 
confiRe  à multiplier  le  divifeur  entier  par  le  caraélcre  qu’on  vouloir 
mettre  au  quotient;  & file  produit  de  cette  multiplication  n’eR  pas 
plus  grand  que  le  dividende  partiel , le  chiffre  éprouvé  eR  bon  & doit 
être  mis  au  quotient:  dans  l’exemple  propofé,  après  avoir  trouvé  que 
"8  eR  contenu  3 fois  dans  les  chiffres  correfpondants  2/ , il  faut  faire 
l’épreuve,  c’eR- à-dire,  multiplier  le  divifeur  entier  84  par  3 ; & le 
produit  252  n’étant  pas  plus  grand  que  le  premier  membre  276,  on 
doit  mettre  3 au  quotient  ; mais,  fi  le  produit  du  divifeur  par  le  chiffre 
éprouvé  3 , avoir  été  plus  grand  que  le  dividende  partiel , il  auroit  fallu 
éprouver  2 , moindre  que  3 d’une  unité ;& fi,  en  multipliant  le  divifeur 
par  2 , le  produit  eût  encore  été  plus  grand  que  le  dividende  partiel , 
il  auroit  frillu  mettre  au  quotient  i , moindre  que  2 d’une  unité  : en 
\in  mot,  il  faut  diminuer  toujours  d’une -unité  le  chiffre  éprouvé, 
^ufqu’à  ce  que  le  produit  du  divifeur  par  le  chiffre  éprouvé  ne  foit  pas 
plus  grand  que  le  membre  fur  lequel  on  opéré , afin  que  ce  produit 
puiffe  en  être  6té. 


LIVREPÎIEMÏER. 

On  doit  écrire  à part  toutes  les  multiplications  que  l’on  fait  pour  les 
épreuves;  par  ce  moyen,  les  épreuves  qu’on  a faites  pour  les  premiers 
chiffres  du  quotient  pourront  fervir  pour  les  fuivants. 

I I I. 

77.  S’il  arrivoit  qu’en  multipliant  le  divifeur  par  r , le  produit  ne 
pût  être  ôté  du  dividende  partiel , ou  fi  le  divifeur  étoit  plus  grand 
que  le  dividende  partiel  ( ce  qui  revient  au  même , ) ce  feroit  une 
marque  qu’on  ne  pourroit  mettre  que  zéro  au  quotient  pour  ce  membre, 
auquel  cas  on  négligeroit  la  multiplication  ôc  la  fouffraâion , parce 
qu’elles  feroient  inutiles,  comme  on  l’a  déjà  remarqué  pour  la  divifion 
fimple. 

Ces  trois  remarques  font  pour  tous  les  membres  de  la  divifion 
compofée,  excepté  le  premier,  fur  lequel  la  iroifieme  remarque  n’a 
point  d’application. 

Exemple  L 

Soit  le  nombre  27605  à divifer  par  84. 

Tremîer  Membre. 

4 

Les  deux  premiers  chiffres  du  dividende  faifant  un  nombre  moindre 
que  le  divifeur,  je  prends  les  trois  premiers  , favoir  276,  pour  le  pre- 
mier membre,  fous  lequel  concevant  le  divifeur,  comme  il  a été  dit 
dans  la  première  remarque  fur  la  divifion  compofée  (75) , je  cherche 
combien  de  fois  8 eft  contenu  dans  les  chiffres  correfpondants  27  ; & 
voyant  qu’il  y eft  contenu  5 fois  , je  multiplie  le  divifeur  entier  • 84 
par  3 , le  produit  eft  252,  lequel  étant  moindre  que  le  premier 
membre  276,  je  mets  3 au  quotient:  voilà  déjà  l’application  de  la 
première  réglé  faite  fur  le  premier  membre. 

Après  avoir  mis  3 au  quotient , je  devrois  multiplier , félon  la 
fécondé  réglé,  le  divifeur  84  par  le  chifire  3 que  j’ai  mis  au  quotient  j 
mais , comme  j’ai  déjà  trouvé  le  produit  en  faifant  l’épreuve  , j’écris 
fimplement  ce  produit  fous  le  premier  membre , enforte  que  le  dernier 
chiffre  du  prodait  foit  fous  le  dernier  chiffre  du  premier  membre 
en  cette  maniéré 

Enfin  j’applique  la  troifieme  réglé , en  ôtant , félon  la  méthode  ordi- 
naire de  la  fouftraébon , le  prodait  252  du  dividende  partiel  276  ; 
cette  fouftraélion  étant  faite,  Iç  refte  fera  24 , & l’opération  fera 
achevée  fur  le  premier  membre  : on  cherche  enfuite  le  fécond,  fur 
lequel  on  opéré  de  la  même  maniéré , auffi  bien  que  fur  les  fuivants , 
comme  on  le  vetra  dans  la  fuite.  * 


Fij 
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Second  Membre. 

* ê 

Le  refie  du  premier  membre  efl  24 , à côté  duquel  j’abaiilè  le  chiffre 
fuivant  du  dividende  qui  efl  o , ce  qui  donne  240  pour  le  fécond 
membre , fpus  lequel  concevant  le  divifeur  84  difpofé  comme  il  faut 
(75),  je  cherche  combien  de  fois  8 efl  contenu  dans  24,  qui  efl  le 
nombre  auquel  il  répond  : comme  je  vois  qu^il  y efl  contenu  3 fois  > 
j’éprouve  le  3 en  multipliant  le  divifeur  par  5 , le 
produit  252  efl  plus  grand  que  240;  ainfi,  le  3 2760.5^84 


n’efl  pas  bon.  Je  dois  donc  le  diminuer  d’une  252  ^328 

unité , il  refiera  2 , qu’il  faut  auffi  éprouver  en 
multi^iant  le  divifeur  par  2 ; or,  en  faifant  cette 

multiplication , je  trouve  le  produit  168,  qui  efl  ^ 

moindre  que  240  ; par  conféquent  je  dois  mettre  7*5 

2 au  quotient  à côté  du  3 ; enfuite  la  multiplica-  

tion  du  divifeur  par  ce  2 étant  toute  faite , j’écris  (5  i 


le  produit  1 68  fous  240,  les  unités  fous  les  unités, 

les  dixaines  fous  les  dixaines , &c.  comme  il  faut  toujours  l’obferver  » 

ôc  faifant  enfuite  la  fouflraélion , je  trouve  le  refie  72. 

Troîjîeme  Membre. 

J’abaiffè  le  chiffre  fuivant  du  dividende , favoir , 5 vis-à-vis  du 
refie  72;  ainfi,  le  troifieme  & dernier  membre  efl  725 , fous  lequel 
concevant  le  divifeur  placé  comme  il  faut  (75)  j je  vois  que  le  8 répond 
h 72;  je  cherche  donc  combien  de  fois  8 efl  contenu  dans  72,  & 
voyant  qu’il  y efl  9 fois , j’éprouve  le  9 , c’efl-à-diré , que  je  multiplie 
le  divifeur  par  9 j mais  le  produit  756  étant  plus  grand  que  725,109 
n’efl  pas  bon  ; j’éprouve  donc  le  8 , moindre  d’une  unité  que  9 : or , le 
produit  du  divifeur  par  8 efl  672,  moindre  que  725;  je  pofe  donc  8 
au  quotient,  & j’écris  ce  produit  672  fous  725  pour  faire  la  fouflrac^ 
tion  , laquelle  étant  achevée , le  reffe  efl  5 3 , que  je  fépare  par  un  petit 
arc , afin  de  le  diflinguer  des  autres  chiffres , ce  qui  étant  fait , la 
divifîon  eff  entièrement  finie,  parce  qu’il  n’y  a plus  de  chiffre  à abaiffet 
dans  le  dividende. 

E X B K F a E IL 

Soit  le  nombre  4797865  à divifer  par  3 69. 

Premier  Membre. 

^ Le  divifeur  n’étant  pas  plqs  grand  que  les  trois  premiers  chiffles  du 
^vidende  ^ favoir  479  , ce  nombre  efl  le  premier  membre  de  la. 


LIVRE  PREMIER.  4jf 

divi(jon>  fotis  lequel  concevant  le  dtvifeur  en  cette  maniéré  > le  3 du 

divifeur  répondra  au  4 du  dividende  partiel  ; 

je  dis  donc  : en  4 combien  de  fois  3 ? une 

fois;  j’écris  i au  quotient , parce  que  je  vois 

que  le  produit  du  divifeur  par  1 étant  égal 

au  divifeur  même , n’eft  pas  plus  .grand  que 

479  i enfuite  je  mets  le  produit  du  divifeur 

par  I,  c’en- à -dire,  369  fous  le  premier 

membre  479 , les  unités  fous  les  unités , 8cc. 

après  quoi  je  fais  la  fouRraéUon,  qui  me 

donne  pour  rede  1 1 o.  o j lu  t 

‘ Second  Membre. 


4797865^369 
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Au  refte  1 1 o je  joins  le  chiffre  fuivant  du  dividende , favoir  7 , en 
l’abailTant  à côté  de  .1 10 , ce  qui  fait  1 107  pour  fécond  membre , fous 
lequel  concevant  le  divifeur  placé  comme  il  faut  (75)  , le  premier  chiffre 
3 du  divifeur  répondra  fous  1 1 ; je  dis  donc  en  1 1 combien  de  fois  3 ? il 
y eft  trois  fois;  c’eft  pourquoi  j’éprouve  le  3 , en  multipliant  le  divifeur 
par  3 ; le  produit  eft  1107,  lequel  n’étant  pas  plus  grand  que  le  divi- 
dende partiel , je  pofe  3 au  quotient , & j’écris  le  produit  1 1 07  fous  le 
dividende  partiel  pour  faire  la  fouftradtiôn , laquelle  étant  achevée  > il 

ne  refte  rien.  t’  •/•  ilt  t 

Iroijieme  Membre. 


J’abaiffe  le  8 qui  eft  fous  le  troifîeme  membre , parce  qu’il  n’eft  rien 
refté  du  fécond  : ce  troifieme  membre  étant  plus  petit  que  le  divifeur , je 
dois  mettre  o au  quotient  ; ainfi  la  multiplication  & la  fouftraâion  font 
inutiles , 6c  par  conféquent  le  refte  du  troifîeme  dividende  partiel  eft  8' 

Quatrième  Membre. 

Je  defcends  le  chiftire  fuivant  du  dividende,  favoir,  6 vis-à-vis  du 
refte  8 , ce  qui  donne  8 6 pour  le  quatrième  membre  , lequel  étant  ' 
encore  plus  petit  que  le  divifeur  , je  mets  un  fécond  o au  quotient , 6c 
le  refte  de  ce  membre  eft  86. 

Cinquième  Membre» 

Enfin,  ayant  abaiflé  le  dernier  chiffre  du  dividende,  qui  eft  5 à côté 
du  refte  86,  il  vient  865  pour  cinquième  & dernier  membre,  fous 
lequel  concevant  le  divifeur  placé  comme  il  faut , le  3 du  divifeur 
répondra  au  8 ; je  dis  donc  : en  8 combien  de  fois  3^2  fois  ; ainfi  je 
multiplie  le  divifeur  par  2 , le  produit  eft  758,  qui  étant  moindre  que 
865  , je  pofe  2 au  quotient,  & j’écris  le  produit  738  fous  865  pour 
faire  la  fouftraéUon , après  laquelle  il  refte  127,  que  je  fépare  par  uni 
petit  arc , ôc  la  diviiioa  eft  achevée- 
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Voici  encore  deux  exemples  de  la  divilîon  compofée  que  nous 
donnons , fans  nous  arrêter  â les  expliquer  comme  nous  avons  fait  les 

précédents.  Exemple  1 1 F. 
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77  B.  Pour  faire  la  preuve  de  ces  deux  derniers  exemples , nous 
avons  mulriplié  le  divilêur  par  la  moitié  du  quotient , & nous  avons 
doublé  le  produit»  auquel  nous  avons  ajouté  le  relie  de  la  divifion.  11 
eft  évident  que  le  double  du  produit  efl  égal  au  produit  du  divifeur  par 
le  quotient  j & par  conféquent  la  Comme  du  relie  & du  double  du 
produit  par  la  moitié  du  quotient , doit  être  égale  au  dividende.  Cette 
preuve  de  la  divifion  renferme  une  preuve  de  la  multiplication , qui 
confîlle  à multiplier  un  des  fadleurs,  foit  le  multiplicande»  foit  le  mul- 
tiplicàteur  par  la  moitié  de  Tautre , car  le  produit  doit  être  égal  à la 
moitié  du  produit  des  deux  faéleurs  j par  conféquent , en  doublant  le 
produit  d’un  des  fadeurs  par  la  moitié  de  l’autre  » on  aura  le  produit 
des  deux  fadeurs  entiers- 


RBMAKqUES. 

I. 

78.  Si  on  appercevoit  qu’aprés  avoir  fait  la  foullradion,  le  relie  fût  plus 
grand  ou  égal  au  divifeur , ce  feroit  une  marque  que  le  chilFre  qu’on 


vient  de  mettre  au  quotient , ou  quelqu’mi  des  précédents , feroic  trop 
petit,  puifque  le  divifeur  feroit  contenu  dans  le  membre  dont  on  vien- 
.droit  de  faire  la  foiiftra^on , au  moins  une  fois  de  plus  qu*il  ne  feroit 
marqué  parce  chiffre  qu’on  viendroit  d’écrire  au  quotient , ainfî , après  la 
fouftraélion  faite  fur  le  fécond  membre  du  premier  exemple  de  la  divilion 
compofée , fi  le  refte  avoit  été  plus  grand  ou  égal  au  divifeur  84 , alors 
le  2 qu’on  a mis  au  quotient  pour  ce  membre  auroit  été  trop  petit. 

79.  Chaque  membre  de  la  divifion  foumiffant  un  chiffre  au  quorient , 
il  eft  vifible  qu’il  doit  y avoir  autant  de  chiffres  au  quotient,  qu’il  y a de 
membres  dans  la  divifion:  or,  il  eft  facile  de  voir  tout  d’un  coup  combien 
il  y aura  de  membres  dans  la  divifion , puifqu’il  y en  a autant  & un  de 
plus  qu’il  refte  de  chiffres  dans  le  dividende  après  le  premier  membre  î 
dans  l’exemple  cité , à la  remarque  précédente , il  étoit  aifé  de  voir  qu’il 
n’y  auroit  que  trois  membres  en  divifant  27605  par  84,  & par  confé- 
quent  qu’jl  n’y  auroit  que  trois  chiffres  au  quotient , parce  qu’il  ne  reftoit 
que  deux  caraâeres  au  dividende  après  le  premier  membre  276.  On  ne 
parle  pas  ici  des  chiffres  qui  compofent  la  fraéUon  du  quotient  total. 

III. 

80.  On  ne  peut  jamais  mettre  plus  de  9 au  quotient  pour  un  des 
membres  du  dividende  : nous  allons  le  démontrer  à l’égard  du  premier 
membre , & nous  ferons  voir  enfuite  que  l’on  peut  appliquer  la  même 
démonftration  aux  fuivants. 

Ou  bien  il  y a autant  de  chiffres  au  premier  membre  qu’il  y en  a au 
divifeur , ou  il  y en  a un  de  plus  : or , dans  l’un  & l’autre  cas , on  ne 
peut  mettre  plus  de  9 au  quotient  j fuppofons  d’abord  qu’il  y a autant 
de  chiffres  dans  le  premier  membre  qu’il  y en  a au  divifeuri  par  exem- 
ple , trois  à chacun , enforte  que  les  trois  du  premier  membre  foient  les 
plus  grands  qu’il  foit  pofilble,  & que  les  trois  du  divifeur  foient  au 
contraire  les  plus  petits  que  l’on  puiffe , afin  que  le  divifeur  foit  contenu 
plus  de  fois  dans  le  premier  membre  : que  ce  premier  membre  foit  donc 
599 , & le  divifeur  100  ; il  eft  certain  que  100  n’eft  point  contenu  dix 
ibis  dans  999 , car  afin  que  100  fût  contenu  dix  fois  dans  999 , il  fau- 
droit  que  ce  nombre  999  fût  dix  fois  plus  grand  que  loo,  ce  qui  n’eft 
pas,  puifque  pour  rendre  un  nombre  dix  fois  plus  grand  qu’il  n’eft,  il 
n’y  a qu’à  mettre  un  o après  ce  nombre  : or , en  mettant  un  o après  1 00, 
il  vient  1000 , qui  eft  plus  grand  que  999  j donc  999  n’eft  pas  dix  fois 
plus  grand  que  100,  & par  conféquent  100  n’eft  pas  contenu  dix  fois 
dans  999  ; on  ne  peut  donc  mettre  plus  de  9 au  quotient,  en  divifant 
999  par  lOQ. 
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De  même,  s’il  y avoit  un  chiffre  de  moins  dans  le  divifeur  que  dans 
le  dividende  partiel  ; par  exemple , li  le  divifeur  étoit  625  , & le  premier 
membre  6249,  ( ce  premier  membre  eft  le  plus  grand  qu’il  foit  poflible 
par  rapport  au  divifeur,  puifque,  fi  on  l’augmentoit  d’une  unité,  la 
fomme  qui  en  réfulteroit,  favoir  6250,  ne  pourroit  plus  être  prife 
pour  premier  membre,  mais  feulement  625  égal  au  divifeur  : ) dans  ce 
cas  , le  divifeur  ne  feroit  pas  contenu  dix  fois  dans  le  dividende  partiel , 
puifqu’en  rendant  ce  divifeur  dix  fois  plus  grand,  c’eft- à-dire,  en  le 
multipliant  par  10,  le  produit  6250  eff  plus  grand  que  le  premier 
membre  6249  j on  ne  peut  donc,  même  dans  ce  cas,  mettre  plus  de  9 
au  quotient. 

Ge  que  l’on  vient  de  dire  pour  le  premier  membre  de  la  divifion , 
doit  s’entendre  également  de  tous  les  autres , parce  que  le  refte  qui  fe 
trouve  après  chaque  fouftraftion , étant  toujours  plus  petit  que  le 
divifeur , il  eft  impoffible  que  ce  refte , augmenté  du  chiffre  qu’on 
abaiffe , contienne  dix  fois  le  divifeur. 

Ces  trois  remarques  conviennent  à la  divifion  fimple , comme  à la 
divifion  compofée. 

8 1-  Quand  une  divifion  compofée  doit  donner  un  grand  nombre  de 
chiffres , par  exemple , fept , huit  ou  même  davantage , il  eft  bon  de 
commencer  par  chercher  les  produits  du  divifeur  par  les  neuf  premiers 
chiffres,  1,2,  ^,4,  &c.  alors  il  n’y  a point  d’épreuve  à tenter,  & la 
divifion  fe  réduit  à faire  feulement  des  fouftraôions  : foit , par  exemple , 
le  nombre  543862704960184  à divifer  par  842065.  On  cherchera  les 
différents  produits  que  nous  venons  de  dire , en 
commençant  par  les  plus  petits , & les  écrivant 
par  ordre  les  uns  fous  les  autrés  avec  les  multi- 
plicateurs à côté , en  cette  forte  : or , pour  trouver 
aifément  ces  produits  > il  n’y  a qu’à  ajouter 
le  premier  à celui  qui  précédé  immédiatement 
celui  qu’on  cherche  ; ainfi , pour  avoir  le  cin- 
quième , on  ajoutera  le  premier  au  quatrième  , 

& de  même,  pour  avoir  le  fixieme,  il  faut  ajouter 
le  premier  au  cinquième , ainfi  des  autres  j & 
pour  s’affurer  qu’on  ne  s’eft  pas  trompé,  il  fera 
bon  de  multiplier  le  premier  par  9 , le  produit  doit  être  le  même  que 
le  neuvième  qu’on  aura  trouvé  par  l’addition. 

8 2.  Entre  plufieurs  maniérés  de  faire  la  divifion  compofée , nous 

avons  choifi  celle  que  nous  avons  expliquée , parce  qu’elle  eft  plus 

facile  à entendre , & que  d’ailleurs  elle  paroît  moins  fujette  aux  fautes 

de 


842065  par  I 
1684130  par  2 
2526195  par  5 
3368260  par  4 
4210325  par  5 
5052390  par  6 
5894455  par  7 
6736520  par  8 
7578585  par  9 
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de  calcul  que  les  autres  -,  ce  qui  eft  d^ine  grande  conféquence.  Au  reRe , 
lorfque  le  quotient  ne  doit  être  compofé  qu’environ  de  ^ ou  4 caradleres  , 
il  feroit  plus  court  pour  ceux  qui  ont  quelque  habitude  dans  le  calcul , 
de  ne  faire  l'épreuve  que  par  la  penfée , & de  commencer  la  multiplica- 
tion  du  divifeur  vers  la  gauche , en  faifant  la  fouRraâion  en  même  temps 
fans  rien  écrire  : la  fouRraétion  fe  fait  de  la  même  maniéré  que  pour  la. 
preuve  de  l’addition.  On  va  appliquer  cette  méthode  fur  un  exemple. 

Si  je  veux  divifer  843067  par  *965,  je  dis  : en  8 combien  de 
fois  deux  ? il  y eft  4 fois  ; j’éprouve  donc  4 en  commençant  à multiplier 
le  divifeur  vers  la  gauche , & en  faifant  en  même  temps  la  fouRraÂion 
de  la  maniéré  fuivante  : 4 fois  a font  8 ; j’ôte  ce  produit  8 du  premier 
chiffre  du  dividende , auquel  répond  le  2 du  divifeur , & il  ne  refte  rien , 
je  multiplie  enfuite  le  9 du  divifeur  par  4 ; mais  le  produit  ne  pouvant 
être  ôté  du  4 du  dividende , il  eft  vifible  que  ce  chiffre  éprouvé , favoir 
4 , n’eft  pas  bon  ; j’éprouve  donc  le  3 de  la  même  maniéré  , & je  dis  : 
3 fois  1 font  6 , j’ote  6 de  8 > il  refte  2 , qu’il  faut  joindre  par  la  penfée 
avec  le  4 fuivant  du  premier  membre,  ce  qui  fait  24  : enfuite  je  dis^ 

3 fois  9 font  27  que  je  ne  puis  ôter  de  24  ; 
ainfi  le  chiffre  3 n’eft  pas  encore  bon  : 
j’éprouve  donc  le  2 en  difant  : 2 fois  2 font 

4 que  j’ôte  de  8 j il  refte  4 qu’il  faut  joindre 
par  la  penfée  avec  le  4 fuivant,  & la  fomme 
eft  44>  Après  cela , je  multiplie  9 par  2 , & 
j’ôte  le  produit  18  de  44,  & voyant  qu’il 
refté  plus  de  9 , je  fuis  afluré  que  2 eft 
bon , c’eft  pourquoi  je  fais  la  multiplication 
du  divifeur  par  2 à l’ordinaire  , en  com- 
mençant à la  droite , & en  écrivant  le  produit  : après  quoi  je  fais  la 
ibuftraâion  & j’écris  le  refte , comme  il  a été  pratiqué  dans  la  méthode 
dont  on  s’eft  fervi  ci-deflus. 

La  fouftraéfion  étant  faite  > & le  chiffre  fuivant  du  dividende  étant 
abaiffé , le  fécond  membre  eft  25006 , fur  lequel  je  fais  l’épreuve  ' 
comme  fur  le  premier  : je  dis  donc,  en  25  combien  de  fois  2 ? on  ne 
peut  mettre  que  9 ; ainfî  j’éprouve  9 en  difant , 9 fois  2 font  1 8 que 
j’ôte  de  25  ,il  refte  7 i je  joins  par  la  penfée  le  refte  7 au  zéro  fuivant 
du  fécond  membre  , ce  qui  fait  70  i après  quoi  je  multiplie  le  9 du  di- 
vifeur par  le  9 éprouvé  ; mais  le  produit  ne  pouvant  être  ôté  de  70  , 
je  conclus  que  le  9 n’eft  pas  bon  : j’éprouve  donc  le  8 en  difant  : 8 fois 
2 font  16  que  j’ôte  de  25  , il  refte  9 ; ainfi  je  fuis  afluré  que  le  chiffre 
éprouvé  eft  bon  j c’eft  pourquoi  je  multiplie  le  divifeur  entier  par  8., 
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& j’écris'  le  produit  ; je  fais  enfuite  la  fouiIra<^ion  en  écrivant  aùfïl  lè 
refte.  On  fera  l’épreuve  de  la  même  maniéré  fur  le  troifieme  membre 
de  la  divifion. 

85.  Après  avoir  fini  l’épreuve  pour  chaque  chiffre  du  quotient  ^ on 
pourroit  faire  la  fouftraâion  à mefure  qu’on  multiplie  chaque  chiffre  du 
divifeur , fans  écrire  le  produit.  Nous  allons  le  pratiquer  par  rapport  au 
premier  chiffre  du  quotient  qui  eft  2 : » fois  5 font  10,  10  de  o ne 
peut  ; ainfî  je  dis  : 10  de  10  refte  o que  j’écris  , & je  retiens  i : puis  je 
dis  : 2 fois  6 font  1 2 & i que  j’ai  retenu  c’eft  1 3 j 1 3 de  5 ne  peut  , 
13  de  13  refte  o que  j’écris  au-deffous  de  3 , & je  retiens  i.  Je  dis  en- 
fuite  : 2 fois  9 font  1 8 & i que  j’ai  retenu  font  19  ; 1 9 de  4 ne  peut , 
19  de  24  refte  5 que  j’écris  > & je  retiens  2 ; enfin  je  dis  : 2 fois  2 font 
4 & 2 que  j’ai  retenu  font  6 , 6 de  8 refte  2 que  j’écris.  On  fait  de  même 
pour  les  autres  chiffres  du  quotient  ; mais , en  pratiquant  ainfi  la  multi- 
plication & la  fouftraâion  , on  rifque  plus  de  fe  tromper  qu’en  écrivant 
le  produit  pour  faire  enfuite  la  fouftraétion. 

Démonstration  de  la  Division. 

84.  Divifer  un  nombre  par  un  autre , c’eft  en  chercher  un  troifieme; 
qu’on  nomme  quotient  , qui  exprime  combien  de  fois  le  divifeur  eft 
contenu  dans  le  dividende.  Or , en  fuivant  les  réglés  de  la  divifion  , 
on  trouve  pour  quotient  un  nombre  qui  exprime  combien  de  fois  le 
divifeur  eft  contenu  dans  le  dividende  » car  pour  voir  combien  de  fois 
un  nombre  eft  contenu  dans  un  autre , il  n’y  a qu’à  favoir  combien  de 
fois  le  premier  peut  être  ôté  du  fécond.  Or , en  fuivant  les  réglés  de 
la  divifion , on  trouve  pour  quotient  un  nombre  qui  exprime  combiett 
de  fois  le  divifeur  peut  être  fouftrait  du  dividende  , puifqu’à  chaque 
chiffre  qu’on  écrit  au  quotient , on  doit  multiplier  le  divifeur  par  ce 
chiffre , pour  en  fouftraire  le  produit  du  dividende  : par  exemple , fi  ôn 
divife , 100  par  4 , ilfe  trouvera  à la  fin  de  l’opération , qu’on  aura  mul- 
tiplié 4 par  25  j&qu’on  aura  fouftrait  le  produit , c’eft-à.dire,  25  fois 
4de  100  , & par  conféquent  le  divifeur  eft  retranché  du  dividende 
autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  le  quotient  : d’ailleurs  le  divifeqt 
eft  retranché  du  dividende  autant  de  fois  qu’il  y eft  contenu , puifque 
félon  les  réglés  de  la  divifion , le  refte , s’il  y en  a , eft  toujours  moindre 
que  le  divifeur  j donc  le  quotient  exprime  combien  de  fois  le  divifeur 
peut  être  ôté  du  dividende  > ainfi  il  marque  combien  de  fois  le  divifeur 
eft  contenu  dans  le  dividende  : ce  qu’il  falloir  démontrer. 

85.  Les  commençants  pourroient  être  embarraftés  pour  comprendre 
t^mment , dans  la  pratique  de  la  diyiüon , le  divifeur  eft  ôté  du  divi* 
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dende  autant  de  fois  qu^il  eft  marqué  par  le  quotient  : fuppofé  , par 
exemple , que  le  dividende  foit  4578  & le  divileur  6,  le  quotient  fera 
763.  Or  il  neparoît  pas  d^abord  qu’en  fuivant  les  réglés  de  la  divifion  , 
le  divifeur  6 ait  été  ôté  du  dividende  763  fois,  parce  que  pour  le  pre- 
mier membre  de  la  divifion , on  n’a  multiplié  le  divifeur  6 que  par  7 , 
après  quoi  on  a ôté  le  produit 4 2 , c’eft-à-dire  7 fois  6,  du  dividende: 
pour  le  fécond  membre  , on  n’a  fouftrait  le  divifeur  6 que  6 fois  du  di- 
vidende , ou , ce  qui  eft  la  même  chofe  , le  produit  du  divifeur  par  le 
fécond  chiffre  6 du  quotient  ; enfin  pour  le  troifieme  membre  on  a en- 
core ôté  le  divifeur  3 fois  du  dividende  : on  a. donc  ôté  le  divifeur  d^ 
dividende  feulement  1 6 fois  ; favoir , 7 fois  pour  le  premier  membre  , 
6 fois  pour  le  fécond , 3 fois  pour  le  troifieme  j ce  qui  fait  en  tout  1 6, 
& non  pas  763. 

Pour  faire  évanouir  cette  difficulté , il  faut  confidérer  de  quelle  ma- 
niéré fe  fait  la  fouftraétion  dans  la  divifion.  QjLiand  pour  le  premfer  mem- 
bre on  a ôté  du  dividende  le  produit  de  6 par  7 , c’eft-à-dire  42 , on  a 
faitcommefion  avoit  voulu  fouftraire  4200  produit  de  6 par  700  , 
puifque,  pour  fouftraire  4200  de  4578  , il  faudroit  difpofer  ces  deux 
nombres  , enforte  que  42  répondit  à 45  , & pour  lors  on  trouveroit 
pour  refte  378  , qui  eft  le  même  nombre  qui  eft  refté  du  dividende  entier 
après  la  première  fouftraélion  ; ainfi  par  cette  fouftraûion  on  a ôté  700 
fois  le  divifeur  6 du  dividende  : de  même , par  la  fécondé  fouftraélion  de 
la  divifion , on  a ôté  du  dividende  le  produit  du  divifeur  6 par  60,  qui 
eft  3 60  : enfin , par  la  troifieme  fouftradüon , on  a ôté  du  dividende  qui 
reftoit , 3 fois  le  divifeur , c’eft-à-dire,  le  produit  de  6 par  3 j il  eft 
donc  certain  que  le  divifeur  a été  ôté  du  dividende  en  faifant  la  divifion, 
700 fois,  2®.  60 fois,  3®-  3 fois  ,ce  qui  fait  en  tout  763  fois. 

8 6.  Il  eft  facile  de  voir  à préfent  qu’on  peut  fe  fervir  de  la  divifion  pour 
preuve  delà  multiplication  ; car  le  produit  contenant  le  multiplicande 
autant  de  fois  qu’il  eft  marqué  par  le  multiplicateur , il  eft  évident  que 
fi  on  divife  le  produit  par  le  multiplicande , le  quotient  fera  le  multi- 
plicateur ; ôc  réciproquement , fi  on  divife  le  produit  par  le  multipli- 
cateur , le  quotient  fera  le  multiplicande. 

87.  C’eft  par  1a  divifion  qu’on  réduit  une  fomme  de  petites  efpeces 
à de  plus  grandes , ce  qui  fe  fait  en  divifant  la  fomme  des  petites  efpeces 
par  le  nombre  qui  exprime  combien  la  grande  efpece  contient  de  fois  ^ 
petite  ••  par  exemple,  pour  réduire  une,  fomme  de  deniers  en  fols , il  faut 
divifer  le  nombre  des  deniers  par  1 2 > parce  qu’un  fol  vaut  1 2 deniers  , 
.&  le  quotient  fera  le.  nombre  des  fols  contenus  dans  la  fomme  des 
deniers. 


Si  ARITHMÉTIQUE. 

La  raifon  de  cette  pratique  eft  que  le  nombre  de  fols  que  vaut  la 
fomme  de  deniers  eft  douze  fois  plus  petit  que  le  nombre  des  deniers , 
puifqu’il  faut  douze  deniers  pour  faire  un  fol , il  ne  s^agit  donc , pour 
réduire  les  deniers  en  fols , que  de  trouver  un  nombre  qui  ne  foit  que  la 
douzième  partie  de  celui  des  deniers.  Or,  en  divifant  le  nombre  des 
deniers  par  1 2 , on  trouve  pour  quotient  un  nombre  qui  n’eft  que  la 
douzième  partie  de  celui  des  deniers  (62D).  Donc  ce  quotient 
marquera  le  nombre  des  fols  contenus  dans  la  fomme  des  deniers. 

Nous  allons  donner  plufîeurs  exemples  de  réduâion  des  petites 
efpeces  aux  plus  grandes. 

Combien  546  deniers  valent* ils  de  fols?  il  faut  divifer  546  par  12  , 
le  quotient  45  & le  refte  6 , font  voir  que  546^  valent  45^^  6^. 

Combien  720  pieds  en  longueur  valent* ils  de  toifes  i’  il  faut  divifer 
7 20  par  le  divifeur  6 , qui  marque  combien  de  fois  le  pied  eft  contenu 
dans  la  toife  i le  quotient  1 20  fait  connoître  que  7 20  pieds  contiennent 
1 20  toifes. 

Combien  50  onces  d^argent  valent-elles  de  marcs  ? Il  faut  divifer  50 
par  8 , qui  marque  combien  il  y a d’onces  au  marc  ; le  quotient  6 & le 
refte  2 font  connoître  qu*il  y a 6 marcs  2 onces  dans  50  onces. 

88.  Pareillement  on  fe  fert  de  la  divifîon  pourconnoître  à combien 
revient  une  petite  mefure  d’une  marchandife  qu’on  a achetée  en  gros  ; 
on  trouve , par  exemple , le  prix  d’une  pinte  de  vin  à tant  le  muid.  11  faut 
divifer  la  fomme  que  le  muid  a coûté  parle  nombre  de  pintes  qu’il  con- 
tient. AinH , en  fuppofant  que  le  muid  contient  280  pintes^  il  faut  divi- 
,fer  la  fomme  que  le  muid  a coûtée  par  280 , le  quotient  fera  le  prix  de  la 
pinte.  Si  le  muid  a coûté  i o 5 livres , on  trouvera  que  la  pinte  revient  à 7 
fols  6 deniers  j il  faut  réduire  les  livres  en  fols  , quand  le  nombre  des 
livres  eft  moindre  que  le  divifeur  j & quand  il  refte  des  fols , il  faut  aufft 
les  réduire  en  deniers  , afin  de  divifer  ces  deniers  par  le  même  divifeur. 

87.  Si  on  eft  embarrafié  laquelle  des  deux  opérations,  la  multiplica- 
tion ou  la  divifion , on  doit  employer  pour  trouver  ce  qu’on  cherche , on 
peut  fuivre  la  réglé  fuivante.  11  faut  fe  fervir  de  la  divifion  quand  le 
nombre  qu’on  cherche  doit  être  moindre  que  celui  qu’on  a : il  faut  le 
fervir  de  la  multiplication  lorfque  le  nombre  cherché  doit  êrre  plus 
grand  que  celui  qu’on  a.  Je  fuppofe  que  le  divifeur  ou  le  multiplicateur 
eft  plus  grand  que  l’unité. 

McLoiere  abrégée  défaire  la  Divifion  en  certains  cas» 

Il  y a des  occafions  où  l’on  peut  faire  la  divifion  plus  facilement  qu’à 
l’ordinafire  j il  eft  bon  de  ne  pas  ignorer  quand  cela  fe  peut  faiie;^ 
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90.  I ®.  Lorfque  le  divifeur  eft  compofé  de  l’unité  fuivie  de  plufieurs 
2eros  > s’il  y a autant  ou  plus  de  zéros  à la  fin  du  dividende  que  dans  le 
divifeur , pour  lors , afin  d’avoir  le  quotient , il  n’y  a qu’à  retrancher 
autant  de  zéros  de  la  fin  du  dividende  qu’il  y en  a dans  le  divifeur , & le 
refte  eft  le  quotient  de  la  divifion  : par  exemple , pour  divifer  2475000 
par  1000 , comme  il  y a trois  zéros  dans  le  divifeur , il  faut  retrancher 
les  trois  zéros  qui  font  à la  fin  du  dividende,  le  refte  2475  quotient 
de  la  divifion. 

Autre  exemple  : le  nombre  6 24000  étant  divifé  par  1 00  , le  quotient 
eft  6240. 

Voici  la  raifon  de  cet  abrégé  appliquée  au  premier  exemple.  Divifer 
un  nombre  par  1000,  c’eft  chercher  la  millième  partie  de  ce  nombre, 
ou  bien , ce  qui  eft  la  même  chofe , c’eft  en  chercher  un  qui  foit  mille 
fois  plus  petit  ( 62  i>).  Or  , en  retranchant  trois  zéros  qui  font  à la  fin  . 
du  dividende  , on  le  rend  mille  fois  plus  petit , comme  il  paroît  par  ce 
qui  a été  dit  fur  la  maniéré  abrégée  de  faire  la  multiplication  (55);  par 
conféquent , ce  qui  refte  du  dividende , après  en  avoir  retranché  les 
trois  zéros  qui  font  à la  fin  , eft  le  quotient  de  la  divifion. 

91.  Le  divifeur  étant  toujours  compofé  de  l’unité  fuivie  de  plufieurs 
zéros , fi  le  dividende  avoit  des  chifires  pofitifs  à la  fin , on  pourroit 
aufii  retrancher  autant  de  caraéferes  de  la  fin  du  dividende , qu’il  y 
auroit  de  zéros  dans  le  divifeur , & le  quotient  feroit  encore  le  refte  du 
dividende , joint  à une  fraétion  dont  le  numérateur  fejoit  les  chiffres 
qu’  on  auroit  retranchés  du  dividende , & le  dénominateur , le  divifeur. 
Éxemple,  fi  on  divife  2475894  par  1000,  le  quotient  fera  2475  ~ : 
c’eft  une  fuite  néceflàire  de  ce  que  l’on  vient  de  dire  ; car  2475894  eft 
égal  à 2475000  ,plus  894.  Or  le  quotient  de  2475000  par  1000  eft 
2475  , & celui  de  894  parle  même  divifeur  , eft  la  fraâion 

92.  2®.  Lorfqu’on  veut  divifer  un  nombre  par  deux , il  faut  prendre 
la  moitié  de  chaque  caraétere  de  ce  nombre  : ce  qui  eft  plutôt  fait  que 
d’obferver  les  réglés  ordinaires  de  la  divifion. 

Soit , par  exemple , le  nombre  6 5 207  à divifer  6 5 207 

par  2 : au  lieu  de  fuivre  la  réglé  générale , je  dis:  3*^03  H" î* 

la  moitié  de  6 eft  3 que  j’écris  au-deffous  de  6 ; 
après  je  dis  : la  moitié  de  4 c’eft  2 que  je  pofe  fous  5 : j’ai  dit  exprès  la 
moitié  de  4 , quoiqu’il  y ait  5 , parce  que  5 étant  un  nombre  impair  , 
dont  par  conféquent  on  ne  peut  prendre  la  moitié,  il  a fallu  rejeter  «ne 
unité  au  rang  fui  vant  où  elle  vaudra  10(4);  c’eft  pourquoi  je  dirai  au 
troifieme  rang  : 1 o & 2 qui  fe  trouvoient  déjà  à ce  rang  font  12,  dont 
la  moitié  eft  6 que  je  pofe  fous  deux  5 enfuite  je  dis  ; la  moitié  de  o c’eft. 


^4  ARITHMETIQUE. 

O que  j’écris  au-deflbus.  Enfin , la  moitié  de  6 ( je  prends  6 au  lieu  de 

7 quieft  impair)  c’eft  3 que  j’écris  encore  fous  7 , & comme  il  refte  1 à 
divifer  par  2 > il  y aura  une  fraction  dont  un  fera  le  numérateur  5c  2 le 
dénominateur. 

Voici  encore  deux  autres  14050416  130407020 

exemples  que  nous  donnons  7025208  65203510 

jfans  les  expliquer  comme  le 
précédent. 

93.  On  peut  fe  fervir  de  la  même  méthode  lorfqu*il  s’agit  de  divifer 
un  nombre  par  3 , par  4 , par  5 , ôcc.  mais , fi  on  veut  divifer  par  3 , 
au  lieu  de  prendre  la  moitié  de  chaque  chiffre  du  nombre , il  en  faut 
prendre  le  tiers , comme  on  le  voit  dans  l’exemple  fui  vant,  où  il  s’agit 
de  divifer  98104  par  3 . 

Je  dis  donc  : le  tiers  de  9 efi:  3 que  j’écris  98104 

fous  9 : enfuite  je  prends  le  tiers  de  6 au  lieu  de  8 , 3 270 1 -f-v 

c’eft  2 que  j’écris  fous  8.  On  remarquera  que  je 
n’ai  pris  que  le  tiers  de  6 , parce  que  je  ne  pouvois  prendre  le  tiers  de 

8 non  plus  que  de  7 , c’eff  pourquoi  j’ai  rejeté  deux  unités  du  8 au 
croifieme  rang  où  elles  vaudront  20  ; je  dis  donc  : 20  5c  1 qui  fe  trouve 
à ce  rang  font  21,  dont  le  tiers  eft  7 que  je  pofe  fous  ï : après  cela  je 
dis  : le  tiers  de  o c’eft  o que  j’écris  au-deffous  : enfin  le  tiers  de  3 au 
lieu  de  4 3 c’eft  i que  je  mets  fous  4;  mais , y ayant  une  unité  de  refte  , 
il  y aura  une  fraéUon  dont  i fera  le  numérateur  5c  le  3 le  dénominateur. 
Le  quotient  de  98 1 04  divifé  par  3 eft  donc  32701  -j- 

Voici  deux  autres  nombres 

dont  00  a pris  le  tiers  ou  250805  150402600 

qu’on  a divifé  par  3 3 par  la  83601+3.  50134200 

même  méthode. 

On  opéré  d’une  façon  femblable  quand  on'  fe  fert  de  cette  méthode 
pour  divifer  par  4 >5 , 6.,  5cc.  mais  elle  devient  plus  difficile  àmefure 
que  le  divifeur  augmente. 

Il  eft  clair  que  cette  pratique  eft  une  efpece  de  divifion  j car  prendre 
le  tiers  de  25  , par  exemple , ç’eft  la  même  chofe  que  de  divifer  ou  de 
partager  25  par  3.  . 

11  eft  inutile  de  s’arrêter  pour  démontrer  cette  méthode  , étant  afl^ 
évident  qu’en  prenant  la  moitié  de  chaque  chiffre  d’un  nomUe  , on  a 
la  moitié  de  ce  nombre  : c’eft  la  même  raifon  quand  il  s’agit  du  tiers. 

94.  On  tire  de  là  une  maniéré  fort  courte  de  réduire  les  fols  en  livres  : 
elle  confifte  à retrancher  le  dernier  caraôçre  du  nombre  qui  marque 
; les  fols  i ôc  à prendre  enfuite  la  moitié  du  refte , fuivant  la  méthode 
qu’on  vient  d’enfeigner, 


« 
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Soit , par  exemple , 6 1 7409  à réduire 
en  livres , il  faut  retrancher  le  dernier  chiffre  61740  j 9 S 

O qui  marque  les  unités  de  fols  , & prendre  30870*  9 fl 

la  moitié  du  refte  : cette  moitié  eft  30870  ; 
âinlî6i7409fl  valent  308^^  9fl:  onajoute  9^  à caufedu9  qu*on 
a retranché. 

Second  exemple  , dans  lequel  Pavant-  4*047  | 8 A 

dernier  chiffre  7 étant  impair,  il  refte  une  20523*  i8fl 

unité  qu’il  faut  joindre  avec  le  chiffre 

retranché , en  le  mettant  avant  ce  chiffre , parce  que  c’eft  une  dixainô 
de  fols. 

Voici  encore  deux  460134  1 oA  61405  ) oA 

fommes  de  fols  à ré-  '230067*  30702*  10 A 

duire  en  livres. 

La  raifon  de  cette  maniéré  d’opérer  vient  de  ce  que  le  nombre  dô 
livres  contenu  dans  une  fomme  de  fols , éft  20  fois  plus  petit  que  le 
nombre  de  fols  ; ainfî  il  ne  s’agit  que  de  prendre  la  vingtième  partie  du 
nombre  de  fols.  Or , fi  le  dernier  caraétere  eft  un  zéro , en  le  retran- 
chant , le  refte  eft  la  dixième  partie  de  ce  nombre  ; par  conféquent  ert 
prenant  la  moitié  de  ce  refte , on  aura  la  vingtième  partie  du  nombre  de 
îblsi  donc  cette  moitié  exprime  le  nombre  de  livres  que  renferme  I4 
fomme  des  fols. 

Si,  au  lieu  de  fuppofer  que  le  dernier  cara^ere  du  nombre  des  fols 
eft:  un  zéro  , il  fe  trouve  que  c’eft  un  chiffre  pofitif  tel  que  9 , comme 
dans  le  premier  exemple , il  eft  vifible  que  le  nombre  eft  plus  grand  de 
9 fols  J que  s’il  y avbit  un  zéro  à la.  place  du  9 ; par  conféquent , outre  les 
li  vres  marquées  par  la  moitié  du  refte , il  contient  encore  9 fols  de  plus. 

95.  Nous  ajouterons  ici  une  pratique  fort  commode  pour  prendre  la 
dixième  partie  d’une  fomme  de  livres.  11  faut  retrancher , c*eft-à-diré , 
effacer  le  dernier  chiffre  du  nombre  qui  exprime  la  fomme  & doubler  le 
chiffre  retranché  : pour  lors  le  nombre  qui  refte  après  le  retranchement 
marquera  des  livres , & le  double  du  chiffre  retranché  exprimera  des 
fols.  Or,  le  nombre  des  livres  qui  refte  joint  aux  fols  eft  précifément  le 
dixième  delà  fomme  des  livres.  Exemples.  Le  dixième  de  504723  * eft 
5 047  a * 6 A.  Le  dixième  de  497  8 * eft  497  * 1 6 A.  Le  dixième  de  4970  » 
eft  497*  i il  n’y  a point  de  fols,  parce  que  le  double  de  zéro  n’eft  rien. 

11  eft  aifé  d’appercevoir  que,  pour  avoir  le  dixième  de  4970  *,  il  faut 
feulement  effacer  le  zéro  qui  eft  à la  fin  ; car  en  effaçant  le  zéro  , . le 
nombre  reftant  497  eft  le  quotient  de  4970  divifé  par  10  (93)  : or  le 
quotient  de  4970  divifé  par  1 0 ^ eft  précifément  la  dixième  partie  de 
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4970  (6z  J>).  Donc  497“  eft  le  dixième  de  4970»;  ainfi  , quand  le 
dernier  chiffre  d’un  nombre  eft  un  zéro , ce  qui  refte  après  avoir  eftacé 
le  zéro  , eft  le  dixième  du  nombre  propofé. 

Cela  pofé , ]er  dis  que  le  dixième  de  497  8 » eft  497  » 1 6 ïî  plus  grand 
de  1 6^5  que  celui  de  4970*.  La  raifon  eft  que  4978*  eft  plus  grand 
que  4970  » feulement  de  8 Or , le  dixième  de  8 eft  1 6 , puifque 
le  dixième  de  chaque  livre  eft  2 , par  Conféquent  lorfque  le  dernier 

chiffre  d’un  nombre  qui  marque  des  livres  eft  pofitif,  il  faut  prendre 
deux  fols  pour  chaque  livre  marquée  par  ce  dernier  chiffre , c’eft-à-dire  , 
qu’il  faut  doubler  ce  chiffre , & il  délignera  les  fols  qui , joints  au  nombre 
des  livres  reftant , font  le  dixième  de  la  fomme  propofée. 

Si  on  veut  favoir  ce  qui  refte  de  la  fomme  dont  on  a pris  le  dixième, 

11  faut  ôter  ce  dixième  de  la  fomme  propofée , & le  refte  fera  ce  que 
l’on  cherche  : ainfî , par  rapport  au  premier  exemple , il  faut  ôter 
50472*^  6^5  de  504723  le  refte  fera454250**  14^5. 

Avant  de  paffer  à la  multiplication  ôc  à la  divifion  des  nombres 
complexes  , il  eft  à propos  de  faire  la  multiplication  & la  divifion  par 

1 2 , en  opérant  de  la  même  manjere  que  dans  la  multiplication  & la 
divifion  fimples  , ce  qui  abrégé  ces  opérations , qui  font  fort  fréquentes 
dans  la  pratique , à caufe  que  le  fol  contient  douze  deniers , & que  le 
pied  fe  divife  en  1 2 pouces  , & le  pouce  en  1 2 lignes.  Or , pour  opérer 
de  cette  maniéré  , il  faut  favoir  les  produits  de  1 2 par  les  neuf  premiers 
chiffres  ,i,2,3>4,5>6>7>8>9-  Voici  ces  produits , au-deffus 
defquels  nous 

3>  4j  5>  ^ y 7 y 8,  9. 

12,  24  , 36  , 48  , 60  , 72  , 84 , 96 , io3. 


avons  placé 
les  multiplica- 
teurs. 

96.  Cela  pofé,  fi  je  veux  multiplier  534  par  12,  je  dirai  : 12  fois 
4 font  48  , je  pofe  8 6c  je  retiens  4 : je  dis  enfuite  : 

12  fois  3 font  36 ,6c  4 que  j’ai  retenu  font  40  , 534 

je. pofe  O 6c  je  retiens  4 -,  enfin  je  dis  : 12  fois  5 font  irz 

, 6c  4 que  j’ai  retenu  font  64,  je  pofe  4 , 6c  6408 

j’avance  6.  Le  produit  eft  donc  6408. 

Pareillement , pour  divifer  8562  par  12,  je  dis  : en  8 5 combien 
de  fois  12?  7 fois;  je  mets  donc  7 au  quotient,  8^62  Ci  2 

enfuite  je  multiplie  1 2 par  7 , ce  qui  donne  84 , — ^ ^ — 

& je  retranche  le  produit  84  de  85  > il  refte  i ^7*3 

que  j’écris  fous  5 , j’abaifle  enfuite  6 à côté  du  4^ 

refte  1 pour  avoir  le  fécond  membre  1 6 , fur  ' C ° 

lequel  j’opere  de  la  même  maniéré  ; je  dis  donc  : en  1 6 combien  de 

foi$ 


V 
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fols  1 2 ? I fois  ; je  pofe  donc  i au  quotient , & je  multiplie  1 2 par  i , 
le  produit  eft  1 2 que  j’ôte  de  1 6 , le  refte  eft  4 que  j*écris  fous  6 , & 
j*abaifle  le  2 à côté  du  refte  4 i le  troifieme  membre  eft  donc' 42  , qui 
étant  divifé  par  1 2 y donne  3 > & il  refte  6. 

DE  LA  MULTIPLICATION  DES  NOMBRES 

COMPLEXES. 

É 

Nous  avons  remis  à traiter  de  la  multiplication  des  nombres  com* 
plexes  après  la  divifion , parce  que,  pour  faire  "cette  multiplication , il  ■ 
faiit  fe  fervir  de  la  divillon , comme  on  le  verra  dans  la  fuite. 

Les  nombres  complexes  font  ceux  qui  contiennent  des  quantités 
de  différentes  efpeces  : tel  eft  le  nombre  fuivant , 40  livres  1 5 fols 
6 deniers,  celui-ci  26  toifes  4 pieds  10  pouces.  Nous  allons  donner 
la  méthode  de  multiplier  ces  nombres  l’un  par  l’autre  après  la  remarque 
fuivante. 

97.  Lorfqu’on  cherche  le  prix  d’une  marchand! fe  par  la  multipli- 
cation , on  doit  toujours  regarder  comme  le  multiplicande  , celui  des 
deux  nombres  qui  contient  des  quantités  femblables  à-  celles  du  pro- 
duit : par  exemple,  fi  on  cherche  le  prix  de  1 2 aunes  de  drap  à 1 5^ 
l’aune , & qu’on  multiplie  les  deux  nombres  1 2 & 1 5 l’un  par  l’autre , 
on  doit  regarder  1 5»  comme  le  multiplicande , parce  que  le  produit 
qu’on  cherche  exprimera  des  livres , & l’autre  nombre , 1 2 aunes , eft 
le  multiplicateur;  car,  lorfqu’on  cherche  le  prix  de  12  aunes  à 15^1 
chacune,  il  eft  évident  qu’il  faut  prendre  douze  fois  15“,  c’efbà-dire, 
multiplier  1 5 par  1 2 , 6c  par  conféquent  les  15^  font  le  multiplicande  , 
ôc  le  nombre  12  eft  le  multiplicateur.  Souvent  on  s’énonce  comme  fi 
le  nombre  qui  marque  le  prix  étoit  le  multiplicateur , mais  on  doit 
toujours  le  concevoir  comme  étant  le  multiplié. 

Pour  ce  qui  eft  du  multiplicateur , il  faut  toujours  le  concevoir 
comme  un  nombre  pur,  c’eft  à-dire,*qui  ne  lignifie  que  des  unités  ou 
des  parties  d’unités,  fans  appliquer  l’idée  d’unités  à des  grandeurs 
particulières,  comme  des  aunes,  des  toifes,  des  livres,  des  fols,  6cc. 
ainfi,dans  l’exemple  précédent,  il  faut  multiplier  15»  par  12,  eu 
çonfidérant  le  multiplicateur  1 2 comme  un  pur  nombre  , contenant 
fimplement  douze  unités  ; car,  fi  on  confidérpjj:  j2  coipme  lignifiant 
des  aunes,  la  multiplication  feroit  inintelligible  , parce  qu’il  eft  ridicule 
de  multiplier  des  livres  par  des  aunes.  Cette  remarque , touchant  le 
multiplicande  6c  le  multiplicateur,  doit  s’entendre  des  nombres 

complexes  6c  des  incomplexes.  , . t 

L Partie.  H 
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98.  Pour  multiplier  un  nombre  complexe  par  un  autre,  il  faut» 
I réduire  chacun  des  deux  nombres  à la  plus  petite  efpece  quMl  con> 
tientj  2^.  multiplier Tun  par  Tautre  les  deux  nombres  réduits^  3®.divifer 
le  produit  de  cette  multiplication  par  le  nombre  qui  exprime  combien 
de  fois  la  plus  grande  efpece  du  multiplicateur  contient  la  plus  petite  > 
& le  quotient  fera  le  produit  cherché  ; mais  ce  produit  fera  feulement 
exprimé  en  la  plus  petite  efpece  du  multiplicande,  c’eRà-dire,  en 
deniers , fi  le  multiplicande  a été  réduit  en  deniers.  On  pourra , fi  l’on 
veut , réduire  ce  produit  en  fols  & enfuite  en  livres , par  le  moyen  de 
la  divifion  : tout  cela  s’entendra  par  des  exemples. 

Exemple  L 

On  demande  combien  valent  4 toifes  5 pieds  8 pouces , à 3 livres 
a fols  4 deniers  la  toife.  Pour  trouver  cette  valeur,  il  faut  multiplier 
2^  48^  par  4 toifes  5 pieds  8 pouces  j & afin  de  faire  cette  multi- 
plication , I je  réduis  5»  48^  à la  plus  petite  efpece , c’eft-à-dire  , 

à des  deniers , la  fomme  eft  748-  Je  réduis  pareillement  4 toifes  5 
pieds  8 pouces  à la  plus  petite  efpece,  qui  font  les  pouces;  la  fomme 
eft  556.  2®.  Je  multiplie  ces  deux  fommes  748  & 55  6 l’une  par  l’autre  , 
le  produit  eft  266288.  30.  Je  divife  ce  produit  par  72  , qui  marque 
combien  de  fois  la  toife  contient  le  pouce,  & je  trouve  3698  au 
quotient,  6c  le  refte  32  à divifer  par  72 ; ainfi  , la  valeur  de  4 toifes 
5 pieds  8 pouces  eft  3698  deniers  & la  fraétion  que  l’on  peut 
négliger , parce  qu’elle  ne  vaut  pas  un  denier. 

Si  on  veut  réduire  3698  deniers  en  fols,  il  faut  divifer  cette  fomme 
par  1 2 , parce  que  1 28^  font  un  fol , & on  trouvera  308^^  & 2^  de  refte  : 
enfin,  il  faut  encore  divifer  308  par  20,  afin  d’avoir  la  fomme  des  livres 
contenues  dans  308^^,  ce  qui  fe  fera  aifément  par  la  méthode  expliquée 
dans  l’article  94,  on  trouvera  15»  8^;  par  conféquent  4 toifes  5 pieds 
8 pouces , à 3»  2^  4^  la  toife,  valent  1 5»  8^^  28^^  & la  fraûion  ^ qui 
marque  feulement  quelques  parties  du  denier. 

Si  le  multiplicande  ne  contient  que  des  livres  & des  fols,  & qu’on 
ne  l’ait  réduit  qu’en  fols , & non  pas  en  deniers , il  eft  à propos , pour 
la  pratique  du  troifieme  article  de  la  méthode , de  réduire  le  refte  de 
la  divifion  en  la  plus  petite  efpece , favoir  en  deniers , afin  de  divifer 
enfuite  ce  refte  par  le  divifeur. 

Exemple  IL 

. Combien  doivent . rapporter  10*  3^^  48k,  en  fuppofant  qu’une  livre 
rapporte  3“  afi  6^  ? il.  faut  multiplier  cette  derniere  fomme  par  le 
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premier  nombre;  ainfi,  i®.  je  réduis  5»  6^  en  750^,  & pareille- 

ment je  réduis  le  multiplicateur  lo*^  4^  en  24408^.  2®.  Je  multiplie 
750  par  2440 , le  produit  eft  1830000.  3®.  Je  divife  ce  produit  par 
le  nombre  240 , qui  exprime  combien  de  fois  la  grande  efpece  du 
multiplicateur  contient  la  plus  petite , c’eft-à-dire , combien  il  y a de 
deniers  dans  une  livre;  le  quotient  eft  7625  : c^eft  le  produit  cherché 
exprimé  en  deniers. 

En  réduifant  76258»  en  livres,  on  trouvera  31»  15^^  5^;  c^eft  ce 
que  rapporteront  10»  3^^  48»,  fi  chaque  livre  produit  3»  2^^  68»* 

Exbmflb  III. 

Combien  valent  5 marcs  7 onces  & 6 gros  à 48»  108»  le  marc? 

Pour  trouver  la  fomme  qu’on  cherche , il  faut  favoir  que  le  marc 
contient  8 onces , & l’once  8 gros.  Cela  pofé , i ®.  je  réduis  48»  1 6^5 
loâ»  en  117228»,  fie  je  réduis  pareillement  5 marcs  7 onces  6 gros  en 
382  gros.  2®.  Je  multiplie  1 1722  par  382  , le  produit  eft  4477804. 
3 ®.  Je  divife  ce  produit  par  64  ( ce  nombre  64  marque  combien  le  marc 
contient  de  gros)  & je  trouve  pour  quotient  699658»  & le  refte  44. 

En  réduifant  cette  fomme  de  deniers,  on  trouve  291»  loi^  58»,  qui 
eft  le  prix  de  5 marcs  7 onces  & 6 gros  à 48**  i6iî  108»  le  marc. 
On  néglige  le  refte  44  qui  fait  la  fraâion  ^ , qui  ne  vaut  pas  un 
denier. 

Les  deux  premiers  articles  de  la  méthode  propofée  pour  la  multi- 
plication des  nombres  complexes , n’ont  pas  befoin  de  preuve  : voici 
la  démonftration  du  troifieme , appliquée  au  premier  exemple. 

99.  Si  chaque  pouce  valoir  7488»  ^ fi  eft  évident  que  4 toifes  5 pieds 
8 pouces,  ou  356  pouces  vaudroient  *662888»,  puifque  ce  nombre 
eft  le  produit  de  748  par  356  ; mais,  par  la  fuppofition , 748^  font 
le  prix  de  la  toife  ôc  non  pas  du  pouce  ; ainfi , puifque  la  toife  vaut 
72  pouces,  le  prix  d’un  pouce  n’eft  que  la  foixante- deuxième  partie 
de  7488»;  par  conféquent  le  prix  de  356  pouces  n’eft  auflî  que  la 
foixan te- douzième  partie  de  2662888».  Donc,  afin  d’avoir  le  prix  de 
356  pouces  en  deniers , il  faut  divifer  2662888»  paf  72. 

S’il  s’agiflbit  de  multiplier  des  mefures  en  longueurs  Tune  par  l’autre, 
comme  des  toifes , des  pieds  > des  pouces , le  troifieme  article  de  la 
méthode  n’auroit  point  de  lieu  ; mais  il  viendroit  au  produit  des 
furfaces  au  lieu  des  longueurs,  comme  on  le  verra  dans  le  fécond  Livre 
de  la  Géométrie. 

100.  Lorfque  la  première  & plus  grande  efpece  eft  exprimée  pat 

un  grand  nombre , pour  lors  la  multiplication  devient  fort  longue  > 

, H ij 


i 


€o  A R I T H M É T I Q.U  E 

à caufe  que  cette  plus  grande  efpece  étant  réduite  à la  plus  petite  4 
produit  un  très  grand  nombre-  Si  on  cherchoit,  par  exemple,  la  valeur 
de  5746  toifes  5 pieds  8 pouces  à 3“  2^  48»  la  toife,  il  eft  évident  que 
cette  opération  feroit  longue , parce  que  les  5746  toifes  produiroient 
un  très- grand  nombre  de  pouces  : dans  ce  cas , on  peut  abréger  de  la 
maniéré  fuivante  la  méthode  que  nous  venons  de  propofer. 

Il  faut  chercher  à part  la  valeur  de  5746  toifes  lans  faire  aucune 
réduétion  : pour  cet  effet,  on  multipliera  fuccefllvement  3**  2^^  4^^  par 
5746,  ce  qui  donnera  17238^  11492^^  22984^:  voilà  déjà  le  prix 
de  5746  toifes  à 3»  48^;  il  refte  encore  à chercher  la  valeur  de 

5 pieds  8 pouces , que  Ton  trouvera  en  fuivant  la  méthode  de  l’ar- 

ticle 98.  Cette  valeur  eft  7068',  & la  fraétion  ^ qui  ne  vaut  pas  un 
denier:  or,  fi  on  ajoute  706  à 229848^  qu’on  a déjà  trouvés,  on 
aura  pour  le  prix  entier  de  5746  toifes  5 pieds  8 pouces,  17238“ 
11492^^  236908',  On  pourra  réduire  les  deniers  en  fols,  comme 
nous  avons  dit  , & réduire  enfuite  en  livres  les  11492^^,  avec  les 
1974  autres  fols  28»  qui  viennent  de  la  réduâion  des  236908',  ce 
qui  donnera  675“  6^  28^  que  l’on  ajoutera  à 17238“,  & la  fomme 
fera  17911“  28»,  c’eft  le  prix  de  5746  toifes  5 pieds  8 pouces, 

à 3“  2ï5  48»  la  toife , en  y ajoutant  la  fraétion  , qui  exprime  quelques 
parties  du  denier. 

1 0 1 . La  multiplication  eft  plus  facile  lorfqu’un  des  deux  nombres 
à multiplier  eft  incomplexe  : fuppofons , par  exemple  , qu’on  veuille 
favoir  le  prix  de  3 5 toifes  à 4“  2^  6^  la  toife , il  faut  multiplier 
fuccefllvement  4“  2^5  68^  par  35  , le  produit  eft  140“  70^  2108^. 
On  pourra  enfuite  réduire  les  deniers  & les  fols  en  livres , comme 
dans  l’article  précédent,  & on  aura  144»  7^  6^,  qui  eft  le  prix 
cherché  : on  peut  auflî , dans  le  cas  de  cet  article , employer  la  méthode 
des  parties  aliquotes,  de  laquelle  nous  allons  parler. 

Autre  méthode  défaire  la  Multiplication  des  nombres  complexes. 

Lorfqu’un  des  deux  nombres  à multiplier  eft  complexe , ou  que  tous 
les  deux  le  font , on  peut  encore  fe  fervir  de  la  méthode  des  parties  ali- 
quotes : on  entend  par  parties  aliquotes , celles  qui  font  contenues  fans 
refte  dans  leur  tout.  Tel  eft  le  pied  par  rapport  à la  toife  & le  pouce  à 
l’égard  du  pied.  Nous  allons  expofer  les  principes  de  cette  méthode  , 

6 enfuite  nous  en  ferons  l’application  fur  quelques  exemples. 

102.  Si  on  veut  multiplier  2 fols  par  un  nombre , comme  par  456, 
U faut  retrancher  le  dernier  caraftere  de  ce  nombre , & doublet  le 
caraétere  retranché , le  refte  exprimera  des  livres , & le  double  du. 


# 
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dernier  caradlere  marquera  des  fols  j ainii,  456  toifes , à a fd!s  la  toife , 
valent  45“  12^^  : pareillement  35  toifes,  à 2 fols  chacune,  valent  3* 
de  même  450  toifes,  à 2 fols  chacune,  valent  45^. 

Pour  entendre  la  raifon  de  cette  pratique , il  faut  confîdérer  que , 
fi  on  multiplioit  une  livre  par  456,  le  produit  feroit  456  : or,  2 fols 
ne  font  que  la  dixième  partie  d’une  livre  ; par  conféquent  le  produit 
de  2 fols  par  45  6 ne  doit  être  que  la  dixième  partie  de  43  : or , pour 

avoir  le  dixième  de  456^^  d faut  retrancher  le  dernier  chiffre  6 & le 
doubler , comme  on  l’a  fait  voir  (95)  ; ainfi , la  valeur  de  45  6 toifes  , 
à 2, fols  chacune,  eft  45»  1 2^. 

103.  Si  on  vouloit  multiplier  un  nombre  de  fols  différent  de  2 , par 
exemple , 8 fols , il  faudroit  chercher  d’abord  le  produit  de  2 fols , ôc 
multiplier  enfuite  ce  produit  par  4 , parce  que  8 fols  valent  4 fois  2^  ; 
ainfî , pour  avoir  le  prix  de  45  6 toifes , à 8 fols  chacune , il  faut  cher- 
cher le  produit  de  2 fols  par  456,  c’eft  45*^  1 2^5 , & multiplier  enfuite 
45»  i2ï5  par  4,  le  produit  182»  8^^  fera  le  prix  de  456  toifes  à 8 fols 
la  toife.  Si  on  vouloit  multiplier  9 fols , il  faudroit  faire  comme  pour 
8 fols,  & ajouter  de  plus  la  moitié  du  produit  de  2 fols  : pareillement; 
pour  1 2^^ , il  faut  multiplier  le  produit  de  2 fojs  par  6 , & pour  1 3 > 
il  faut  faire  comme  pour  1 2 , éc  ajouter  la  moitié  du  produit  de  2^^  y 
ainfi  des  autres  nombres  de  fols  jufqu’à  20. 

1 04.  Lorfqu’on  veut  multiplier  des  deniers , il  faut  encore  chercher  lè 
produit  de  2 fols , & prendre  enfuite  une  partie  de  ce  produit  proporU 
tionnée  au  nombre  des  deniers  ; par  exemple , fi  on  veut  multiplier  &. 
deniers  par  456,  il  faut  chercher  le  produit  de  2 fols  par  456,  c’eft  45» 
1 2^5,  & prendre  enfuite  le  quart  de  ce  produit,  parce  que  6^^  font,  le 
quart  de  2^^  ou  de  24^^  ^ ainfi,  le  produit  de  456  toifes,  à 6^  la  toife, 
eft  1 1»  8iî. 

Au  lieu  de  prendre  une  partie  du  produit  de  2 fols  proportionnée 
au  nombre  de  deniers,  il  eft  plus  facile  de  prendre  une  partie  du  produit 
d’un  fol,  qui  eft  la  moitié  du  produit  de  2^^.  Voici  une  Table  pour  faire 
voir  quelle  partie  du  produit  d’un  fol  il  faut  prendre  pour  tous  les 
nombres  de  deniers  jufqu’à  1 2. 

Pour  38^,  prenez  la  quatrième  partie  du  produit  d’un  foL 

Pour  48» , prenez  le  tiers.  . . , . 

Pour  6^,  prenez  la  moitié. 

Pour  83k  y cherchez  le  tiers  & multipliez-Ie  par  2.  * 

Pour  , cherchez  le  prix  pour  4 & prenéz-en  le  quart. 

Pour  23k , cherchez  le  prix  pour  4 & prenez  en  la  moitié;. 

Pour  ^3k  J prenez  pour  4 & enfuite  pour  !.. 
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Pour  78^ , prenez  pour  4 & enfuite  pour  3. 

Pour  93^ , prenez  pour  6 & enfuite  pour  5. 

Pour  io3k  , prenez  pour  6 & enfuite  pour  4. 

Pour  1 18^ , prenez  pour  8 & enfuite  pour  3. 

La  méthode  abrégée  de  faire  la  divifion  des  articles  9 z & 9 3 , ed  fort 
Commode  pour  prendre  ces  différentes  parties  du  produit  d’un  fol. 

104  B<  Afin  qu’on  ne  foit  point  embarralTé  par  les  fraétions  qui  fe 
préfentent  fouvent  dans  la  pratique  de  cette  méthode , nous  ferons 
les  quatre  obfervations  fui  vantes.  1°.  Quand  le  numérateur  d’une  frac- 
tion eft  égal  à fon  dénominateur , la  fraélion  vaut  i ; ainfi  ;=  i , 
I , I , ( on  voit  par  ces  exemples  que  le  figne  = veut  dire 

égale  ; j = I , fignifie  que  la  fradtion  \ égale  i.  ) Si  le  numérateur  eft 

moindre  que  le  dénominateur , la  fradtion  eft  moindre  que  l’unité  ; 
& enfin  quand  le  numérateur  eft  plus  grand  que  le  dénominateur  , la 
valeur  de  la  fraftion  eft  plus  grande  que  l’unité. 

2°.  Une  fradlion  ne  change  pas  de  valeur  quand  on  multiplie  ou 
qu’on  divife  les  2 termes  par  le  même  nombre  ; ainfi 
Dans  le  premier  exemple , on  a multiplié  i & 4 par  4 , & dans  le 
fécond , on  a multiplié  i & 8 par  2 : de  même  ^=15  > P^^ce  qu’en 
multipliant  les  deux  termes  de  la  première'  fradtion  par  4 ^ on  trouvera 
ceux  de  la  fécondé. 

3®.  Afin  d’ajouter  enfemble  deux  ou  plufieurs  fradfionsqui  ont  même 
dénominateur  > il  faut  ajouter  les  numérateurs  & laiflèr  le  dénominateur 
commun  ; ainfi,  la  fomme  des  fradtions  cft  i de  même  la 

fomme  de  j & j eft  f. 

4®.  On  peut  divifer  une  fradfion  en  deux  maniérés  > ou  en  divifant  le 
numérateur , le  dénominateur  demeurant  le  même,  ou  en  multipliant  le 
dénominateur,  fans  toucher  au  numérateur.  Par  exemple , on  prendra  la 
moitié  de  la  fradtion  5 , c’eft- à-dire , qu’on  la  divifera  par  2,  ou  bien  en 
mettant  | , ou  en  écrivant  ^ : dans  le  premier  cas , on  a divifé  le  numéra- 
teur 6 par  2 , & dans  le  fécond,  on  a multiplié  le  dénominateur  8 par  2. 
Nous  démontrerons  dans  la  fuite  ces  propriétés  des  fradtions. 

105.  Cela  pofé,  on  demande  le  prix  de  35  toifes  4 pieds  8 pouces, 
à 4»  2^  6^  la  toife.  11  eft  évident  qu’il  eft  néceffaire  de  multiplier  le 
multiplicande  entier  par  chaque  partie  du  multiplicateur  : on  commence 
par  la  plus  grande  efpece  du  multiplicateur,  ainfi > 1°.  il  faut  multiplier 

2iî  6^  par  3 5 tôifes,  îe  produit  de  4*  par  5 5 eft  140» } celui  de  2^ 
par  3 5 eft  3“  1 oïî  ; enfiïi  celui  de  6*:  par  3 5 eft  1 7^^  63»  ou  le  quart  de 
3»  lo^.  2®.  Enfuite  on  multipliera  tout  le  multiplicande  par  4 pieds  ; 
pour  cet  effet,  on  fera  attention  que,  fi  on  multiplioit  par  une  toile,  le 
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produit  feroit  le  multiplicande  même,  c’eft- à-dire , 4®  2^  6^;  mais,  au 
lieu  d’une  toife , il  n’y  a que  4 pieds  ou  3 pouces , plus  i pouce.  Oa 
multipliera  d’abord  par  3 pieds,  qui  font  la  moitié  d’une  toife  ainfî, 
on  prendra  la  moitié  de  4^  2^^ 


4» 

55  t- 


2Ü 

4P- 


6^ 

8 pouces. 


140» 

3 


lO^ 

»7 

I 

13 

4 

4 


par  3 5 toifes. 

par  3 pieds, 
par  I pied, 
par  4 pouces, 
par  4 pouces. 


147»  11^5  8^.  Somme. 


63k,  qui  eft  le  produit  par  une 
toife  ; on  aura  2»  i 3 3k , qu’il 
ûut  écrire  au-de(Tbus  des  produits 
précédents;  enfuice  on  prendra 
le  tiers' de  2»  liî  32^,  ce  fera  le 
produit  par  i pied,  parce  que 
I pied  eft  le  tiers  de  3 pieds  : on 
écrira  ce  dernier  produit , qui  eft 
1 3^5  93xjau-defibus  du  précédent. 

3 Enfin , on  multipliera  le  mul- 
tiplicande entier  par  8 pouces , 
qui  font  les  deux  tiers  d’un  pied  ; 

ainfî,  on  prendra  le  tiers  de  13^^  p3k,  qui  eft  7^,  que  l’on  écrira 
deux  fois  au-defîbus  des  autres  produits.  On  fera  l’addition  de  tous  ces 
produits  particuliers , & on  trouvera  la  fomme  totale  147»  1 liî  83'. 

Voici  un  autre  exemple  par  la  même  méthode.  On  demande  quel 
eft  le  prix  de  43  aunes  | de  drap , à 14»  1 5^^  93>  Paune. 

I®.  Il  faut  multiplier  14»  15!^  9^  par  43;  le  produit  de  14»  par 
43  eft  60  2^:  afin  d’avoir  celui  de  15^^  par  43,  je  cherche  d’abord 
le  produit  de  2^  par  43  , c’eft  4»  , & 

je  multiplie  ce  produit  par  7,  je  trouve 
30**  2Ï5  J j’ajoute  encore  le  produit  d’un 
loi,  parce  que  15^  valent  7 fois  2i^  & ii5 
de  plus  ; ce  produit  par  i eft  la  moitié 
de  4», 6^5.  Pour  avoir  le  produit  de  93^  , je 
prends  d’abord  pour  6,  c’eft  i*  63^^  & 
enfuite  pour  38»,  c’eft  981.  2°.  Pour 
multiplier  par  f , il  faut  prendre  le  tiers  du 
multiplicande  & l’écrire  deux  fois  : or^  le 
tiers  de  14»  15^5  9^  eft  4»  18^^  78^;  j’écris 
donc  deux  fois  ce  tiers,  Sc  j’ajoute  enfuite 
tous  ces  produits,  la  fomme  eft  645^ 

146  5%. 

On  auroit  pu  trouver  le  produit  de  1 5^^  en  prenant  d’abord  celui 
de  1 0^5 , c’eft  la  moitié  du  multiplicateur  confîdéré  comme  exprimant 
des  livres,  & enfuite  le  produit  de. 5^5,  c’eft  la  moitié  du  premier 


14a  15 


43  aunes  Y 

602** 

30 


2 

1 

4 

4 


\ 

3 

I 

10 

18 

18 


6^ 

9 

7 
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645a  i4«  5 
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produit:  les  voici  tous  les  deux,  21»  io^5,  lo**  15^^.  Ce  que  nous 
difons  ici  paroîtra  par  l’article  109. 

; 105  if.  La  principale  chofe  à remarquer  dans  cette  méthode  de 
faire  la  multiplication , c’eft  que , lorfqu’on  paffe  d’une  efpece  du  mul- 
tiplicateur à l’efpece  fuivante  qui  eft  plus  petite , par  exemple , des 
toifes  aux  pieds , on  obferve  le  prix  d’une  toife  , & on  prend  une  partie 
de  ce  prix  proportionnée  au  nombre  des  pieds 5 s’il  y a 2 ou  5 pieds, 
on  prend  le  tiers  ou  la  moitié  du  prix  de  la  toife  : de  même , quand  on 
pafle  des  pieds  aux  pouces , on  cherche  le  prix  d’un  pied , & on  en 
prend  une  partie  proportionnée  au  nombre  des  pouces  ; s’il  n’y  avoic 
• que  des  toifes  & des  pouces  au  multiplicateur,  il  faudroit  chercher  le 
prix  d’un  pied  pour  trouver  celui  des  pouces- 

105  C.  Lorfque  l’efpece  du  multiplicateur  qui  a pour  prix  le  mul- 
tiplicande entier  eft  exprimée  par  un  fêul  chiffre , comme  4 toifes , 
il  eft  plus  court  de  multiplier  ce  prix , commé  nous  allons  faire , en 
commençant  par  fa  moindre  efpece , qui  font  des  deniers  dans  les 
exemples  fuivants';  mais,  lî  cette  plus  grande  efpece  du  multiplicateur 
eft  exprimée  par  plufteurs  chiffres , il  vaut  mieux  commencer  la  multi- 
plication par  la  gauche , c’eft- à-dire,  par  cette  plus  grande  efpece. 

Nous  allons  reprendre  les  trois  exemples  qui  ont  été  faits  félon  la 
première  méthode , & nous  y appliquerons  la  fécondé , en  donnant 
feulement  les  avertiflements  néceflaires. 

On  demande  le  prix  de  4 toifes  5 pieds  8 pouces , à 3 2^  4^^  la 
toife. 

On  a partagé  5 pieds  en  "3“  4^ 

5 , plus  2 , & 6n  a multiplié  4 t.  5 p.  8 pouces. 

d’abord  par  3 pieds  en  pre-  ^ ; — 

nant  la  moitié  du  multipli-  i 9^  4^  4 toifes. 

- cande , parce  qu’il  eft  le  prix  i 1 1 2 par  3 pieds, 

de  la  toife , dont  3 pieds  font  * ® 9 ÿ par  2 pieds, 

là  moitié  : pareillement  on  a ^ 1 1 ? P^r  8 pou. 

pris  le  tiers  du  multiplicande  »■  jg  j»..  Somme  tôt.' 

pour  2 pieds , . à eaule  que  C£  . ’ 

font  le  tiers  de  la  toife  ; enfin , on  a pris  le  tiers  du  produit  par  2 pieds 
pouf  avoir  le  prix'de.8  pouces  , parce  que  8 pouces  font  le  tiers  de  2 pieds.’ 
On  obfervera  que^=^,  parce  jqu’en  multipliant  les  deux  termes 
de  la  première  fraétion  par  3 , on  aura  là  fécondé.  C’eft  pourquoi  la 
fomme  des  deux  fraftions  eft  5 ; pareillement , fi  on  multiplie  les 
deux  termes  de  la  fraétion  5 par  9 , on  aura  celle-ci  ^ , que  l’on  a 
uouvée  par  la  première  métjàode  au  lieu  de 

On 
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On  cherche  ce  que  rap- 
porteront 10“  4^  , en 

/uppofant  que  chaque  livre 
produit  5“  2^^  : ici  on  a 

pris  le  dixième  du  multipli- 
cande pour  les  2^ , parce  que 
■2^  font  le  dixième  d’une  li- 
vre i ôc  on  a pris  le  quart  du 
prix  de  aiJ  pour  avoir  celui 
de  6^', 

11  s’agit  de  trouver  le  prix 
de  5 m.  7 onc.  6 gr.  d’argent 
à 48“  loâ»  le  marc. 

En  faifant  l’addition  on  a 

mis  75  pour  la  fomme  des 

frayions  j ^ | , parce 

que  les  trois  premiers  fe  ré- 

duifént  à i Or  les 

4 numérateurs  ,4,4,2,!, 

font  1 1 . Pour  ce  qui  eft  des 

deux  autres  fraélions  7 & ; , 

elles  valent  i étant  ajoutées 

enfemble. 

« 

1 0 5 . Z>.  Pour  s’aflurer  qifon  n’a  point  fait  de  fautes  dans  l’opération , 
il  eft  à propos  de  la  recommencer  par  la  même  métjfode,  ou  bien  de 
la  refaire  par  celle  des  deux  méthodes  que  l’on  n’a,voît  point  employée. 
On  peut  aulTi  prendre  la  moitié  du  multiplicateur  & doubler  le  multi- 
plicande , ou  bien  prendre  la  moitié  du  multiplicande  & doubler  le 
multiplicateur  ; le  produit  fera  le  même  que  fi  l’on  n’avoit  changé  ni 
l’un  ni  l’autre  de  ces  deux  nombres.  On  pourroit  aulfi  divifer  le  produit 
par  le  multiplicateur;  & fi  , après  avoir  multiplié  le  quotient , comme 
nous  le  dirons  dans  le  troifieme  article  de  la  méthode  pour  la  divifion , 
on  retrouvoit  le  multiplicande , ce  feroit  une  marque  qu’on  auroit 
bien  fait  la  multiplication. 

1 06.  11  y a quelques  cas  où  l’on  peut  abréger  la  multiplication  : par 
exemple , fi  on  veut  multiplier  5 fols , il  faut  prendre  le  quart  du 
multiplicateur  , & on  aura  le  produit  en  livres  , parce  que  font  le 
quart  d’une  livre  : fi  on  veut  multiplier  i , il  faut  prendre  la  moitié 
du  multiplicateur.  Pareillement,  s’il  faut  multiplier  3^^  4^,  il  n’y  a qu’à 
prendre  lafixieme  partie  du  pmltiplicateurj  parce  que  3^^  42^  font  U 

/.  Partie,  X 


lOft 

4% 

i 

2 

6 

0 

1 

ioiî 

par  3 livres. 

1 

481 

par  2 fols. 

5 

I 

par  6 deniers. 

3 1“ 

i5« 

5 a. 

Somme  totale. 

48» 

16^ 

108» 

5 mar.  7 onc. 

6 grains. 

✓ 

244“ 

4^ 

2^1 

par  5 marcs. 

24 

8 

5 

par  4 onces. 

12. 

4 

2i 

par  Z onces. 

6 

2 

I; 

par  I once. 

3 

1 

1 £ 
% 8 

par  4 grains. 

I 

10 

^ 4 75 

par  2 grains. 

2^1“ 

10^ 

Somme  tôt. 
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iixieme  partie  d’une  livre  : enfin , ^il  faut  naultiplier  6^  8^ , on  prendra 
le  tiers  du  multiplicateur.  Lorfqu’on  a un  peu  d^habitude  dans  le  calcul  > 
il  n’eft  pas  difficile  de  trouver  foi-  même  des  abrégés  dans  certains  cas. 

DE  LA  DIVISION  DES  NOMBRES 

COMPLEXES. 

Quand  on  aura  bien  compris  la  multiplication  des  nombres  com- 
plexes , il  fera  facile  d’entendre  la  divifion  de  ces  nombres  ; c'ell 
pourquoi  nous  en  parlerons  en  peu  de  mots , après  avoir  obfervé  que  , 
comme  dans  la  multiplication  , le  multiplicateur  eft  confidéré  comme 
un  nombre  pur  (97)  > pareillement,  d^ns  la  divifion,  on  doit confidérer 
tantôt  le  divifeur , tantôt  le  quotient  comme  un  nombre  pur  > c*eft-à- 
dire , qui  ne  contient  que  des  unités  , que  l’on  conçoit  fans  les 
appliquer  aux  grandeurs  particulières , comme  font  lestoifes , les  pieds, 
les  marcs , les  onces , &c. 

7 marcs  2 onces  d’argent  ayant  coûté  346»  6^ , on  demande 

à combien  revient  le  marc.  L’état  de  la  queftion  fait  voir  que  c’eft  en 
divifant  340**  1 8^5  6^^  que  l’on  trouvera  le  prix  de  chaque  marc.  Voici 
la  méthode  pour  faire  cette  divifion. 

107.  I®.  11  faut  réduire  le  divifeur  à la  plus  petite  efpece  qu’il  con- 
tient. 2°.  Faire  la  divifion  en  commençant  par  les  plus  grandes  efpeces 
du  dividende  , 6c  allant  de  fuite  aux  plus  petites.  3°.  Multiplier  le  quo- 
tient entier  par  le  nombre  qui  marque  combien  de*  fois  la  plus  grande 
efpece  du  divifeur  contient  la  plus  petite. 

108.  Remarquez  que  , s’il  y a un  reftc  après  la  divifion  de  la  plus 
grande  efpece  , par  exemple  , des  livres , il  faut  réduire  ce  refte  en 
fols , & ajouter  les  fols  qui  viennent  de  cette  réduélion  à ceux  qui  fe 
trouvoient  déjà  dans  le  dividende , pour  divifer  enluite  cette  fomme 
par  le  divifeur  par  lequel  on  a divifé  les  livres.  Pareillement , s’il  y a un 
refte  après  avoir  fait  la  divifion  des  fols , il  faut  réduire  ce  refte  en 
deniers  , pour  les  ajouter  aux  deniers  qui  étoient  dans  le  dividende.  Or, 
pour  réduire  les  livres  en  fols,  il  faut  multiplier  le  nombre  des  livres  par 
20,  parce  que  la  livre  vaut  20  folsj  & de  même  , pour  réduire  les  fols 
en  deniers , il  faut  multiplier  le  nombre  de  fols  par  1 2. 

Pour  faire  l’application  de  cette  méthode  à l’exemple  propofé  : 
1®.  je  réduis  tout  le  divifeur , 7 marcs  2 onces  , en  58  onces  : 2°.  je 
divife  346»  i8^^  par  58,  en  commençant  par  les  livres  ,6c  je  trouve 
au  quotient  5» , & le  refte  56,  que  je  réduis  en  fols  , en  le  multipliant 
par  20  i le  produit  eft  1 1 2û , auquel  il  faut  ajouter  les  1 8 fols  du  divi- 
dende , il  vient  1x38,  que  je  divife  par  5 8 , & je  trouve  au  quotient 
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19^5,  8c  lerefte  3 6 que  je  réduis  en  43 2^^,  auxquels  ajoutant  les  6^» 
du  dividende , la  fomme  eft  4^ 8 : je  divife  encore  cette fommepar  58  , 
& je  trouve  au  quotient  7^  & la  fraâion  ^ que  l’on  peut  négliger.  Ainli 
le  quotient  entier  eft  5»  içïî  fans  compter  la  petite  fraélion  , 
qui  n’exprime  que  des  parties  de  deniers.  3°.  Je  multiplie  ce  quotient 
entier  par  8 , parce  que  le  marc  contient  8 onces , le  produit  eft  47» 
8^;  c’eft  le  prix  d’un  marc,  en  fuppofantque  7 marcs  2 onces 
ont  coûté  346**  i8‘^  6^. 

On  n’a  point  eu  d’égard  à la  fraftion  ; mais , fi  on  n’avoit  rien  voulu 
négliger , il  auroit  fallu  multiplier  le  numérateur  3 2 par.  8 , comme  oU' 
le  verra  dans  la  fuite  en  parlant  de  la  multiplication  des  frayions. 

Si  le  divifeur  avoit  contenu  des  gros , il  auroit  fallu  multiplier  le 
quotient  par  64 , parce  que  le  marc  contient  64  gros. 

Voici  un  autre  exemple  : 35  aunes  trois  quarts  d’étoffe  coûtent 
642»  I 2^5  8*5^ , à combien  revient  l’aune  ? II  faut , 1°.  réduire  les  35 
aunes  ^ en  quarts,  qui  font  auffi  la  plus  petite  efpece  du  divifeur.  Les 
35  aunes  font  1 40  quarts  , auxquels  il  faut  ajouter  les  trois  de  la  frac- 
tion , la  fomme  fera  143  , par  laquelle  on  divifera  le  dividende  : on 
trouvera  d’abord 4^*,  & le  refte  70*,  qu’il  faut  réduire  en  fols,  il  y 
en  a 1 400  auxquels  on  ajoutera  les  1 2 qui  font  au  dividende , 8c  on 
divifera  la  fomme  1412  par  143  , le  quotient  fera  9 fols  , £c  le  refte 
125  fols,  qui  vaut  15008^^  il  faut  y ajouter  les  8^^  du  dividende,  8c 
divifer  encore  la  fomme  par  143  , le  quotient  fera  lo^»  8c  le  refte  78^. 
Ainfi , le  quotient  total  fera  4»  9!^  i , plus  la  fraélion  d’un  denier. 
On  multipliera  ce  quotient  par  4 , 8c  le  produit  17»  1 9^^  4^  , fera 
le  prix  de  l’aune.  J’ai  négligé  de  multiplier  la  fraélion  ~ , dont  le 
produit  par  4 ne  vaut  prefque  que  2 deniers. 

109.  il  n’y  a point  de  difficulté  par  rapport  au  premier  8c  au  fécond 
article  de  la  méthode.  Voici  la  raifon  du  troifieme  , appliquée  au 
premier  exemple.  II  eft  clair  que  le  quotient  que  l’on  trouve  après 
avoir  divifé  346**  i8^^  par  58,  exprime  la  valeur  d’une  once,  parce 
que  le  divifeur  58  marque  des  onces  :par  conféquent , afin  d’avoir  la 
valeur  du  marc , il  faut  multiplier  le  quotient  par  le  nombre  qui  exprime 
combien  il  y a d’onces  dans  le  marc  , c’eft>à-dire,  par  8 , 8c  le  produit 
fera  la  valeur  du  marc. 

1 09  B.  On  peut  éviter  la  peine  d’opérer  fur  les  fraélions  , il  fuffit 
^our  cela  de  multiplier  d’abord  le  divideiHle  par  le  nombre  qui  marque 
combien  de  fois  la  plus  grande  efpece  du  divifeur  contient  la  plus 
petite , au  lieu  de  multiplier  le  quotient  par  ce  nombre.  Ainfi,  dans 
notre  exemple , on  multipliera  le  dividende  346**  6^par  8,  le 
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produit  fera  2775*  8^^jenfiiite  on  divifera  ce  produit  par  58,  on 
trouvera  d’abord  pour  quotient  47» , & le  refte  49“  que  l’on  réduira 
en  fols  ,1a  réduction  donnera  98oi5  auxquels  il  faut  ajouter  les  8^^  , & 
on  divifera  la  fomme  988  toujours  par  58  , on  trouvera  encore  17^^, 
& le  refte  2^  que  l’on  pourra  réduire  en  248^ , on  aura  donc  pour  quo- 
tient total  47»  1 7iï  & ^ d’un  denier  ; c’eft  le  prix  du  marc.  Ainft  > 
cette  fécondé  méthode  confifte  , r°.  à multiplier  le  dividende  par  le 
lîombre  qui  exprime  combien  de  fois  la  plus  grande  efpece  du  divi- 
feur  contient  la  plus  petite  ; 2®.  à réduire  le  divifeur  à fa  plus  petite 
efpece  ; 5°.  à divifer  le  produit  du  dividende  par  le  divifeur  réduit. 

11  eft  évident  qu’en  commençant  à multiplier  le  dividende  par  8 , 
on  trouvera  au  quotient  la  même  quantité  que  fi  on  multiplie  le  quo- 
tient par  8 , fans  avoir  multiplié  le  dividende. 

109  c.  Pour  faire  la  preuve,  on  pourroit  multiplier  le  quotient 
47!*  1 7^^  & la  fraétion  ||  d’un  denier  par  7 marcs  2 onces , on  trouve- 
roit  la  fomme  546**  1 8^^'  6^.  Si  on  néglige  la  fraélion  d’un  denier, 
on  trouvera  le  produit  346»  18^^  qui  eft  moindre  que  le  dividende 
feulement  de  38^. 

I lo-  Lorfque  le  divifeur  eft  un  nombre  incomplexe  , pour  lors  le 
premier  & le  troifieme  article  de  la  première  méthode  n’ont  point  de 
lieu.  Voici  un  exemple  : 26  muids  de  vin  ayant  coûté  1467^  1 2i^  83^> 
on  demande  à combien  revient  le  muid.  11  faut  divifer  par  26  les  livres, 
enfuire  les  fols  & enfin  les  deniers  du  dividende , comme  dans  l’exemple 
précédent , & on  trouvera  56*^  8^  ii^,  plus  10^  à divifer  par  26 r 
c’eft  le  prix  d’un  muid. 

■ 1 1 0 î?.  Dans  les  trois  exemples  qu’on  a rapportés  , c’eft  le  divifeur 
qui  doit  être  confidéré  comme  un  pur  nombre , parce  qu’il  marque 
feulement  en  combien  de  parties  égales  il  faut  partager  le  dividende  ; 
mais  il  y a des  queftions  dans  lefquelles  c’eft  le  quotient  qu’on  doit 
regarder  comme  un  pur  nombre  , parce  qu’il  ne  fait  qu’exprimer  com- 
"biendefois  le  divifeur  eft  contenu  dans  le  dividende.  Cela  arrive  lorfque 
le  dividende  & le  divifeur  expriment  des  quantités  de  même  genre  j fi  , 
par  exemple,  on  propofe  à divifer  67**  par  5»  6^^ , il  eft 

évident  que  l’on  ne  cherche  autre  chofe  qu’un  nombre  qui  marque 
combien  de  fois  le  divifeur  eft  contenu  dans  le  dividende  ; mais  alors  il 
faut  réduire  le  dividende  à la  plus  petite  efpece  du  divifeur  avant  de 
faire  la  divifion  : ainfi  , dans  cet  exemple  , le  dividende  fera  16302,  le 
divifeur  1 25  4 , & on  trouvera  le  quotient  1 3.  Dans  ce  cas , le  troifieme 
article  de  la  première  méthode  n’a  point  d’application , non  plus  que 
que  le  premier  delafecQnde.  11  en  feroit  de  même  fi  on  vo.uloit  divifer 
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85  marcs  4 onces  par  7 onces  5 gros  : on  réduiroit  d’abord  le  dividende 
& le  divifeur  à la  plus  petite  efpece  , favoir  en  gros  ; on  auroic  5472  & 
6 1 : enfuite  on  diviferoit  5472  par  6 1 , le  quotient  feroit  89  > plus  la 
fi-aâion|î.  Pareillement , fi  on  vouloir  divifer  354  toifes  2 pieds  par  42 
toifes  8 pouces , on  réduiroit  ces  deux  nombres  en  pouces  j la  réduâioa 
donneroit  25512  & 3032:  enfuite , divifant  le  premier  par  le  fécond  , 
le  quotient  feroit  8 , plus  la  fradlion 

1 1 1 . 11  paroît  par  ces  exemples  que , quand  il  ne  s’agit  que  de 
trouver  combien  de  fois  le  divifeur  ell  contenu  dans  le  dividende,  il 
ne  faut  multiplier  ni  le  dividende  ni  le  quotient , & qu’il  eft  néceflaire 
de  réduire  le  dividende  ôc  le  divifeur  à la  même  efpece , qui  efl  la  plus 
petite  qui  fe  trouve , foit  au  dividende , foit  au  divifeur  ; fans  cela  le 
quotient  ne  mavqueroit  pas  combien  de  fois  le  divifeur  efi  contenu 
dans  le  dividende. 
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1 1 2.  'Algèbre  eft  une  partie  des  Mathématiques  qui  traite 

Ë L is  grandeur  en  général , exprimée  par  quelques 

lv*v  lignes  ou  carafteres  dont  la  fignification  ne  Toit  pas 
tSs^csîjî  ciéter minée  par  la  nature  des  lignes.  Ces  fortes  de  ca-, 
rafteres  , n'ayant  point  par  eux-mêmes  de  lignification  déterminée  , 
peuvent  être  appliqués  à toutes  fortes  de  grandeurs , & par  conféquent 
les  démonftrations  que  l'on  fait  dans  T Algèbre  avec  ces  lignes  font  gé- 
nérales i ce  qui  eft  un  des  grands  avantages  de  cette  Science. 

1 1 3.  On  pourroit  fe  fervir,  pour  exprimer  les  grandeurs  en  général , 
de  plufieurs  fortes  de  lignes  j pourvu  qu’ils  foient  tels  qu’on  vient  de  les 
défigner  j mais  on  eft  convenu  de  préférer  les  lettres  de  l’alphabet  aux 
autres  lignes  , parce  qu’on  les  connoît  déjà  , & qu’on  eft  accoutuma 
à les  écrire.  On  ne  pourroit  pas  employer  dans  l’ Algèbre  les  chiffres  de 
l’Arithmétique  au  lieu  des  lettres , parce  que  la  fignification  des  chiffres 
eft  déterminée  par  r^^port  au  nombre , quoiqu’elle  ne  le  foit  pas  quant 
à l’efpece  des  grandeurs  qu’ils  défignent , comme  nous  le  dirons  bien-tôr. 

1 14.  Un  autre  av..'  • rge  de  l’ Algèbre  , c^eft  qu’on  opéré  également 

fur  les  quantités  inconnues  ç''mme  fur  celles  qui  font  connues.  On  em- 
ploie ordinairement  les  premières  lettres  de  l’alphahet  a , c\,  &c.  pour 

défigner  les  grandeurs  connues  j & les  dernieres  u,  x r , 

pour  exprimer  les  inconnues.  Les  quantités  inconnues  font  celles  que 
l’on  cherche  : par  exemple  , fi  on  demande  quel  eft  le  nombre  qui , 
divifé  par  9 , donne  25  au  quotient , la  quantité  inconnue  eft  ce  nombre 
qu’on  cherche  jainfi  dans  cet  exemple  on  peut  marquer  9 par  a , 25  par 
^ ^ & le  nombre  cherché  par  x.  Ce  nombre  eft  2 25. 

Il  5.  Ceux  qui  commencent  à étudier  l’Algebre  font  fouvent  fort 
embarraffés  fur  la  fignification  des  carafteres  , a j b ,d , Bcc.  qui  ne 
préfentent  aucun  objet  déterminé  à l’efprit  j ils  font  même  tentés  de 
croire  que  tout  le  calcul  algébrique  eft  un  vain  amufement  qui  ne  peut 
gvoir  aucune  application  aux  objets  de  nos  connoiffances.  Mais  > de  ce 
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que  ces  caraâéres  ne  fîgnifient  rien  par  eux- mêmes,  on  en  doit  plutôt 
conclure  qu*on  les  peut  employer  pour  exprimer  toutes  fortes  de  gran- 
deurs , & que  par  conféquent  le  calcul  algébrique  peut  être  appliqué 
aux  grandeurs  de  toutes  efpeces , étendues  , nombres  , mouvements  , 
\']teflês,  &c.  d’ailleurs  perfonne  n’eft  embarraflé  fur  la  lignification 
des  caraâeres  arithmétiques  1,233,4,5,6,  &c.  qui  cependant  ne 
préfentent  aucun  objet  déterminé  à Tefprit , non  plus  que  les  lettres  de 
Talphabet  : par  exemple , le  chifire  4 ne  fignifie  ni  quatre  toifes  , ni 
quatre  pieds  , ni  quatre  hommes , ni  quatre  écus , &c.  On  ne  doit 
donc  pas  non  plus  fe  mettre  en  peine  de  chercher  la  fignification  des 
lettres  ,c , &c.  il  fuffit  de  lavoir  qu’on  peut  les  employer  à 
marquer  toutes  fortes  de  grandeurs. 

1 16. On  fait  furies  lettres,  dans  l’ Algèbre, les  mêmes  opérations  que 
l’on  fait  fur  les  nombres  dans  l’Arithmétique;  il  y en  a quatre  princic 
paîes , l’addition , la  fouftradlion , la  multiplication  & la  divifion. 
Avant  de  traiter  de  ces  opérations , il  eft  néceflaire  d’expliquer  les 
figiies  & les  termes  dont  on  fe  fert  dans  l’Algebre. 

117.  Ce  figne fignifie  plus,  & cet  autre — fignifie  moins  : le 
premier  eft  la  marque  de  l’addition  ; ainfi  a-\-b  fignifie  que  la  gran- 
deur b eft  ajoutée  avec  a.\  le  fécond  eft  la  marque  de  la  fouftraétion  $ 
ainfi  a — b fignifie  que  la  quantité  b eft  ôtée  de  a. 

■ 1 18.  Ce  figne = fignifie  égal , Ôc  marque  qu’il  y a égalité  entre  les 
quantités  qui  le  précèdent  & celles  qui  le  fuivent  ;*  ainfi  a z=b  fignifie 
que  a eft  égal  à b.  Pareillement  æ — b z=zc-\-d  marque  que  a — é eft 
égal  c-\-d. 

1 1 9.  Voici  encore  deux  fignes  > & <!  dont.Hî  premier  fignifie  plus 
grand  ,&  l’autre  plus  petit;  ainfi  b marq^^que  la  quantité  a eft 
plus  grande  que  bÿSca  <1  é fignifie  quç^^»«ff  moindre  queé.  Afin  de 
ne  pas  confondre  ces  deux  fignes , il  faut  remarquer  que  la  quantité 
que  l’on  met  du  côté  de  l’ouverture  eft  toujours  la  plus  grande , 8c 
que  celle  qui  eft  du  côté  de  la  pointe  eft  la  plus  petite  : cela  paroîc 
par  les  exemples  qu’on  vient  de  donner. 

1 20.  Les  lettres  de  l’alphabet  fur  lefquelles  on  opéré , font  appellées 
qucintite's  algébriques. 

121.  Une  quantité  algébrique  eft  nommée  Jimple  , incomplexe  ou 
monome , lorfqu’elle  eft  feule , enforte  qu’elle  ne  contient  pas  plufieurs 
parties  féparées  par  les  fignes — ; ainfi •\-'ÿab  ^ 8c  — ■ ^a.a  font 
trois  quantités  incomplexes. . 

122.  Une  quantité  algébrique  eft  appellée  compofée  t complexe 
ou  -polynôme  , quand  elle  contient  plufieurs  parties  féparées  par  les 
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fignes + , — • ; ainfî  a — b y c — font  des  quantités  complexes. 

123.  Dans  les  quantités  complexes , les  parties  léparées  par  les 
fîgnes  -j-  & — font  appellécs  termes  : ainfi  dans  la  quantité  ab — cd — 

, il  y a trois  termes  ; favoir  yab^cdSx.  bd. 

1 24-  Les  quantités  complexes  qui  n’ont  que  deux  termes , font  ap- 
pellées  binômes 'yCtWts  qui  en  ont  trois , trinômes  ,&c.  ainlî  a-\-b  eftun 
binôme , 9a  ah -\-cd  — eft  un  trinôme. 

125.  Les  quantités  incomplexes  qui  font  précédées  du  ligne  + 
font  appellées  pq/itives’y  & celles  qui  font  précédées  du  ligne  — 
font  appellées  négatives.  Les  termes  des  quantités  complexes  font 
aufli  appellés  pqfitifs  ou  négatifs , félon  qu’ils  font  précédés  du  ligne -j- 
ou — -. 

1 2 5 5.  Lorfque  dans  une  quantité  complexe  il  y a plulieurs  termes 
négatifs  de  fuite  , celui  ou  ceux  qui  font  après  le  premier  de  ces  termes 
négatifs,  ne  diminuent  pas  la  valeur  de  ce  premier  : par  exemple,  li  on 
a la  quantité  + 12  — 5 — ^5,  cela  ne  marque  pas  qu’il  faut  feulement 
retrancher  5 — 3 , c’eft-à-dire  2 de  12;  mais  cela  lignifie  au  contraire 
tju’il  faut  ôter  de  1 2 les  deux  nombres  5 & 3 ; ainfi  + 12  — 5 — 3 ne 
vaut  que  4.  Il  faut  dire  la  même  chofe  des  quantités  algébriques  quand 
elles  contiennent  plulieurs  termes  négatifs  de  fuite;  c’eft  pourquoi  il 
n’importe  en  quelle  maniéré  les  termesToient  arrangés  ; ainfi  a-\-b — c — d 
eft  la  même  chofe  que  a- — c-j-b — d, 

126.  Remarquez  que  les  quantités  incomplexes  qui  ne  font  précédées 
d’aucun  ligne  , font  fuppofées  avoir  le  ligne  + > & font  par  conféquent 
pofitives.  Il  en  eft  de  même  du  premier  terme  des  quantités  complexes: 
ainfi  ab  eft  la  même  cliofe  que  -\-ab.  Pareillement  ab-^cd — bd  eft  la 

même  chofe  que — éd'. 

127.  Il  faut  bien  remarquer  que  les  quantités  négatives  font  des 
grandeurs  oppofées  aux  quantités  pofitives:  par  exemple  , file  mouve- 
ment vers  l’Orient  eft  pris  pour  pofitif,  le  mouvement  vers  l’Occi- 
dent fera  négatif.  Pareillement  le  bien  que  l’on  pofléde  peut  être 
regardé  comme  une  grandeur  pofitive,&  ce  que  l’on  doit  comme  une 
quantité  négative.  De  cette  notion  des  quantités  pofitives  & négatives , 
il  s’enfuit  que  les  unes  & les  autres  font  également  réelles , & que  par 
conféquent  les  négatives  ne  font  pas  la  négation  ou  l’abfence  des  pofi- 
tives , mais  que  ce  font  certaines  grandeurs  oppofées  à celles  que  l’on 
regarde  comme  pofitives;  ainfi , dans  le  premier  exemple  qu’on  vient  de 
propofer,  la  quantité  négative  par  rapport  au  mouvement  vers  l’Orient, 
n’eft  pas  de  n’avoir  point  de  mouvement  vers  l’Orient , mais  c’eft  d’avoir 
li;n  mouvement  vers  l’Qccident  ;&  dans  le  fécond  exemple,  la  quantité 

négative 
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négative  par  rapport  au  bien  que  l’on  poflede , ce  font  les  dettes  que 
l’on  a , & non  pas  de  n’avoir  point  de  bien. 

128.  Lorfque  l’on  compare  2 quantités  égales  en  mettant  le  figne== 
entre  deux , cela  s’appelle  équation  ou  égalité:  par  exemple , d-^b=c  cft 
une  équation.  Les  deux  quantités  que  l’on  compare  font  appellées  mem- 
ires  de  l’équation  : la  quantité  qui  eft  à la  gauche  du  figne  d’égalité  eft 
le  premier  membre^  & celle  qui  eft  à la  droite  eft  le  fécond  ; ainfi,  dans 
l’équation  a-\Jf:=:c  , le  premier  membre  eft  a-\-b , & le  fécond  eft  c. 

I 29.  Les  nombres  qui  précèdent  les  lettres , font  appellés  coefficients  ; 
ainfi,  3 eft  le  coefficient  de  -^ab.  Lorfqu’une  quantité  incomplexe  ou 
un  terme  d’une  quantité  complexe  n’a  pas  de  coefficient  marqué,  il  faut 
concevoir  que  l’unité  eft  fon  coefficient  ; par  exemple , dans  la  quantité 
^ab-\<d^  l’unité  eft  le  coefficient  du  dernier  terme  cd. 

130.  Les  quantités  incomplexes  font  appellées  fèmblables  lorfqu’elles 
contiennent  les  mêmes  lettres  écrites  autant  de  fois  dans  chacune  des 
quantités;  ainfi,  -f-  3<i  & -f-  2^  font  des  quantités  femblables.  Pareille- 
ment -\-:^aab  & — >^aab  font  auffi  des  quantités  femblables.  11  paroît 
par  cette  notion  & par  ces  exemples , qu’afin  que  deux  quantités  foient 
femblables , il  n’eft  pas  néceflaire  qu’elles  aient  les  mêmes  fignes  ni 
les  mêmes  coefficients  ; mais  il  faut  qu’elles  contiennent  les  mêmes 
lettres , & que  ces  lettres  foient  écrites  autant  de  fois  dans  une  quantité 
que  dans  l’autre  ; c’eft  pourquoi  aab  & ab  ne  font  pas  femblables , parce 
que  la  lettre  a eft  écrite  deux  fois  dans  la  première  quantité , & une 
fois  feulement  dans  la  fécondé.  Tout  cela  doit  auffi  s’entendre  des 
termes  des  quantités  complexes. 

131.  Lorfqu’il  y a plufieurs  termes  femblables  dans  une  quantité 
complexe , on  les  réunit  en  un  feul  terme  ; c’eft  ce  qu’on  appelle 
réduire  les  quantités  femblables  à leurs  plus  fimples  expreffions  : or , 
cette  réduéhon  fe  fait  en  deux  maniérés,  ou  en  ajoutant  les  coeffi- 
cients , ou  en  ôtant  l’un  de  l’autre.  Lorfque  les  termes  femblables  ont 
les  mêmes  fignes , afin  de  faire  la  réduâion , il  faut  ajouter  les  coeffi- 
cients , & écrire  la  fomme  avec  le  figne  des  termes  qu’on  réduit  : ainfi , 
dans  la  quantité  3aéé+4aéé-|-2aé  ,.Ies  deux  premiers  termes  étant 
femblables  & ayant  le  même  figne -f-,  pour  en  faire  la  réduétion , j’ajoute 
les  coefficients  3 6c  4,  ,&  j’écris  la  fomme  7 avec  le  figne +,, qui  eft 
celui  des  termes  femblables;  ainfi,  la  quantité  réduite  “eft -b/aé'é-j-aÆé 
ou  jabb  7.ab.  De  même , pour  faire  la  réduéfion  des  trois  derniers 
termes  de  la  quantité  ^bb —^•^hd — ^d — bd^  j’ajoute  les  trois 
coefficients , 3 , 4 6c  i , 6c  j’écris  la  fomme , qui  eft  8 , avec  le  figne  — 
en  cette  maniéré,  efbh, — 8é</.  (Oa  a pris  l’unité  pour  coefficient  du 

1.  Partit,  K 
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dernier  terme — hd^  parce  qu’il  n’y  en  a point  qui  foit  marqué  (129) 

Mais , fi  les  termes  femblables  ont  des  lignes  différents , pour  lors  il 
faut  ôter  le  plus  petit  coefficient  du  plus  grand , & écrire  le  relie  avec 
le  ligne  du  plus  grand  coefficient  : par  exemple , afin  de  faire  la  réduc- 
tion de  la  quantité — '^ab^<^ab-\-jaa. , dont  les  deux  premiers  termes 
font  femblables  , il  faut  ôter  3 de  5 , & écrire  2 avec  le  ligne  -}-  qui 
eft  celui  du  plus  grand  coefficient  5 ; ainfi , la  quantité  réduite  cil 

lah J aa.  ou  ^ab-^-jaa.  Pareillement,  afin  de  faire  la  réduélion 
delà  quantité  — jxx^^xx  dont  les  deux  derniers  termes  font 
femblables , il  faut  ôter  5 de  7 , & écrire  le  relie  2 avec  le  ligne  — en 
cette  maniéré,  — zxx. 

1 3 1 J9.  Lorïque  les  termes  femblables  ont  des  lignes  différents  ôe 
les  mêmes  coefficients , ces  termes  fe  détruil'ent  entièrement  \ ainfi , la 
quantité  3C.V — ^xx~\~^xx  fe  réduit  à ^cx^  parce  que  les  deux  autres 
termes  fe  détruifent. 

T>  E ADDITION. 

132.  L’addition  ell  une  opération  par  laquelle  on  cherche  la  fomme 
de  plufieurs  quantités  : par  exemple , fi , ayant  les  trois  nombres  6 , 9 
& 10 , je  les  joins  enfemble  pour  en  avoir  la  fomme , qui  ell  25  ; cela 
s’appelle  faire  l’addition  de  ces  trois  nombres. 

133.  Afin  d’ajouter  les  quantités  algébriques , il  n’y  a qu’à  les  écrire 
telles  qu’elles  font , fans  rien  changer  aux  lignes  qui  les  précèdent  : par 
exemple , fi  on  veut  ajouter  b ou zvec  a,  on  écrit  a-\-bi  mais , fi  on 
vouloit  ajouter — b avec  <2 , il  faudroit  mettre  a — b.  Pour  ajouter  c — d 
avec  a-\-biOn  écrira  Æ-j-é-f-c  — d.  Pour  ajouter — ^aab-\-  lad  avec 
^aab — yad~\f  ^cd y on  écrira  <^aab — jad-^‘^cd — ^aab-\-  2ad. 

1 3.4.  Lorfqu’aprés  l’addition  il  y a des  quantités  femblables  dans  la 
fomme,  il  faut  faire  la  réduélion  ; ainfi,  dans  le  dernier  exemple  qu’on  vient 
de  propofer , la  fomme  qu’on  a trouvée  fe  réduit  à 2aab — tfad-\--^cd.  Sou- 
vent, dans  la  pratique,  on  fait  la  rédudlion  en  même  temps  que  l’addition. 

1 35,  Cette  opération  porte  fa  démonllration  avec  elle,  étant  évident 
que  la  fomme  de  a & de  ^ eft  > & que  celle  de  4 & de  — b ell  a — é, 
ainfi  des  autres  exemples. 

DE  LA  SOUSTRACTION. 

t 

136,.  La  foullraélion  ell  une  opération  par  laquelle  on  ôte  une 
grandqur  d’une  autre  ; ainfi,  fi  on  ôte  4-  de  7,  c’en  une  foullraâion  : 
la  grandeur  qui  réfulte  après  la  foullraélion , ell  appellée  rejle  ou 
djffcrence.  Dans  l’exemple  propofé,  3 ell  le  relie  ou  la  différence. 


» 
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1^7.  Poiir  ôter  une  quantité  algébrique  d’une  autre , il  faut  changer 
les  lignes  de  la  quantité  à fouftraire,  & laifler  ceux  de  la  quantité 
dont  on  veut  fouftraire.  Exemples:  pour  ôter  b ou-|-é  de  a,  il  faut 
écrire  a. — b ; mais  pour  ôter  — b de  æ.,  il  faut  écrire  A-\-b.-  Pour  fouC- 
tràire  c—d  de  > on  écrira  a-\-b — c-\~d.  Pour  fouftraire  — ^aab-\-zad 

de  ^aab — yad-\-'^cd^  on  écrira  c^aab — jad-\-‘^cd-\-'^aab — lad. 

1 3 8.  Lorfqu’après  la  fouftraélion  il  y a des  quantités  femblables  dans 
le  refte,  H faut  faire  la  réduélion  j ainfi , dans  le  dernier  exemple  qu’on 
vient  de  propofer,  le  refte  qu’on  a trouvé  fe  réduit  à 8aaé — ^ad-^T^cd. 
Souvent,  dans  la  pratique,  on  fait  la  réduélion  en  même  temps  que  la 
fouftraétion. 

On  entend  facilement  pourquoi , dans  la  quantité  à fouftraire , on 
change  le  ligne  de  plus  en  moins  : par  exemple , li  oh  veut  ôter  b àt  a. 
il  eft  évident  que  le'  refte  fera  a — b.  Mais  on  ne  voit  pas  d’abord  pour- 
quoi on  change  le  ligne  de  moins  en  plus  : par  exemple , li  on  veut 
ôter  — b de  Æ , & qu’on  écrive  a-\-b  félon  la  régie  prefcrite  , il  femble 
que  l’on  aura  fait  le  contraire  de  ce  que  l’on  fe  propofoit,  parce  que 
Æ-f-é  eft  plutôt  une  fomme  qu’un  refte. 

139.  Pour  faire  comprendre  la  railbn  de  la  régie  , dans  le  cas  où  il  y 
a des  lignes  de  moins  dans  la  quantité  à fouftraire , nous  allons  prendre 
un  exemple  en  nombre.  Suppolbhs  donc  qu’il  s’agifle-de  fouftraire 
7 — 3 de  1 2 ; je  dis  qu’il  faut  écrire  1 2 — 74-3  j car , fi  on  écrit  1 2 — 7 , 
il  eft  évident  qu’ôn  a trop  ôté  de  1 1 , parce  qu’on  ne  veut  pas  ôter  7 
de  1 2 , mais  feulement  7 — 3 , qui  eft  moindre  qne  7 ; par  conféquent  il 
faut  ajouter  3 qu’on  a ôté  de  trop  en  mettant  i 2 — 7 , c’eft- à-dire  , 
qu’il  faut  écrire  12 — 74-3^8.  On  prouvera  de  même  qu’en  ôtant  b-^-c 
de  Æ , le  refte  eft  a — b~\-é. 

Qiie  s’il  s’agit  d’ôter  une  quantité  négative  toute  feule , il  eft  encore 
évident  qu’il  faut  changer  le  fighe  de  moins  en  plus  : par  exemple , fi  on 
veut  fouftraire — c de  <z,  il  faut  écrire  a-Jç^c;  caf  ôter  une  quantité  néga- 
tive , c’eft  en  ajouter  une  pofitive  ^ comme  fi  un  homme  devant  cent 
écus,  on  lui  ôte,  c’eft- à- dire , qu’on  lui  remette  cétte  dette,  qui  eft 
une  quantité  négative , c’eft  la  même  ehofe  que  fi  on  lui  donnoit  cent 
écus  j par  Conféquent , afin  dé  faire  la  fouftraéüon , il  faut  changer  les 
lignes  de  la'  quantité  à fouftraire , en  mettant  moins  à la  place  dé  plus  i 
Ôe  plus  à la  place  de  moins-. 

D’ailleurs  ôri  vient  de  faite  véir  que , pour  fouftraire  h — -c  de  à , il  faut 
écrire  a — .*  cela  pofé , il  faut  riiettre  ^4^  pour  rétrancher  — c de  a / 
Car , eh  ajoutant  la  même  grandeur  b aux  deux  autres  a & — c , lé  refte 
des- deux  fomme&  a-^b^  b^—c  doit  être  le  même  que  celui  des  detir 

Kij  . 
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premières  quantités  a.  & — c (28)  : or , en  ôtant  h — c de  a.-\-h  y le  refte 
eft  a-\-b — b-\-c  ou  donc,  fi  on  retranche  — c de  a,  le  refte 

fera  aufii  n-^c» 

DE  LA  MULTIPLICATION. 

1 40.  Multiplier  une  grandeur  par  une  autre , c’eft  prendre  la  première 
autant  de  fois  qu’il  eft  marqué  par  la  fécondé  : par  exemple , multiplier 
5 par  3 , c’eft  prendre  5 autant  de  fois  qu’il  eft  marqué  par  3 , c’eft-à- 
dire,  trois  fois,  ce  qui  fait  15.  Il  y a trois  chofes  à difiinguer  dans  la 
multiplication  j favoir , le  multiplicande  , le  multiplicateur  &c  le  produit. 

Le  multiplicande  ou  le  multiplié  j c'eft  la  grandeur  qu’on  multiplie  ; 
le  multiplicateur  eft  celle  par  laquelle  on  multiplie , & le  produit  eft 
la  quantité  qui  réfulte  de  la  multiplication  : dans  l’exemple  propofé  , 

5 eft  le  multiplicande  ou  le  multiplié , 3 eft  le  multiplicateur , & 1 5 eft 
le  produit. 

Cette  notion  de  la  multiplication  convient  aux  quantités  littérales 
ou  algébriques , aufil  bien  qu’aux  nombres  ; enforte  que  multiplier  a par 
b y c’eft  prendre  la  grandeur  a autant  de  fois  qu’il  eft  marqué  par  b. 

1 4 1 . On  peut  donc  définir  la  multiplication , une  opération  par 
laquelle  on  cherche  une  grandeur  qu’on  nomme  produit , qui  contienne  * 
autant  de  fois  le  multiplié  que  le  multiplicateur  contient  l’unité  : par 
exemple , fi  on  multiplie  6 par  4,  on  trouvera  pour  produit  un  nombre  , 
favoir  24 , qui  contient  6 quatre  fois , de  même  que  4 contient 

1 quatre  fois  : cela  eft  évident  par  l’exprelTion  même  dont  on  fe  fert 
dans  la  multiplication  des  nombres , puifquc , pour  multiplier  6 par  4 , 
on  dit  quatre  fois  6 ; le  produit  doit  donc  contenir  6 quatre  fois , c’eft- 
à-  dire , autant  de  fois  que  4 contient  l’unité.  Cette  définition  convient 
également  aux  quantités  littérales. 

Nous  venons  de  dire  que  le  produit  contient  le  multiplicande  autant 
de  fois  que  le  multiplicateur  contient  l’unité  : voilà  ce  qu’on  appelle 
une  proportion } nous  en  allons  donner  quelques  notions,  nous  réfervant 
d’en  traiter  plus  au  long  dans  le  fécond  Livre. 

141  J?.  Qqatre  grandeurs  font  proportionnelles  lorfque  la  première 
contient  la  fécondé  de  la  même  maniéré  ou  autant  de  fois  que  la  troi- 
fieme  contient  la  quatrième  ; ainfi , les  nombres  8,  4,  6,  3,  font  pro- 
portionnels , parce  que  8 contient  4 autant  de  fois  que  6 contient  3 : 
c’eft  pourquoi  on  dit  que  ces  quatre  nombres  font  une  proportion 
ou  font  en  proportion.  Pour  énoncer  une  proportion , on  dit  ordinai- 
rement que  la  première  des  quatre  grandeurs  eft  à la  fécondé , comme 
la  troifieme  eft  à la  quatrième  ; dans  notre  exemple  „ on  dit  que  8 eft 
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à 4 comme  6 eRà  3.  Les  quatre  grandeurs  qui  compofent  une  propor> 
tion , font  appellées  termes  : le  premier  & le  quatrième  termes  font 
nommés  extrêmes  ; le  fécond  & le  troifîeme  font  appellés  moyens.  Dans 
Pezemple  cité , 8 & ^ font  les  extrêmes , 4 & 6 font  les  moyens. 

1 4 1 C.  11  fe  peut  faire  qu’il  n’y  ait  que  trois  termes  dans  une  propor^ 
tion  ; cela  arrive  lorfque  le  premier  contient  le  fécond  autant  dé  fois  que 
le  fécond  contient  le  troifieme  j comme  dans  cette  proportion  1 2 eft  a 6 
comme  6 eft  à 3 ; de  dans  cette  autre , 3 6 eil  à 24  comme  24  eil  à 16, 
alors  le  fécond  des  trois  termes  eft  appellé  moyen  proportioiuul. 

1 4 1 Z>.  11  y a deux  raifons  dans  une  proportion  : la  première , entre 
le  premier  & le  fécond  terme  ; de  la  fécondé , entre  le  troifîeme  de  le 
quatrième.  Une  raifon  efî;  la  maniéré  dont  une  grandeur  en  contient 
une  autre  : la  raifon  de  8 à 4 efî  la  maniéré  dont  8 contient  4 ; cette 
maniéré  efî  exprimée  par  2 , parce  que  8 contient  2 fois  4.  Le  premier 
terme  d’une  raifon  efî  appelle  antécédent , de  l’autre  conféquent  ,*  ainfî  , 
dans  la  raifon  de  8 à 4 , 8 efî  l’antécédent,  de  4 efî  le  conféquent. 

Deux  raifons  font  donc  égales,  lorfque  les  antécédents 
contiennent  leurs  conféquents  de  la  même  maniéré  j ainfî , les  raifons 
de8à4dede6à^  font  égales , parce  que  les  antécédents  8 de  6 
contiennent  également  leurs  conféquents  4 de  3.  Les  deux  raifons 
d’une  proportion  font  toujours,  égales , de  c’efî  en  quoi  confîfîe  la 
proportion , qui  n’efî  autre  chofe  que  l’égalité  de  deux  raifons. 

141/’.  Quoique  nous  difîoiis  qu’une  raifon  efî  la  maniéré  dont 
l’antécédent  contient  le  conféqüent , cependant  il  n’efî  pas  nécefîaire 
que  le  conféquent  foit  contenu^  exaâement , c’efî- à-dire,  fans  refîe 
dans  l’antécédent  : par  exemple , 'dans  la  raifon  de  15  à 4,  le  confé- 
quent  n’efî  pas  contenu  fans  refîe  dans  l’antécédent  ; il  fe  ^ut  même 
faire  que  le  conféquent  foit  plus  grwd  que  l’ajutécédent , de  alors 
l’antécédent  ne  contient  le  conféquent  qü’en  partie  > comme  dans  la 
raifon  de  15  à 20,  ou  dans  celle  de  1 5 à 17. 

1 4 { (7.  Si  on  multiplie  les  deux  termes  d’une  raifon  par  un  même 
multiplicateur,  la  raifon  qui  efî  entre  les  produits  efî  égale  à celle 
qui  efî  entre  les  deux  termes  qu’on  a multipliés  : par  exemple , fî  on 
. multiplie  8 de  4 par  5 , la  raifon  des  produits  40  de  20  efî  égale  à celle 
de  8 à 4 : cela  efî  évident , car  en  multipliant  8 de  4 par  5 , les  deu.x 
produits  8x5  de4X5,  font  chacun  5 .fois  plus  grands  que  les  multi- 
plicandes 8 de  4 , de  par  conféqüent  8x5  contient  autant  de  fois  4X5 
que  8 contient  4 j ainfî , la  raifon  de  8x5  à 4X5  efî  égale  à celle 
de  8 à 4.  Ce  caraâere  X efî  le  figne  de  la  multiplication , comme  nous 
le  dirons  (article  142.) 
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141  J?.  Si  on  divife  les  deu.x  termes  d’une  ratfon  par  un  même 
divifeur,  la  raifon  des  quotients  fera  pareillement  égale  à celle  des  deux 
termes  avant  la  divifion  : par  exemple , fi  on  divife  40  & 20  par  5 , la 
raifon  des  quotients  8 & 4 eil  la  même  que  celle  de  40  à 20  ; car  , en 
divifant  40  6c  20  par  5 , les  quotients  8 6c  4 font  chacun  5 fois  plus 
petits  que  les  nombres  qu’on  a divifés , 6c  par  conféquent  8 doit 
contenir  4 autant  de  fois  que  40  contient  20.  Ces  notions  fufKfenc 
préfentement.  Nous  allons  reprendre  ce  qui  regarde  la  multiplication. 

142.  Le  produit  de  deux  grandeurs  algébriques  fe  marque  en 
mettant  l’une  à côté  de  l’autre;  ainfî , ab  défigne  le  produit  de  æ par  b; 
aa  fignifie  pareillement  le  produit  de  a par  a.  Pour  marquer  la  multi- 
plication , on  fe  fert  auflî  du  figne  x en  le  mettant  entre  les  deux 
grandeurs  qu’on  multiplie  : par  exemple,  axb  exprime  le  produit  de  a. 
par  b i axa.  marque  auflî  le  produit  de  a par  a.  Ce  ligne  x veut  donc 
dire  77tultiplie  par  ; ainfî,  axb  fignifie  a multiplié  par  b.  11  eft  plus 
ordinaire  de  placer  une  lettre  à côté  de  l’autre  fans  mettre  aucun  figne 
entre  deux , comme  nous  l’avons  dit  d’abord. 

- 143.  Le  multiplicande  6c  le  multiplicateur  font  fouvent  appellés 

les  racines  du  produit  ; on  les  appelle  auflî  facteurs  : par  exemple , a 
6c  b font  les  racines  ou  faéteurs  du  produit  ab  ; 6c  lorfque  les  deux 
racines  d’un  produit  font  égales,  on  les  appelle  racines  quarrées;  ainfî, 
a cft  la  racine  quarrée  du  produit  aa.  Dans  la  fuite , nous  parlerons 
plus  au  long  des  racines. 

144.  On  diflingue  deux  fortes  de  multiplications  algébriques, 
celle  des  quantités  incomplexes  6c  celles  des  quantités  complexes. 
Nous  en  traiterons  féparément;  mais,  avant  d’expliquer  les  réglés 
de  l’une  6c  l’autre  multiplication , il  efl  néceflaire  de  démontrer  que , 
quand  on  multiplie  plufieurs  grandeurs , comme  a , é , c , les  unes 
par  les  autres , le  produit  eft  toujours  le  même , quelque  ordre  qu’on 
obferve  dans  la  multiplication,  c’eft  à-dire,  que  les  produits  aéc,  acb  , 
hac  , bca , tab  , cba , font  égaux  ; 6c  de  même  , tous  les  produits  qu’on 
peut  former  de  quatre  grandeurs,  font  égaux.  Pareillement,  tous  les 
produits  qu’on  peut  faire  de  cinq  grandeurs , font  égaux , ainfî  de  fuite. 

145.  Remarquez  que  deux  grandeurs , a 6c  peuvent  recevoir  deux 
arrangements  différents,  a3,  ba.  Trois  grandeurs,  a,  b,  c^  peuvent  recevoir 
3 fois  2 ou  6 arrangements  ; car , chacune  des  trois  étant  mife  dans  le 
premier  rang,  les  deux  autres  peuvent  recevoir  deux  arrangements, ce 
qui  fait  3 fois  2 ou  6 arrangements  que  voici  : abc,  acb  ; bac,  bca  ; cab,  cba» 
Quatre  grandeurs,  a,  é,  c,  peuvent  recevoir  4 fois  6 ou  24  arrange- 
ments ; car , chacune  étant  mife  au  premier  rang , les  trois  autres^peüvent 


I 


LIVRE  PREMIER.  7P 

recevoir  fix  arrangements , ce  qui  fait  4 fois  6 ou  24  que  voici  : abcd'^ 
ahdc , achd,  acdb , adhc  t adcb ; bcLcd ^ badc , bcad , bcda,  bdac , bdca; 
caJbdy  cadby^hadj  cbda^cdab^  cdba.'^  dabcy  dacb,  dbac^dbca^  dcab,dcba. 
De  même , cinq  grandeurs  peuvent  recevoir  5 fois  24  ou  120  arrange- 
ments, fix  en  peuvent  recevoir  6 fois  1 20  ou  720,  ainfi  de  fuite. 

146.  Dans  le  Lemme  fuivant,  nous  fuppoferons  quelque  chofe  que 
nous  allons  établir  ici;  i°.  que  le  produit  de  deux  grandeurs  eft  le 
même  , de  quelque  maniéré  que  ces  deux  grandeurs  foient  multipliées^ 
par  exemple , que  le  produit  des  nombres  5 & 4 eft  toujours  le  même , 
foit  qu’on  multiplie  5 par  4,  ou  4 par  5.  2®.  Q.ue  le  produit  de  trois 
grandeurs  eft  toujours  le  même , pourvu  que  l’on  conlerve  le  meme 
ordre  dans  la  fuite  de  ces  grandeurs  i enforte  que  le  produit  abc , par 
exemple , eft  le  même , foit  qu’il  défigne  celui  de  a par  bc , ou  celui  àtab 
par  c;  pareillement , que  le  produit  de  quatre  grandeurs  eft  toujours  le 
même  quand  on  conferve  le  même  ordre  de  ces  grandeurs,  c’eft- à- dire, 
que  le  produit  abcd , par^xemple,  eft  le  même,  foit  qu’il  défigne  le 
produit  axbcdy  ou  bien  aby^cd , ou  bien  abeyd.  Il  en  eft  de  même 
des  produits  qui  font  compofés  d’un  plus  grand  nombre  de  racines. 

Afin  de  prouver  les  deux  chofes  énoncées  ci-deflus , nous  fuppofe- 
rons Æ=5  , é!=4 , , d-=.z. 

1^6  B.  Je  dis  donc , 1 que  le  produit  de  5 par  4,  ou  de  a par  5 , eft 
égal  à celui  de  4 par  5 ou  de  é par  a.  Concevons  quatre  rangées 
parallèles  de  cinq  points  chacunes , telles  que  ei  ; elles  compoferont 
cinq  colonnes  comme  ef  \ de  quatre  points  chacune.  Ces  points  étant 
conçus  difpofés  eh  cette  maniéré , on  pourra  raifonner  ainfi  : multiplier 
5 par  4,  c’eft  prendre  4 fois  la  rangée  ei , qui 

contient  5 points,  ou  prendre  4 rangées  égales  e / 

à ei  ; & multiplier  4 par  5 , c’eft  prendre  5 fois  la  

colonne  ef,  ou  prendre  5 colonnes  égales  à 

or  , le  produit  eft  le  même  dans  l’un  & dans  l’autre  f.  .ni 

cas , c’eft  le  nombre  de  points  contenus  dans 
l’efpace  efmi , puifque  cet  efpace  contient  précifément  4 rangées  égales 
à ei , ou  5 colonnes  égales  à ef,  ni  plus  ni  moins  j ainfi , le  produit  de  a. 
par  b eft  égal  à celui  de  b par  a. 

146C.  Je  dis, en  fécond  lieu,  que  aybc=abyc,’  car,  fi  d’une  part  le 
multiplicande  æ eft  4 fois  moindre  que  le  multiplicande  ab , aulfi  le 
multiplicateur  bc  eft  4 fois  plus  grand  que  le  multiplicateur  c.  De  même  , 
les  trois  produits  de  abcd y favoir  aybedy  abyed y abeyd  y qui  fe  forment 
fans  changer  l’ordre  des  lettres,  font  égaux;  car,  i®.  aybcdz=abycd ^ 
puifque , fi  le  multiplicande  æ eft  4 fois  plus  petit  que  le  multiplicande 
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aufll  le  multiplicateur  htd  eft  4 fois  plus  grand  que  le  multiplicateur  cd, 
2®.  ahy^cd—abcy^d  par  la  même  raifon.  Il  eft  donc  évident  que  tous 
les  produits  qu’on  peut  faire  de  quatre  grandeurs  font  égaux  entr’eux , 
il  on  ne  change  point  la  fuite  des  grandeurs. 

On  peut  donc  prendre  indifféremment  ahc  ou  pour  ou  pour 

ah  X c.  De  même , abcd  peut  être  pris  indifféremment  pour  a X bcd , ou 
pour  ah  X cd,  ou  pour  abc  x d.  Cela  fuppofé , on  prouvera  aifément  le 
Lemme  fuivant. 

L E M M E 

147.  Les  produits  qui  naîjjfent  de  la  multiplication  des  mêmes  gran~ 
deurs , font  égaux,  en  quelque  ordre  qu*on  multiplie  ces  grandeurs^ 

Démonstration. 

I °.  Tous  les  produits  des  trois  grandeurs  a,b,c,  font  égaux , car  fi , 
entre  les  fix  produits  qui  peuvent  venir  de  la  multiplication  des  trois 
grandeurs  a,  b,  c,  on  prend  les  deux  abc  & acb  où  la  lettre  a eft  la 
première,  il  eft  facile  de  faire  voir  qu’ils  font  égaux,  puifque  les  deux 
produits  bc  & cb  étant  égaux , comme  on  l’a  prouvé , il  s’enfuit  qu’en 
multipliant  a par  bc  & par  cb,  les  deux  nouveaux  produits  axbc  & 
axcb  ou  abc  6c  acb  font  aulfi  égaux.  Par  la  même  raifon , les  deux  pro- 
duits  bac  6c  bcà,  dans  lefquels  la  lettre  b eft  la  première,  font  encore 
égaux  : enfin , les  deux  autres  produits  cab  6c  cba , qui  commencent 
par  c , font  pareillement  égaux  entr’eux.  11  ne  s’agit  donc  plus  que  de 
faire  voir  qu’un  des  produits  égaux  abc  6c  acb , dont  la  lettre  a occupe 
le  premier- rang,  eft  égal  à un  des  produits,  dont  chacune  des  deux 
autres  lettres  b &lc  tient  la  première  place  : or , cela  eft  manifefte  par 
l’article  146J5,  pourvu  que  l’on  confîdere  bc  comme  une  feule  quan- 
tité , de  même  que  le  produit  cb , car  alors  on  aura  les  deux  égalités 
axbc=bcxa,  6c  aXcb=.cbxa,  qui  font  les  mêmes  que  les  fui- 
vantes  abc = bca , acb = cba  ; par  conféquent  les  fix  produits  qu’on 
peut  former  dés  trois  grandeurs  a,b,c , font  égaux. 

a®.  Les  24  produits  qu’on  peut  former  des  quatre  grandeurs  a,  b,  c,d, 
font  égaux  -,  car,  entre  ces  24  produits,  il  eft  clair  que  les  fix  où  la  let- 
tre a eft  la  première,  font  égaux  entr’eux,  puifque  les  fix  produits  des 
trois  grandeurs  b,c,d,  étant  égaux , il  faut  que  les  fix  produits  fuivanès 
axbcd,  axbdc,  aXcbd , axcdb , axdbc , axdcb,  foientaufli  égaux 
entr’eux.  Par  la  même  raifon , les  fix  produits , où  chacune  .des  trois 
autres  lettres  b , c ,d , occupe  la  première  place , font  égaux  entr’eux. 
Il  refte  donc  à démontrer  qu’il  y a un  produit  dans  les  fix , dont  aoccupe 
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ïa  première  place , égal  ‘ à un  des  fix  produits  qui  commencent  par 
chacune  des  trois  autres  lettres  h ,c  ,d;  ce  qui  fe  prouve  de  la  même 
maniéré  que  dans  la  première  partie  : il  fuffit  d’expofer  les  égalités 
fui  vantes , a.  x hed  ==  bed  X a i a.  X cbd = chdx  a;  ax  dbc  = dhc  x a- 

148.  Quoique  Pon  puifle  donner  quel  rang  on  veut  aux  différentes 
lettres  d’un  produit , cependant  il  eft  bon  de  les  écrire  toujours  fuivanc 
le  rang  qu’elles  ont  dans  l’alphabet  : par  exemple , dàns  un  produit 
compofé  des  trois  lettres  a,è,c,  il  faut  toujours  écrire  abc  ^ & non 
pas  bac  ou  cab , &c.  la  pratique  de  cette  remarque  fait  éviter  des  fautes 
de  calcul. 

DELA  MULTIPLICATION  DES  QU ANTITÈS 

INCOMPLEXES. 

Il  y a trois  réglés  à obferver  dans  la  multiplication  de  l’Algebre  : la 
première  regarde  les  lignes  de  plus  ou  de  moins  qui  précèdent  les 
quantités , qu’il  faut  multiplier  l’une  par  l’autre  : la  fécondé  eft  pour  les 
coefficients  j & la  troifieme  pour  les  lettres  qui  délignent  les  grandeurs. 

149. 1.  Réglé-  Lorfque  le  multiplicande  & le  multiplicateur  ont  le 
ligne  + > doit  mettre  -f-au  produit.  Lorfque  l’un  a le  ligne  + j & 
l’autre  le  ligne  — , il  faut  rneitre  — au  produit.  Enfin , lorfque  le  multi- 
plicande & le  multiplicateur  ont  tous  les  deux  le  ligne — , il  faut  mettre 
-f-au  produit.  Voici  des  exemples  pour  ces  trois  cas.  Premier  cas.  + a. 
multiplié  par  -f-  b donne  + ab.  Second  cas.  -j-a  multiplié  par — Adonne 
■ — ^Æ^,&demême — a multiplié  par ^ donne  — ah  Troifieme  cas. 
Enfin  — a multipliépar — b donne -j-  ab.  Nous  nous  fervirons  dans  là 
fuite  du  ligne  de  la  multiplication , afin  d’abréger  l’expreffion;  ainli , au 
lieu  d’écrire — a multiplié  par — b donne  -j-aé  ,nous  mettrons — a.x-^  i 
donne  ou  bien  — ax-b=>\-ab.  Pareillement,  au  lieu  d’écrire -J-æ 

multiplié  par  — b donne  — ab , nous  mettrons  -f-aX — b donne — ab , ou 
bien  + ^ X — b = — ab. 

1 49  B.  On  peut  réduire  les  trois  cas  de  cette  réglé  à deux  feulement , 
en  difant  que , quand  le  multiplicande  & le  multiplicateur  ont  des  lignes 
femblables , foit  qu’ils  aient  tous  les  deux  -f-  ou  tous  les  deux — , on  doit 
mettre  -f  - au  produit  j mais  au  contraire , lorfque  ces  lignes  font  différents, 
c’eft-à-dire,  que  l’un  eft-f-&  Pautre  eft — , il  faut  mettre  — au  produit. 

1 50.  II.  Réglé.  On  multiplie  les  coefficients  comme  tous  les  autres  ' 
nombres  ; mais  il  faut  fe  fouvenir  que , quand  une  quantité  littérale  n’à 
pas  de  coefficient  marqué , on  fuppofe  que  l’unité  eft  le  coëfficient  d© 
cette  quantité.  Voici  des  exemples.  + 3 a X ^ donne  + 6 ah. . — 4aX 

= — 4 aé. 5 ax4”4^  = *0<*^* 

l.  Partit,  L 
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1 5 1 . III.  Réglé.  Pour  marquer  que  deux  quantités  littérales  ott 
algébriques  font  multipliées  Pune  par  l’autre , on  écrit  ces  lettres  à côté 
l’une  de  l’autre  ^ ou  bien  on  met  le  ligne  X entre  deux  > comme  nous 
l’avons  déjà  dit  : ainfî  le  produit  de  a,  par  b ah  ^ celui  de  ah  par  c el): 
abc , celui  de  aa  par  ac  eft  aaac. 

1 5 2.  Lorfqu’une  lettre  eft  écrite  plufteurs  fois  dans  un  même  terme  » 
alors  on  peut  ne  l’écrire  qu’une  fois  en  mettant  à la  droite  de  cette 
lettre  un  chiffre  qui  marque  combien  de  fois  elle  doit  être  écrite  : par 
e.temple  a'  lignifie  la  même  chofe  que  aa  : pareillement , a^c  = aaac  ; 
a}b'=zaaabb.  Ce  chiffre  que  l’on  met  à la  droite  d’une  lettre  , pour  mar- 
quer combien  de  fois  elle  doit  être  écrite  dans  un  terme , eft  appellé 
cxpofant  : ainli , dans  les  termes  a'  ,b^ , c*  ^ les  chiffres  2 , 5 & 4 font 
les  expofants.  11  paroît  par  ces  exemples  que  les  expofants  doivent  être 
un  peu  plus  élevés  que  les  lettres.  Quand  on  veut  avoir  un  expofant 
général , on  l’exprime  par  une  lettre  : ainfî , a*  défigne  la  puiffance  n 
de  la  grandeur  a y 5c  ^ la  puiffance  p de  la  quantité  b. 

Remarques. 

I. 

153.  Quand  une  lettre  n’eft  écrite  qu’une  fois,  5c  qu’elle  n’a  pas 
d’expolant  marqué,  pour  lors  il  faut  concevoir  que  l’unité  eft  ion 
expofant  : par  exemple  , æ = a'  j ab^  = a'b^  j ac=  a'c\ 

I r. 

154.  Il  y a une  grande  différence  entre  le  coefficient  ôc  l’expofant 
d’une  lettre  : 3^  , par  exemple  , eft  fort  différent  de  a^.  Pour  s’en  con- 
vaincre , il  n’y  a qu’à  fuppofer  que  a lignifie  4 , alors  5 a exprimera  5 
fois  4 , c’eft-à-dire  1 2 j au  lieu  que  a'  ou  aaa  fera  égal  à 64  ; car  aa  ou 
4 X4  eft  égal  à 1 6 ; par  conféquent , fi  on  multiplie  encore  aa  ou  16 
par  a = 4 , le  produit  aaa  fera  64. 

III. 

155.  Lorfqué  dans  le  multiplicande  5c  le  multiplicateur  , ily  a une 
même  lettre  avec  des  expofants  égaux  ou  inégaux , pour  lors  on  écrit 
une  feule  fois  cette  lettre  au  produit  avec  la  fomme  des  expofants. 
Exemple,  a’Xa’=a*j  aXa’r^a**;  a^b^Xa>b'=a*b^  -y  ^a*X>ÿab^—ïOa^b*, 
Voici  la  raifon  de  cette  remarque  : a'z=zaa  , 5c  a}— aaa.  Or  aaxaaa 
=aaaaa  ou  a?  j donc  a*xa’=:a*.  Cette  raifon  peut  s’appliquer  à tous 
les  autres  exemples.  On  voit  encore  par-là  qu’il  faut  mettre  de  la  diffé- 
rence entre  les  coefficients  5c  les  expofants , puifque  l’on  multiplie  tou- 
jours les  coefficients  ; au  lieu  que  l’on  ne  fait  qu’ajouter  les  expofants  de 
la  même  lettre  qui  fe  trouve  au  multiplicande  5c  au  multiplicateur.  ■ 
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La  troifieme  réglé , qui  eft  celle  des  lettres  , ne  doit  pas  être  démon- 
trée , d’autant  que  l’une  & l’autre  maniéré  , marquée  dans  cette  troi- 
lîeme  réglé  pour  défigner  un  produit , eft  entièrement  arbitraire. 

La  fécondé  réglé  n’a  pas  non  plus  befoin  de  démonftration  ; car  les 
coefficients  étant  des  nombres,  il  eft  évident  qu'il  faut  les  multiplier 
comme  on  fait  les  nombres  : par  exemple , fi  on  veut  multiplier  3 a. 
par  2^ , il  eftclairque  l’on  doit  prendre  deux  fois  3 , &qu’ainfi  il  faut 
rnettre  6 au  produit.  11  n’y  a donc  que  la  première  réglé,  qui  eft  celle  des 
lignes , qui  demande  une  démonftration  particulière.  Lorfqu’on  veut 
énoncer  cette  réglé , on  s’exprime  en  cette  maniéré  ; plus  par  plus 
donne  plus , plus  par  moins  ou  moins  par  plus  donne  moins  : enfin  moins 
par  moins  donne  plus;  mais , pour  marquer  ces  trois  cas  par  écrit , il  luffit 
de  mettre  pour  le  premier  cas-j-X-f-  donne + ; pour  le  fécond +x — • 
ou  — X + donne  — ; enfin  pour  le  troifieme  — X — donne  -j— 

156.  Afin  d’entendre  la  démonftratien  que  nous  allons  donner  pour 
la  première  réglé  , il  faut  favoir  que,  quand  le  multiplicateur  a le  ligne 
-f-,  la  multiplication  fe  fait  toujours  par  addition,  c’eft- à-dire , que  l’on 
ajoute  ou  que  l’on  prend  le  multiplicande  autant  de  fois  qu’il  eft  marqué 
par  le  multiplicateur  : par  exemple , fi  le  multiplicande  eft  a & le 
multiplicateur  -^-b  , en  multipliant  a.  par  -j-^ , on  prend  a autant  de  fois 
qu’il  eft  marqué  par  h.  D’où  il  fuit  au  contraire  que , quand  le  multi- 
plicateur a le  ligne — , la  multiplication  fefait  par  voie  de  fouftraélion , 
c’eft-à-dire  qu’on  ôte  le  multiplicande  autant  de  fois  qu’il  eft  marqué 
parle  multiplicateur;  ainfi,  pour  multiplier  «par  — il  faut  ôter<t 
autant  de  fois  qu’il  eft  marqué  par  b. 

156  Quand  on  dit  qu’on  ajoute  ou  qu’on  ôte  le  multiplicande, 
il  ne  faut  pas  entendre  qu’on  l’ajoute  au  multiplicateur  où  qu’on  l’en 
retranche  ; car  dans  l’ Algèbre  l’addition  fe  fait  en  mettant  la  quantité 
qu’on  veut  ajouter  tdle  qu’elle  eft  , foit  pofitive,  foit  négative  ; & la 
fouftraétion  fe  fait  en  mettant  une  quantité  égale,  mais  oppofée  à 
celle  qu’on  veut  retrancher;  ce  qui  , comme  on  voit , ne  fuppofe  pas 
qu’on  ajoute  le  multiplicande  au  multiplicateur  , ou  qu’on  retranche 
l’un  de  l’autre.  Cela  pofé , nous  allons  donner  la  démonftration  des 
trois  cas. 

Démonstration. 

157. 1.  Cas.  +X“f-  donne  -f-  ; car  pour  lors  le  multiplicateur  a le 
figne  -1- , & par  conléquent  la  multiplication  fe  fait  par  addition.  Mais 
d’ailleurs  le  multiplicande  ayant  auffi  le  figne  -f-  > c’eft  une  quantité 
pofitive  ; ainfi , en  multipliant  plus  par  plus  , on  ajoute  ou  l’on  prend 
une  pu  plufieurs  fois  une  quantité  pofitive  , favoir  le  multiplicande  ^ 
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donc  le  produit  eft  une  Tomme  de  grandeurs  pofîtives  > par  conféquent 

elle  doit  être  précédée  du  figne  -f-  i donc  +x-f>  donne 

II.  Cas.  — ou  — x+  donne  — . En  premier  lieu  -f-x — donne — : 
car , puifque  le  multiplicateur  a le  figne  — ^ la  multiplication  Te  fait  par 
voie  de  fouftraélion  , c’eft  à dire , qu^on  ôte  le  multiplicande  autant  de 
fois  qu’il  eft  marqué  par  le  multiplicateur  i par  conféquent  on  doit 
changer  le  figne  du  multiplicande  (137)*  Or  le  multiplicande  a le 
figne  + J donc  le  produit  doit  avoir  le  ligne — En  fécond  lieu  , — x4* 
donne — ; car  pour  lors  le  multiplicateur  ayant  le  figne  -f-j  & le  mul- 
tiplicande le  figne  — , on  ajoute , c’eft- à-dire , qu’on  prend  plufieurà 
fois  une  quantité  négative , favoir , le  multiplicande  ; donc  le  produit 
eft  une  fomme  de  quantités  négatives  , & par  conféquent  il  doit  avoir 
le  figne  — . 

III.  Cas.  Enfin — x — donne-}-;  cardans  ce  cas  le  multiplicateur 
ayant  le  figne  — , le  multiplicande  eft  fouftrait  autant  de  fois  qu’il  eft 
marqué  par  le  multiplicateur,  par  conféquent  il  faut  changer  le  figne 
du  multiplicande  (137).  Or  le  multiplicande  a le  figne  — ; donc  le 
produit  doit  avoir  le  figne  -f*. 

B.  Pour  entendre  mieux  la  démonftration  de  ce  troifîeme  cas  , il 
faut  faire  attention  à la  fignification  de  ces  termes , multiplier  moins 
par  moins , auxquels  les  Commençants  n’attachent  fouvent  aucune 
idée  diftindle.  Je  dis  donc  que  ces  mots , multiplier  moins  par  moins  , 
fignifient  la  même  chofe  que  fouftraire  une  ou  plufieurs  quantités  néga- 
tives. En  premier  lieu , il  eft  clair  par  l’article  156,  que  multiplier  par 
moins  veut  dire  fouftraire  ; car  pour  lors  le  multiplicateur , que  le  mot 
par  défigne  toujours , a le  figne  moins.  Or,  quand  le  multiplicateur  a 
le  figne  moins , la  multiplication  fe  fait  par  fouftraâion.  En  fécond 
lieu,  quand  on  dit  multiplier  moins , cela  marque  que  le.  multipli- 
cande eft  une  quantité  négative  , puifqu’il  eft  alors  précédé  du 
figne  — . Il  paroît  donc  que  multiplier  moins  par  moins  ne  veut  dire 
autre  chofe  que  fouftraire  une  ou  plufieurs  quantités  négatives.  Or  il 
eft  évident  que , pour  fouftraire  des  quantités  négatives , il  faut  changer 
le  figne  de  moins  en  celui  de  plus  ; par  conféquent  le  réfultat  ou  le 
produit  de  la  multiplication  de  moins  par  moins  doit,  être  précédé  du 
ligne  -f-. 

157  C.  D’ailleurs,  le  premier  cas  de  cette  démonftration  ne  fouffre 
aucune  difficulté  ; car  fi  on  a , par  exemple , cinq  grandeurs  pofitives  , 
& qu’on  les  multiplie  par -)- 3 , c’eft- à- dire  , qu’on  les  prenne  autant 
de  fois  qu’il  eft  marqué  par  le  multiplicateur  3 , il  eft  évident  que  le 
produit  fera  une  fomme  de  grandeurs  pofitives  , & par  conféquenc. 
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ce  produit  doit  être  précédé  du  Cgne  -}-•  11  ne  peut  donc  y avoir  de 
difficulté  que  dans  les  deux  derniers  cas,  & fur- tout  dans  le  troifieme. 
Or  il  eft  facile  de  faire  voir  que  ces  deux  derniers  cas  fuivent  du  pre- 
mier. Je  dis  d’abord  que  fi  -|-æX  donne il  faut  que-f-^X — ^ 
donne  — ah  ; car  le  produit  de  par  — b doit  avoir  un  figne  oppofé 

à celui  de-f-a  par  -\-b.  Or  le  produit  de  -j-a  par  -\-b  donne  le  figne  ; 
donc  le  produit  de  -l~a  par  — b doit  avoir  le  figne  — . La  mêrne  raifon 
fait  aufïi  voir  que  le  produit  de  — a par  -\-b  doit  avoir  le  figne  — . 

,Ce  fécond  cas  étant  prouvé  , on  démontre  ainfi  le  troifieme , en  fe 
fervant  du  même  raifonnement.  Le  produit  de  — a par — b doit  avoir 
un  figne  différent  de  celui  de  -\~a  par  — b.  Or,  on  vient  de  faire  voir 
que  ce  dernier  produit  doit  avoir  le  figne  — j donc  le  premier  doit 
être  précédé  du  figne -f-. 

\<ÿjD.  Voici  encore  une  autre  preuve  du  troifieme  cas  : il  faut 
prouver  que , fi  on  multiplie  a — b par  c — d le  produit  de  — b par 
< — d fera  + Confidérez  que  c eft  plus  grand  que  c — d de  la 
quantité  d\  & par  conféquent  le  produit  de  a — b par  c furpaffe 
aufïï  celui  de  a — b par  c , favoir  , du  produit  de  a — b par  d : donc 
pour  avoir  le  véritable  produit  de  a — b par  c — , il  faudra  retran- 
cher le  produit  de  a — b par  d de  celui  de  a — b par  c.  Or  le  pro- 
duit de  a — h par  c eft  ac — bc  , & celui  de  a — b par  d eft  ad— bd.  Il 
faut  donc  retrancher  le  produit  ad — bd  du  premier  ; par  conféquent 
il  faut  changer  les  lignes  de  ce  fécond  produit,  en  le  joignant  au  pre- 
mier. On  aura  donc  ac  — bc  — ad-\-bd.  Ainfi  — bx — d donne  -|-  bd. 
Pour  rendre  ce  raifonnement  plus  fenfible , on  peut  l’appliquer  à des 
nombres  , comme  7 — 3 & 5 — a j on  trouvera  que  — 3 x — ^ donne 
*J-  6. 

11  nous  refte  à parler  en  peu  de  mots  de  la  multiplication  des  quan- 
tités complexes , qui  ne  foufire  aucune  difficulté , après  ce  que  nous 

avons  dit  fur  la  multiplication  des  quantités  incomplexes. 

♦ « 

DE  LA  MULTIPLICATION  DES  Q^UANTITÉS 

COMPLEXES. 

158.  Lorfque  l’on  veut  multiplier  deux  quantités  complexes  l’une 
par  l’autre , il  faut  multiplier  le  multiplicande  entier  par  chacun  des 
termes  du  multiplicateur  , en  obfervant  les  trois  réglés  prefcrites 
pour  la  multiplication  des  quantités  incomplexes , & apres  qu’on  a. 
achevé  ces  multiplications , il  faut  ajouter  tous  les  produits  particuliers  » 
la  fomme  fera  le  produit  total  des  deux  quantités  corpplexes» 
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Exemple  I. 


a.  — '^h 

2C  — J 


2ac  — 6^c 


Si  on  veut  multiplier  a — j 3 par 
ac  — d , il  faut  écrire  ces  deux  quan- 
tités , enforte  que  le  multiplicateur 
foit  fous  le  multiplicande  , & tirer 
une  ligne  au-defîbus  du  multiplica- 
teur. Après  cela  il  faut  multiplier  le  ,r.  j ■ r i 

multiplicande  a — , i par  2c  j ' ^ 

le  produit  fera  2ac — Sbc.  2'^.  par  — i/; le  produit  fera— : 
enfin  il  faut  ajouter  ces  deux  produits  particuliers  j lafomme  2ac  — 
6éc  —.ad-^  ^bd  fera  le  produit  total. 

Exemple  IL. 


Æ-f-5  multiplicande. 

a — b multiplicateur. 

N 

a'-^-ab  premier  produit  particulier. 

— ab — bb  fécond  produit  particulier. 

Æ* — bh’  produit  total. 

Dans  cet  exemple  les  deux  termes  ’^ab  8c — a.b  ont  difparu  en  fai- 
fant  la  réduâion. 


DE  LA  DIVISION. 

159.  Divifer  une.  grandeur  par  une  autre  , c’eft  chercher  combien 
de  fois  laieconde  eft  contenue  dans  la  première  : par  exemple  , divifer 
ab  par  a , c’efl  chercher  combien  de  fois  a eft  contenu  dans  ab.  Il  y a 
trois  chofes  à diftinguer  dans  la  divifion , le  dividende  , le  divijeur  & le 
quotient.  Le  dividende  eft  la  grandeur  à divifer  j le  divifeur  eft  la  gran- 
deur par  laquelle.on  divife  , & le  quotient  eft  celle  qui  marque  combien 
de  fois  le  divifeur  eft  contenu  dans  le  dividende.  Dans  l’exemple  prc- 
pofé  x^‘.èft-fe.divîdende  , <x  eft  fe  divifeur^,  & dn  verfsi  dans  Ja  fuite 
que  b eft  le  quotient. 

1 60.  On  peut  donc  définir  la  divifion , une  opération  par  laquelle  on 

cherche  une  grandeur  qu’on  appelle  quotient , qui  marque  combien  de 
fbisle  dividende  contient  le  divifeur.  Si  on  divife  1 8 par  6 , on  trouvera* 
pour  quotient  5 , qui  marque  combien  de  fois  le  dividetide  1 8.  contient 
le  divifeur  6.  . . 

1 6 1 . Il  fuit  de  cette  définition  que  le  dividende  contient  autant  de 
fois  le  divifeur  ,que  le  quotient  contient  l’unité.  Dans  l’exemple  qu’on 
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vient  de  propofer , le  dividende  1 8 contient  le  divifeur  6 autant  de 
fois  que  le  quotient  3 contient  Punité.  Pareillement , contient  autant 
de  fois  a que  le  quotient  B contient  Punité  ; ainfi  , dans  toute  di  vifîon  on 
a la  proportion , le  dividende  eft  au  divifeur  comme  le  quotient  eft  à 
Punité. 

162.  Pour  marquer  que  Pon  veut  divifer  une  grandeur  par  une 
autre , on  écrit  le  divifeur  au-deflbus  du  dividende , & on  tire  une  pe- 
tite ligne  entre  deux  ; par  exemple , H on  veut  indiquer  la  diviiion  de 
aB  par  Æ , on  écrit  & fi  on  veut  énoncer  cette  quantité^  , on  dit 
aB  divifé  par  a.  Que  fi  la  divifion  peut  fe  faire , on  met  le  figne  d’égalité 
à la  fuite  de  la  petite  ligne  qui  fépare  le  dividende  du  divifeur  , & oh 
écrit  le  quotient  après  ce  figne  d’égalité  ^ ainfi  , B étant  le  quotient  de 

divifé  par  a,  on  écrit  ~=B.  Pareillement,  on  écrit  3 pouf 
marquer  que  3 eft  le  quotient  de  1 8 divifé  par  6. 

1 62  Si  on  multiplie  le  dividende  & le  divifeur  par  le  même  mul-  . 
tiplicateur,  le  quotient  des  produits  fera  le  même  que  celui  des  deux 
nombres  ou  quantités  avant  la  multiplication.  Si , par  exemple,  on  a 
multiplié  par  100,  le  produit  du  dividende  fera  cent  fois  plus  grand 
que  ce  dividende,  & pareillement  le  produit  du  divifeur  fera  cent  fois 
plus  grand  que  le  divifeur.  Ainfi  ce  dernier  produit  fera  contenu  autant 
de  fois  dans  le  premier  que  le  divifeur  eft  contenu  dans  le  dividende;  & 
par  conféquent , fi  on  fait  la  divifion  du  premier  produit  par  le  fécond  & 
du  dividende  par  le  divifeur , le  quotient  fera  le  même  de  part  & d’autre. 

1 62  C.  On  prouvera  de  même  que, fi  on  divifé  les  deux  quantités 
^par  une  même  grandeur  , & qu’en  faifant  ces  divifions  on  trouve  les 
deux  quantités  e &/ , le  quotient  de  e par  y' fera  le  même  que  celui  de 
a par  B. 

1 63.  Remarquez  que  la  multiplication  & la  divifion  font  des  opéra- 
tions oppofées , enforte  que  l’unç  remet  les  chofes  au  même  état  oüt 
elles  étoient  avant  l’autre  : par  exemple  , fi  on  divifé  1 8 par  6 , on  trou- 
vera 3 au  quotient , & fi  après  cela  on  vient  à multiplier  6 par  3 , le 

, produit  fera  1 8 , qui  eft  le  nombre  qu’on  a divifé  par  6.  En  général , on 
peut  dire  que  , fi  on  multiplie  le  quotient  par  le  divifeur  ou  le  divifeur 
parle  quotient , le  produit  eft  égal  au  dividende  ; car , félon  la  notion, 
de  la  divifion , le  quotient  marque  combien  de  fois  le  divifeur  eft  contenu' 
dans  le  dividende  ; par  conféquent , en  prenant  le  divifeur  autaurdefois” 
qu’il  eft  marqué  par  le  quotient,  l’on  doit  avoir  une  grandeur  égale  au 
dividende  , ou  plutôt  on  doit  avoir  le  dividende  même.  Or , prendre 
le  divifeur  autant  de  fois  qu’il  eft  marqué  par  le  quotient , c’elt 
multiplier  le  divifeur  par  le  quotient.  Donc , fi  on  multiplie  le  divifeut 


88  ALGEBRE, 

par  le  quotient,  le  produit  eft  le  dividende  même.  Cette  remarqua  fervira 
à entendre  ce  que  nous  dirons  dans  la  fui  te- 
ll y a deux  fortes  de  di  vidons  algébriques:  favoir,  celle  des  quantités 
incomplexes-ôc  celle  des  quantités  complexes. 

DE  LA  DIVISION  DES  A N T I T É S 

INCOMPLEXB  s. 

Nous  avons  dit  qu'il  y a trois  réglés  à obferver  dans  la  multiplication 
des  quantités  incomplexes  ; il  y en  a de  même  trois  dans  la  di  vifîon , qui 
répondent  à celles  de  la  multiplication.  La  première  regarde  les  lignes 
de  plus  & de  moins  du  dividende  & dudivifeur  : la  fécondé  ed  pour  les 
coefficients , 8c1a  troifîeme  pour  les  lettres. 

1 64.  I.  Réglé.  Lorfque  le  dividende  & le  divifeur  ont  tous  les 

deux  le  ligne  -{->  on  doit  mettre  -}-  &u  quotient  : li  un  des  deux  a le 
ligne  — & l’autre  on  mettra — au  quotient.  Enfin  , lorfque  le  divi- 

dende & le  divifeur  ont  tous  les  deux  le  ligne  — , on  doit  mettre  -j-  au 
quotient.  On  peut  réduire  les  trois  cas  de  cette  réglé  à deux  feule- 
ment , en  difant  que , quand  les  lignes  du  divifeur  & du  dividende  font 
femblables , il  faut  mettre  -|-  au  quotient , & quand  ils  font  différents  , 

11  faut  mettre  — . 

165.  IL  Réglé.  On  divife  les  coefficients  comme  tous  les  autres 
nombres;  mais  il  faut  fe  fouvenir  que , quand  une  grandeur  n’a  pas  de 
coefficient  marqué  , on  fuppofe  toujours  qu’elle  a l’unité  pour  coeffi- 
cient. Voici  des  exemples  de  cette  fécondé  réglé  : li  on  veut  divifer 

1 2 par  3a , il  faudra  écrire  4 pour  coefficient  du  quotient  ; parce  que 
3 eff  contenu  4 fois  dans  1 2.  Pareillement  y divifé  par  a , donne  5 
pour  coefficient  du  quotient , parce  que  1 qui  ell  le  coefficient  du  divi- 
feur , ell  contenu  5 fois  dans  5. 

166.  III.  Réglé.  Cette  troilieme  réglé  , qui  eft  celle  des  lettres  , 
confiffe  à effacer  les  lettres  communes  au  dividende  & au  divifeur  , 
après  quoi  ce  qui  relie  au  dividende  eft  le  quotient  de  la  divilion  , 
pourvu  que  le  divifeur  foit  entièrement  effacé  : par  exemple , le  quo- 
tient de  ab  divifé  par  a , eft  é ; parce  qu’après  avoir  effacé  a , qui  eft 
une  lettre  commune  au  dividende  & au  divifeur , il  refte  b dans  le 
dividende.  Pareillement  a^b*  ou aaaaaé'^, divifé  par  a’é  ou  aaab , donne 
au  quotient  aab , parce  qu’après  avoir  effacé  a’é  dans  le  dividende , 
il  refte  aab.  Voici  les  différents  exemples  où  les  trois  réglés  font  ap- 
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I. 

+ T 

+ ^ ^ 

- - +10CZ^^  y. 

II.  5é‘ 

III. 

loadx 

+ 6 ax  

% 

5^ 

« 

I V.  q 4 ^ 

XT  + I 4 <2  5 

— 

= Hr+ 

xab  , %ab 

ib  — 4 ^ i 

On  verra  dans  les  remarques  fuivantes , que  eft  égal  à qui 
eft  la  même  chofe  que  f 2t.  Ainfi  le  quotient  du  cinquième  exemple 

^ d -p*  ^ dé 

\ 

Remahqvbs. 


I. 


1 67.  Si  le  dividende  & le  divifeur  étoient  une  même  quantité  , le 
quotient  feroit  Punité.  Exemples  - = + 


I. 


I. 


I. 


La  raifon  de  cette  remarque  eft  que  le  quotient  exprime  combien  de 
fois  le  divifeur  eft  contenu  dans  le  dividende  ; or  j toute  grandeur  eft 
contenue  une  fois  dans  elle- même , 6c  par  conféquent  Punité  eft  le 
quotient  d’une  quantité  divifée  par  elle-même* 


1 1. 


168.  S’il  refte  encore  quelque  chofe  au  diyifeur  après  avoir  effacé 
les  lettres  communes  au  divifeur  ôc  au  dividende , alors  la  diviüon  ne 
peut  fe  faire  exatftement  : par  exemple  , on  ne  peut  faire  la  divifion 
de  a*é  par  dCj  ni  celle  de  par  d*£>;  parce  qu’après  avoir  effacé  les 
lettres  communes  au  divifeur  & au  dividende,  il  refte  c au  divifeur  du 
premier  exemple , 6c  æ au  divifeur  du  fécond.  Dans  ce  cas  j on  fe  con- 
tente d’indiquer  la  divifion  en  cette  maniéré,  > ou  bien 

on  peut  d^vifer  le  dividende  6c  le  divifeur  par  les  lettres  communes 

( 1 6 2 C.  ) , ce  qui  fe  fait  en  effaçant  ces  lettres , 6c  on  aura  ^ ôc  j* 

Pareillement,  fi  le  dividende  6c  le  divifeur  n’avoient  aucune  lettre 
commune , on  indique^oit  la  divifion  de  la  même  maniéré  ; ainfi , pour 
marquer  la  divifion  de  >2  par  é,  on  écrit  f,  qwi  eft  une  fraûion  qui  doit- 
/.  Fartie,  ' M 

•s  ^ 
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être  regardée  comme  le  quotient  de  a.  divifé  par  h s il  6ii  eft  de  même 
des  autres  divisons  indiquées. 

I I I. 

1 68  -P.  Si , après  avoir  effacé  toutes  les  lettres  communes  au  dividende 
& au  divifeur , il  ne  refle  rien  au  dividende , il  faut  mettre  i pour 

ae  I an  a*  l 4«  

ahû  b * aaa  a}  a * ^^ece  et 

On  en  verra  clairement  la  raifon  quand  nous  parlerons  des  raifons  & 
des  fraéÜons  : mais  on  peut  auflî  s*en  convaincre  préfentement  ; car , fi 
on  multiplie  le  dividende  & le  divifeur  par  une  même  quantité , le 
quotient  des  produits  efi  le  même  que  celui  des  grandeurs  avant  la 
multiplication  ( 1 6 z P ) ; par  confequent  les  deux  divifîons  indi- 
quées & 3 font  égales , puifque , fi  on  multiplie  les  deux  termes  i & æ 
de  la  derniere  par  aa , on  aura  les  deux  produits  aa  & aaa. 

1 68  C.  Il  paroît,  par  les  articles  précédents,  qu*il  peut  arriver  quatre 
cas  en  effaçant  les  lettres  communes  au  dividende  & au  divifeur  ; car, 
ces  lettres  étant  effacées,  ou  bien  , il  ne  refie  rien  ni  au  dividende 
ni  au  divifeur,  alors  le  quotient  efi  Tunité  (i  67).  2°.  Ou  il  refte  quel- 
que chofe  au  dividende  & rien  au  divifeur , & le  quotient  efi  ce  qui 
refie  au  dividende  (166).  5®.  Ou  il  ne  refie  rien  au  dividende  , mais 
il  y a un  refte  du  divifeur , pour  lors  on  prend  pour  quotient  une  frac- 
tion qui  ait  Tunité  pour  numérateur  , & pour  dénominateur  le  refte  du 
divifeur  {,168  P).  4®.  Enfin,  s’il  refte  quelque  chofe  tant  au  dividende 
qu’au  divifeur , on  pourra  prendre  pour  quotient  une  fraéfion  dont  le 
numérateur  & le  dénominateur  foient  les  refies  du  dividende  & du 
divifeur  (i  68.) 

I V. 


dividende.  Exemples  : 


1 69.  Qiiand  il  fe  trouve  une  même  lettre  dans  le  dividende  & dans  le 
divifeur , alors,  pour  faire  la  divifion,  on  ôte  l’expofant  du  divifeur  de  l’êx- 


pofant  du  divid.  Exemples  : -, 


t 

a.’.  — 
a 


». 


Cette  remarque , qui  fuit  évidemment  de  la  troifieme  réglé , répond  à 
une  autre  remarque  que  nous  avons  faite  fur  la  multiplication  en  pareil 
cas  (i  5 5),  6c  dans  laquelle  nous  avons  dit  qu’il  falloit  ajouter  les  expo- 
fants  de  la  lettre  commune  au  multiplicande  6c  au  multiplicateur. 


V. 


1 69  P.  Si  le  dividende  6c  le  divifeur  n’ont  qu’une  même  lettre  & 
que  leurs  expofants  fiaient  égaux , le  quotient  aura  zéro  pour  expofant^ 
& fera  é^al  à l’unité  : par  e;s:emple9  æ*  divifé  par  a}  donne  a* — ^ ou  a* 
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Oryà^zn  I ; car,  quand  le  divifeur  e(l  égal  au  dividende,  le  quotient 
eft  I (i  67).  Or,  ici  le  divifeur  eft  égal  au  dividende  , par  conféquent 
le  quotient  eil  1 : d’ailleurs , nous  venons  de  voir  que  le  quotient  de  a* , 
divifé  par  a* , eft  aulfi  a°ÿ  ainli,  a°=  i.  Pareillement  i.  On  peut 
donc  dire , en  général , qu’une  quantité  algébrique  , qui  a zéro  pouf 
expolant , eft  égale  à l’unité. 

VI. 

169C.  Si  on  fuppofe  encore  que  le  dividende  & le  divifeur  n’ont 
qu’une  même  lettre , & que  l’expofant  du  divifeur  foit  plus  grand  que 
celui  du  dividende , le  quotient  aura  un  expofant  négatif  qui  fera  la  dif- 

a*  c* 

férence  des  deux  expofants.  Exemples:  -=c*”*=c  ‘ 

C’eft  une  fuite  de  l’article  1 69. 

1 69  D.  Il  paroît  par  cette  derniere  remarque  & par  la  troifteme  » 
que  a z=  - , parce  que  l’une  & l’autre  quantité  eft  égale  à 

Pareillement  , puifque  chacune  eft  égale  à - . 

1 69  E.  On  peut  voir  par-là  ce  que  lignifie  une  quantité  dont  l’expo- 
fant  eft  négatif,  puifque  c’eft  la  même  chofe  que  la  ffaâion  qui  a 
pour  numérateur  l’unité , & pour  dénominateur  la  même  quantité  avec 

le  même  expofant  rendu  pofitif.  Si  donc  c = 4 , c ^ ou  - = D’oil 

il  fuit  que  eft  moindre  que  l’unité  autant'  de  fois  que  l’unité  elle- 
même  eft  moindre  que  c* , ou,  ce  qui  revient  au  même,  c’  contient 
autant  de  fois  l’unité  que  l’unité  contient  c ^ j ainfi , l’unité  eft: 
moyenne  proportionnelle  entre  c*  & c — 

1 70.  La  première  réglé  ( 1 64) , qui  eft  celle  des  lignes , eft  fondée 
fur  ce  que  le  produit  du  divifeur  par  le  quotient  doit  être  le  même 
que  le  dividende  : or , afin  que  ce  produit  ne  diftere  pas  du  dividende  , 
il  eft  nécellaire  d’obferver  la  réglé  que  nous  avons  propofée  ^ car , pat 
exemple , fi  le  dividende  ayant  le  ligne  -f- , & le  divifeur  le  ligne — , on 
mettoit  -f*  au  quotient , il  eft  évident  qu’en  multiplant  le  divifeur 
qu’on  fuppofe  avoir  le  ligne  — par  le  quotient  qui  auroit  le  ligne  -f-,  le 
produit  devroit  avoir  — , parce  que  — X-{-  donne — ; par  conféquent , 
le  ligne  du  produit  feroit  différent  de  celui  du  dividende , ce  qui  eft 
impollible. 

1 7 1 . La  féconde  réglé , qui  eft  celle  des  coefficients , jie  renferme 
aucune  difficulté  particulière  i car  > les  coefficients  étant  des  nombres',  il 

M il 
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eft  clair  qu’on  doit  opérer  fur  eux  comme  on  fait  dans  la  divifion  des 
autres  nombres. 

172.  La  troifieme  réglé  eft  encore  une  fuite  de  la  remarque  que 
nous  avons  faite,  en  dilant  que  le  produit  du  divifeur  par  le  quo- 
tient , ou  du  quotient  par  le  divifeur , eft  la  même  grandeur  que  le 
dividende;  car  la  multiplication  du  quotient  par  le  divifeur  fe  fait 
en  écrivant  le  divifeur  à côté  du  quotient  ; & par  conféquent , afin 
que  le  produit  de  cette  multiplication  ne  différé  pas  du  dividende, 
il  faut  qu’en  faifant  la  divifion  on  ait  effacé  dans  le  dividende  les 
lettres  qui  font  auffi  dans  le  divifeur.  En  un  mot , dans  la  divifion , 
on  efface  du  dividende  les  lettres  qui  fe  trouvent  dans  le  divifeur, 
& le  relie  eft  le  quotient  : au  contraire , dans  la  multiplication  du 
quotient  par  le  divifeur , on  remet  dans  le  quotient  les  lettres  du 
divifeur  qui  avoient  été  effacées  ; ~ ainfi , le  produit  de  cette  multipli- 
cation eft  la  même  grandeur  que  le  dividende  : par  exemple  , fi  on 
diyife  abc  par  hc , on  efface  hc  du  dividende  ahc , & il  refte  a.  pour 
quotient;  & dans  la  multiplication  du  quotient  a par  le  divifeur  bc^  on 
remet  bc  avec  a , & par  conféquent  le  produit  eft  la  même  grandeur 
que  le  dividende. 

DE  LA  DIVISION  DES  QUANTITÉS 

COMPLEXES. 

I 

173.  Si  le  dividende  eft  complexe  & le  divifeur  incomplexe,  voici 
les  opérations  qu’il  faut  faire  afin  de  pratiquer  la  divifion. 

1®.  Divifer  le  premier  terme  du  dividende  par  le  divifeur  , en 
obfervant  les  trois  réglés  prefcrites  pour  la  divifion  des  quantités 
incomplexes , & enfuite  écrire  le  quotient  à part. 

a®.  Multiplier  le  divifeur  par  le  terme  qu’on  vient  d’écrire  au 
quotient. 

3®.  Souftraire  le  produit  qui  eft  venu  de  la  multiplication  ; le 
fouftraire , dis-je , du  dividende , ce  qui  fe  fait  en  changeant  le  ligne 
du  produit. 

4°.  Enfin,  faire  la  réduéUon  des  termes  fèmblables  qui  fepréfentent 
après  la  fouftraétion. 

Ces  quatre  opérations  doivent  être  appliquées  fur  les  autres  termes 
du  dividende  fuccefiivement.  De  ces  quatre  opérations , les  trois 
premières  ont  lieu  dans  la  divifion  des  nombres , il  n’y  a que  la 
quatrième  qui  foit  particulière  à la  divifion  algébrique. 


\ 
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Exemple. 

Soit  la  quantité  — 6a}B*  -|-  à divifer  par  ^a^h, 

Ayant  écrit  le'divifeur  à la  droite  du  dividende,  & tiré  une  ligne 
au-delTous  de  Pun  & de  l’autre , ayant  auiïï  tiré  une  fécondé  ligne  qui 
répare  le  dividende  du  divifeur  comme  on  le  voit  : 

4 a*  — 6 a}  b* 2.  a*  - 2 a*  5 divifeur, 

O O O \ 

— 4 a*  M + 6 a}  b* — 2a*  b^  ■ / 2 b*  ^ a b + b*  quotient. 

O O O 

1°.  Je  divife  le  premier  terme  du  dividende  par  le  divifeur 
7,a*B , le  quotient  eft  22’^’  ; j’écris  donc  le  quotient  za^B*  fous  le 
divifeur  , comme  il  paroît  dans  cet  exemple.  2®.  Je  multiplie  le  divifeur 
2o.*B  par  le  quotient  le  produit  Je  fouftrais 

ce  produit  du  dividende  en  écrivant — fous  le  terme  fem- 
blable  ^a^B*.  4°.  Enfin , je  fais  la  réduâion , en  effaçant  les  deux 
termes  4a qui  fe  détruifent.  Au  lieu  d’effacer  les  termes , on 
a mis  au  deffous  un  zéro  pour  la  commodité  de  l’imprefiion. 

Je  fais  enfuite  les  quatre  mêmes  opérations  fur  le  fécond  ter* 
me — 6a^B*  du  dividende,  •&  après  fur  le  troifieme -f- 2^I*^^  La 
divifion  étant  achevée , on  trouvera  que  le  quotient  entier  fera 

174.  Lorfque  le  divifeur  eft  une  quantité  complexe  auiïï  bien  que  le 
dividende , on  fait  les  quatre  mêmes  opérations  fur  le  premier  membre 
du  dividende  j & fi  après  la  réduftion  il  y a encore  des  termes  qui  ne 
foient  pas  efiàcés  dans  le  dividende  , on  fait  aufti  les  quatre  opérations 
fur  les  termes  du  dividende  qui  n’ont  pas  été  effacés  dans  la  réduélion  , 
& fur  ceux  du  produit  du  divifeur  qui  n’ont  pas  non  plus  été  effacés  j 
on  continue  de  même  jufqu’à  ce  qu’il  ne  refte  plus  rien  dans  le 
dividende , fi  cela  eft  polïïble. 

175.  Il  faut  remarquer  qu’en  faifant  la  première  des  quatre  opéra- 
tions, qui  eft  la  divifion,  on  ne  fe  fert  que  du  premier  terme  du 
divifeur  j mais  dans  la  fécondé  opération , on  multiplie  tous  les  termes 
du  divifeur  par  celui  qu’on  a écrit  au  quotient  en  fàifant  la  première 
opération , & tous  les  termes  du  produit  doivent  être  fouftraits  du 
dividende.  On  entendra  cela  par  les  exemples, 

175  Afin  de  faire  plus  facilement  la  divifion , il  faut  ordonner  Te 
dividende  & le  divifeur  par  rapport  à une  taême  lettre  qui  fe  trouve- 
avec  des  degrés  ou  des  dimenfions  différentes  dans  les  termes  de  cea. 


^4  A L G ^ B H Si 

deux  grandeurs  ou  au  moins  du  dividende , ( on  peut  appeller  cette 
lettre  dominante  ) c’eft-à-dire , qu’il  faut  difpofer  ces  termes  en  réglant 
leur  place,  eu  égard  au  degré  où  la  lettre  dominante  ed  élevée , enibrte 
que  ceux  qui  contiennent  de  plus  hautes  puiiTances  de  cette  lettre , 
précèdent  les  autres.  Cela  paroît  par  le  premier  exemple  fuivant , dans 
lequel  le  dividende  & le  divifeur  ont  été  ordonnés  par  rapport  à la 
lettre  a.  Si  on  vouloir  les  ordonner  par  rapport  à il  faudroit 
mettre — a*. 

Exemple  I. 

Soit  la  quantité  a?  — \(tb'  — b^  à divifer  par  fl* — ^ah•^b*  : 

après  avoir  difpofé  ces  deux  quantités  comme  dans  l’exemple  pré- 
cédent. 


fl’  — jfl'^-f-jfli* — b*  — zab-^b*  divifeur* 

O O O*  O J 

■ — fl’-f-2  a*  b — fl  é*  Q fl — b quotient. 

O O O 

a*  b 2 fl  é* 

O O 

-J-  a*  b — zab' Aç-  b* 

O O O 

Je  divife  d’abord  le  premier  terme  a*  du  dividende  par  le  premier 
terme  a*  du  divifeur , & j’écris  a au  quotient.  2®.  Je  multiplie  le  divi- 
feur entier  par  le  quotient  a.  3°.  Je  fondrais  du  dividende  le  produit 
fl’  — 2fl*é-j-flé*,  ce  qui  fe  fait  en  changeant  les  lignes  & en  écrivant 
•— fl’-f-2fl*é — ab'  fous  les  termes  femblables  du  dividende.  4°.  Je 
fais  la  réduâion , après  laquelle  je  trouve  que  le  rede  du  dividende 
ed — fl*é-|-  2flé* — b*. 

11  faut  faire  fur  ce  rede  les  quatre  mêmes  opérations.  Je  divife 
donc^  I®.  le  premier  terme— -fl’é  par  le  premier,  terme  a*  du  divifeur, 
& j’écris  le  quotient — b à la  fuite  du  terme  a que  j’ai  déjà  trouvé* 
a®.  Je  multiplie  le  divifeur  entier  par— é.  3®.  Je  foudrais  le  produit 
en  changeant  les  lignes  & en  écrivant -f-fl*é  — 2fl^*-)-é’  fous  les 
termes  femblables.  4®.  Je  fais  la  réduction , après  laquelle  il  ne  rede 
plus  rien  ; & par  conféquent  la  divilion  ed  achevée  > À le  quotient; 

ed  fl — é* 


1 


N 


I 
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ISA*  — ^ah  — i5ac*4"IO^c»  divifeur. 

O O O O J 

— 8 A^+  ^5  — lobc  ( 4 A-^  5 c quotient 

000  O 

En  pratiquant  la  méthode  dont  on  s*eft  fervi  dans  Pexemple 
précédent , on  trouvera  que  le  quotient  eft  4 a — 5 c. 


Exemple  III. 

X*  * * * d*  C X — ' d - divifeur. 

— x*-^x^  d ^ </ 4- A* quotient. 

O — x^  d-\-  X*  d* 

O X*  d*-^  X (P 
O -—X  d* 

o-frf* 

' O 

175  C.  Les  produits  que  Pon  trouve  en  multipliant  le  divifeur  par 
les  termes  du  quotient  > lorfqu’on  fait  cette  divilion , contiennent  les 
différentes  puiflances  de  x & de  </  qui  manquent  dans  le  dividende  : 
& fi  après  la  divifion  on  multiplie  le  quotient  entier  par  le  divifeur , on 
trouvera  ces  termes  qui  manquent  au  dividende , mais  chacun  avec 
des  lignes  contraires;  c*efl  pourquoi  ils  doivent  difparoître  : Voici  cette 
multiplication.  On  a 
mis  des  étoiles  pour 
marquer  la  place  des 
termes  qui  manquent 
dans  le  produit  total , 
comme  on  a fait  à l*é> 
gard  du  dividende. 


X*  -\^x*  d-\-  X (P (P  multiplicande. 
X — d multiplicateur. 

X* d x'  cP  X (P 

— x^d  — X*  aP  — X d}  — d^ 

* 


Exbmplb  IV. 

6 hcx^  — ^ S hdx^  — 11  + 16 edx^  + 10  bf^x  — 10  ef^x  + 18  tm^x  — 14  dm^x  + 

^bêx^  + % bdx*  + IX  e^x*’—i6 €dx^r— >10 b f^x  + xoéf*x—i^cm*x  + X4dm*x—lof*m\ 
00  O 00  0 O O O 

On  a ajouté  cet  exemple  ^cx  — ^ d x-}-  ^ f*  divifeur. 

pour  faire  voir  que  Ton  peut  a bx^^cx-^-ôm'  quotient, 

faire  la  divifion  de  la  même 

manière  4 quoique  le  dividende  contienne  plufieurs  .quantités  où  la 
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lettre  qui  domine  foit  élevée  à la  même  puiflance,  & que  cela  Ce  trouve 
'auffi  dans  le  divifeur. 

175  D,  Après  avoir  fait  les  exemples  précédents  une  ou  plufieurs 
fois  , il  eft  bon  d’en  faire  quelques  autres  que  l’on  choifira  de  la  ma- 
niéré fuivante  : il  faut  prendre  deux  quantités  algébriques  complexes 
que  l’on  multipliera  l’une  par  l’autre  ; & fi  on  div/le  le  produit  de  cette 
multiplication  par  une  des  grandeurs  que  l’on  a multipliées,  on  doit 
trouver  l’autre  au  quotient. 

176.  Lorfque  l’on  veut  voir  fi  oh  ne  s’eft  pas  trompé  en  faifant 
la  divifion , on  multiplie  le  divifeur  entier  par  le  quotient  entier  i & 
fi  le  produit  de  cette  multiplication  eft  égal  au  dividende , c’eft  une 
marque  qu’on  a trouvé  le  véritable  quotient;  mais,  fi  le  produit  eft 
different  du  dividende,  la  divifion  n’a  pas  été  bien  faite.  Cela  a été 
prouvé  ailleurs  (165). 

177.  Nous  remarquerons  qu’il  arrive  fou  vent  qu’on  ne  peut  faire  une 
divifion  fans  refte  : par  exemple , fi  on  vouloir  di vifer  ab-\-ac — b* — bc-\~bd 
par  a — b,  la  divifion  ne  pourroit  fe  faire  exaélement,  c’eft-à  dire, 
îans  refte  : dans  ce  cas,  on  fe  contente  d’écrire  le  divifeur  au  deftbus 

f J • . , 1 . ^ ““  A + Aa  « . y.  - • 

du  dividende  en  cette  maniéré , ;; — ^ , ou  bien  on  fait  la 

divifion  en  partie , & on  écrit  enfuite  le  divifeur  au-deftbus  du  refte  du 
dividende  ; ainfi , dans  l’exemple  propofé,  on  trouve  d’abord  pour  quo- 
tient é-j-c,  & il  refte au-deflbus  duquel  il  faut  écrire  le  divifeur. 
Le  quotient  entier  de  cette  divifion  eft  donc 

178.  Lorfqu’il  y a quelques  lettres  dans  le  premier  terme  du 

divifeur  qui li’eft  pas  dans  le  dividende,,  ou  qu’une  lettre  eft  élevée  à 
un  plus  haut  degré  dans  ce  premier  terme  que  dans  le  dividende  , la 
divifion  ne  peut  fe  faire  fans  fiaétion.  * 

DES  PUISSANCES  ET  DES  RACINES 

DES  A N T I T É S. 

179.  La  puiJJ’ance  d’une  grandeur  eft  le  produit  de  cette  grandeur 
multipliée  par  l’unité  ou  par  elle- même  une  fois , deux  fois , trois 
fois , &c.  De-là  viennent  la  première , la  fécondé , la  troifieme  & la 
quatrième  puiflance  , &c.  On  fe  fert  aufli  du  terme  degré  pour  fignifier 
la  même  chofe  que  puiflTance. 

180.  La  première  puijfknce  d’une  grandeur  eft  le  produit  de  cette 
^andeur  multipliée  par  l’unité  j d’où  il  fuit  que  la  première  puiflance 

d’une 
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d’une  quantité  eft  la  quantité  elle- même,  parce  que  le  produit  d’une 
grandeur  par  l’unité  n’eft  pas  différent  de  la  grandeur  même  ; ainli , la 
première  puiflance  de  3 eft  3 , celle  de  a eft  æ , celle  de  ab  eft  ab. 

1 80  B.  hz  fèconJepuiJJ'ancej  qu’on  appelle  plus  ordinairement 
eft  le  produit  d’une  grandeur  par  elle- même  : par  exemple  , 9 eft  le 
quarré  de  3 , parce  que  9 eft  le  produit  de  3 par  3 j 1 6 eft  le  quarré  de 
4 , parce  que  1 6 eft  le  produit  de  4 par  4 ; aa  ou  a*  eft  le  quarré  de  æ , 
parce  que  æ*  eft  le  produit  de  a par  a. 

1 8 1 . La  troi/îeme  puijjance , qu’on  appelle  plus  ordinairement  cube  , 
eft  le  produit  de  la  fécondé  puilfance  multipliée  par  la  première.  La 
quatrième  puiftance  eft  le  produit  de  la  troifteme  multipliée  par  la  pre- 
mière. La  cinquième  puiflance  eft  le  produit  de  la  quatrième  multipliée 
par  la  première  , ainfîde  fuite-  Voici  des  exemples.  La  troifteme  puif- 
îance  ou  le  cube  de  3 eft  27  , produit  de  la  fécondé  puiflance  9 par  la 
première  3.  La  quatrième  puiflance  de  3 eft  8 1 , produit  de  27  par  3. 
La  cinquième  puiflance  de  3 eft  ^43 , produit  de  8 1 par  3.  De  même 
la  troifteme  puiflance  ou  le  cube  de  4 eft  64 , produit  de  la  fécondé 
puiflance  1 6 par  la  première  4.  La  quatrième  puiflance  de  4 eft  256, 
produit  de  64  par  4-  La  cinquième  puiflance  de  4 eft  1024  j produit 
de  2 5 6 par  4.  Pareillement , la  troifteme  puiflance  de  æ eft  a\  produit 
de  la  fécondé  puiflance  a*  parla  première  a..  La  quatrième  puiflTance  de 
a eA  a*,  produit  de  a’  par  a.  La  cinquième  puiflance  de  a eft  æ* , pro- 
duit de  a.^  para , &c.  La  puiflance  » de  a eft  a*  , &c. 

1 8 1 La  quatrième  puiflance  eft  appellée  quarré-quarré ^ parce  que 
c’eft  le  produit  du  quarré  multiplié  par  le  quarré  : par  exemple,  la 
quatrième  puiflance  de  a eft  a*xa*=<^^  De  même  on  appelle  la  cin- 
quième puiflance  quarré-cube^  parce  que  c’eft  le  produit  du  quarré  pat 
le  cube  : a? , par  exemple , eft  le  produit  de  æ*  par  a’.  Par  une  raifon 
femblable , la  ftxieme  puiflance  eft  dite  cube- cube. 

1 82.  Remarquez  qu’aucune  des  puiflànces  de  i ne  différé  de  la  pre- 
mière : ainfi , le  quarré  de  i eft  i ; le  cube  de  i eft  i j la  quatrième  puif- 
fance  eft  i , ainfi  de  fuite.  Cela  vient  de  ce  qu’en  multipliant  i par  i ^ 
le  produit  eft  toujours  i . 

183.  La  grandeur  qu’il  faut  multiplier  par  l’unité  ou  par  elle-même, 
afin  d’avoir  fes  différentes  puiffances  , eft  appellée  racine  de  ces  puif- 
fances  : par  exemple  ,3  eft  la  racine  de  9 , de  27  & de  8 1 , 4 eft  la  racine 
de  1 6 &de  64,  a eft  celle  de  æ*  , de  a’  , de  æ"*,  de  æ*  , &c 

1 84.  Une  racine  prend  différents  noms  félon  les  puiflànces  dont  elle 
eft  la  racine.  La  racine  de  la  première  puiflance  eft  appellée  racine  pre- 
mière : celle  de  la  fçconde  eft  appellée  racine  fécondé , & plus  fouvent 
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racine  quarrée.  Celle  de  la  troifîeme  puilTance , racine  troifieme  , & 
plus  fouvent  racine  cubique.  Celle  de  la  quatrième  puilTance  ellappellée 
racine  quatrième , ainfi  de  fuite.  Exemples  : 3 eft  la  racine  première  de 
5 , la  racine  fécondé  ou  quarrée  de  9 , la  racine  troifîeme  ou  cubique  de 
37  , la  racine  quatrième  de  8 1 . Pareillement  y a eft  la  racine  première 
de  3 , la  racine  quarrée  de  a* , la  racine  cubique  de  a’ , la  racine  qua- 
trième de  a* , la  cinquième  de  » &c. 

185.  Remarquez  que  la  première  puilTance  & la  racine  première 
d’une  grandeur  font  la  même  chofe , parce  que  l’une  & l’autre  font  la 
grandeur  elle-même  : par  exemple , la  première  puifîance  de  a e&  a.  ^ de 
la  racine  première  de  a eft  aufît  a.  La  première  puiftànce  de  4 eft  4 , & 
la  racine  première  de  4 eft  auflî  4. 

1 8 6.  Remarquez  encore  que , lorfqu’il  s’agit  d’un  quarré  & qu’on 
parle  de  fa  racine,  il  faut  toujours  entendre  la  racine  quarrée.  De  même  , 
quand  il  s’agit  d’un  cube , fi  on  parle  de  fa  racine  , on  doit  entendre  la 
racine  cubique.  11  en  eft  de  même  des  autres  puifîances. 

187.  Pour  marquer  la  racine  d’une  grandeur , on  met  le  figne  j/* 
avant  cette  grandeur  , &on  écrit  au- deftus  du  ligne  le  chiffre  qui  .mar- 
que la  racine  que  l’on  veut  défigner  ; par  exemple  , a marque  la 
racine  troifîeme  de  a.  1/^  ab  marque  la  racine  fécondé  ou  quarrée-  de 
ab.  Il  faut  prendre  garde  que,  quand  le  figne  radical  fp  trouve  fans  chiffre 
écrit  au-delTus , il  exprime  toujours  la  racine  quarrée;  ainfi  ab  mar- 
qué la  racine  quarrée  de  ab  aufli  bien  que  ab. 

On  fe  fert  auflî  du  même  figne  pour  défigner  la  racine  des  quantités 

complexes  : par  exemple,  y a*-\-  2ab-^b*  exprime  la  racine  fécondé 

de  la  quantité  æ*-4- La  ligne  tirée  au-deflus  de  la  quantité 
marque  que  l’on  veut  défigner  la  racine  de  la  quantité  entière  qui  fe 
trouve  fous  cette  ligne. 

188.  Quand  on  parie  de  la  racine  quelconque , troifîeme , quatrième^ 
cinquième  d’une  grandeur , il  faut  toujours  concevoir  que  cette  gran- 
deur eft  une  puiffance  femblable  : par  exemple , fi  on  parle  de  la  racine 
troifîeme  de  <z,.  il  faut  concevoir  que  a eft  la  troifîeme  puiffance  de  la 
racine  dont  on  parle.  S’il  s’agit  de  la  racine  quarrée  àt  ab  y il  faut  re- 
garder ab  comme  un  quarré. 

189.  Pour  élever  une  grandeur  à une  puiffance , il  faut  multiplier 
cette  grandeur  par  elle- même  autant  de  fois  moins  une  qu’il  y a d’unités 
dans  l’expofant  de  la  puiffance.  Ainfi , afin  d’élever  une  grandeur  à la 
quatrième  puiffance  ,il  faut  multiplier  la  grandeur  par  elle-même  quatre 
fois  moins  une  , c’eft-à-dire^  trois  fois , parce  que  4 eft  l’expofant  de  la 
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•quatrième  puiflance.  Pareillement , fi  on  veut  élever  une  grandeur  à la 
iixieme  puiflance  , il  fautla  multiplier  par  elle-même  fix  fois  moins  une  , 
c’eft-à-dire  , 5 fois.  Exemples  : Pour  élever  5 à la  quatrième  puiflance  , 
je  multiplie  d’abord  5 par  lui-même  , c’eft-à-dire  , par  5 ; cette  pre- 
mière multiplication  donne  25  , qui  eft  la  fécondé  puiflance  de  5 : je 
multiplie  enfuite  25  par  5 j cette  fécondé  multiplication  donne  125  , 
quieft  la  troifieme  puiflance  de  5 : enfin  je  multiplie  1 25  par  5 ; cette 
troifieme  multiplication  donne  625  qui  eft  la  quatrième  puiflance  de  5. 
Pour  élever  à la  troifieme  puiflance , je  multiplie  d’abord  a^par 
cette  première  multiplication  donne  a* B*,  qui  eft  la  fécondé  puiflance 
de  aB  : après  quoi  je  multiplie  a*  B*  par  aB  ; cette  fécondé  multiplica- 
tion donne  a*  B^  : ce  dernier  produit  eft  la  troifieme  puiflance  de  aB. 

Cette  réglé , pour  élever  une  grandeur  à une  puiflance  quelconque  , 
eft  fondée  fur  les  définitions  qu’on  a données  des  différentes  puiflances; 
car , fuivant  ces  définitions , il  paroît  d’abord  que , pour  avoir  la  fécondé 
puiflance  > il  ne  faut  faire  qu’une  multiplication , puifque  la  fécondé 
puiflance  eft  le  produit  d’une  grandeur  multipliée  par  elle- même.  2®. 
Quand  on  a la  fécondé  puiflance  , il  ne  faut  plus  faire  qu’une  multi- 
plication , afin  d’avoir  la  troifieme  , parce  que  la  troifieme  puiflance  eft 
le  produit  delà  fécondé  par  la  première  j par  conféquentil  ne  faut  faire 
en  tout  que  deux  multiplications  pour  avoir  la  troifieme  puiflance.  On 
prouvera  de  même  que  pour  la  quatrième  puiflance  il  ne  faut  que  trois 
multiplications  j parce  que  la  troifieme  puiflance  étant  une  fois  trouvée, 
il  ne  faut  plus  qu’une  multiplication  , afin  d’avoir  la  quatrième , ôc 
ainfi  de  fuite. 

1 90.  La  réglé  qu’on  vient  de  donner  eft  commune  aux  quantités 
incomplexes  & à celles  qui  font  complexes  : mais  en  voici  une  plus 
abrégée  pour  trouver  les  différentes  puiflances  d’une  quantité  incom- 
plexe ^ il  faut  multiplier  l’expofant  de  chacune  des  lettres  par  l’expofant 
de  la  puiflance  à laquelle  on  veut  élever  la  quantité.  Si  je  veux , 
par  exemple,  élever  aB*c^k  la  troifieme  puiflance,  je  multiplie  les 
expofants  des  lettres  a,  B ,c , qui  font  i , 2,4,  par  5 , qui  eft  l’expo- 
fant de  la  troifieme  puiflance , & je  trouve  a?B^c^' , qui  eft  la  troifieme 
puiflance  de  Pareillement , j’aurai  la  cinquième  puiflance  de 
fi  je  multiplie  les  expofants  2 & 3 par  5 : ainfi , cette  cinquième  puiflance 
eft  a>°B'K 

Cette  réglé  abrégée  eft  une  fuite  de  la  première  ; car , pour  élever  la 
quantité  oTB^  à la  Cinquième  puiflance,  il  faut , félon  la  première  réglé  > 
article  189,  multiplier  quatre  fois  par  elle- même  j c’eft-à-dire, 

qu’il  faut  multiplier  a*  quatre  fois,  par  a*,  & de  même  multipljçt 

Nij 
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quatre  fois  par^’.  Or,  pour  multiplier  a*  par  a*,  il  faut  ajouter  Texpo- 
fant  du  multiplicateur  à celui  du  multiplicande  (155)  autant  de  fois 
qu'on  réitérera  la  multiplication.  Par  cônléquent , fi  on  multiplie  a* 
quatre  fois  par  a*,  il  faudra  ajouter  quatre  fois  l’expofant  2 du  multipli- 
cateur à celui  du  multiplicande.  Or  , fi  on  ajoute  quatre  fois  2 à 2 , 
qui  eft  Pexpofant  du  multiplicande , on  aura  5 fois  2.  C’efl;  donc  comme 
fi  on  avoit  multiplié  2 par  5 : il  faut  raifonner  de  même  par  rapport  à 
par  conféquent  cette  fécondé  réglé  eft  une  fuite  de  la  première. 

Si  la  quantité  algébrique  eft  précédée  d'un  coefficient , il  faut  aufli 
élever  ce  coefficient  à la  puifiance  propofée  : ainfi  , la  cinquième  puifiance 
de  2û*^’  eft 

1 90  J?.  Remarquez  que  toutes  les  puiffances  d’une  quantité  incomplexc 
pofitive  font  auffi  pofitives  ; mais , quand  une  quantité  incomplexe  eft 
négative , toutes  les  puiflances  paires  font  pofitives , & toutes  les  puif- 
fances impaires  négatives.  Ainfi  la  fécondé  puiffance  dé  — a eft  pofi- 
tive , parce  que  c’eft  le  produit  de  — -a  par — ; mais  la  troifieme 
puifiance  eft  négative , à caufe  qu'elle  eft  le  produit  de  par  — a. 
Pareillement , la  quatrième  puifiance  eft  pofitive , puifque  c'eft  le  pro- 
duit de  la  troifieme  par  la  première  , c'eft- à-dire , de  ^ — æ*  par  — a j & 
la  cinquième  eft  négative  , parce  que  c’eft  le  produit  de-j-a^  par  — a. 

190  C.  Il  fuit  de  là  que  les  puifiances  paires  d'une  quantité  incom- 
plexe , qui  font  précédées  du  figne — , n’ont  point  de  racines  réelles  : 
par  exemple  , — æ*  ne  peut  avoir  pour  racine  ni  — a,  puifque 

le  quarré  de  l’une  & de  l’autre  donne  également  -}-  a*  j c’eft  pourquoi 
> — Æ*  ne  peut  avoir  qu’une  racine  qu’on  appelle  imaginaire  : on  l’expri- 
me en  cette  maniéré  1/ — a*. 

19 1.  11  y a auffi  une  réglé  fort  abrégée  pour  élever  un  binôme, 
c’eft  à- dire,  une  quantité  complexe  de  deux  termes  à line  puifiance 
quelconque.  Cette  réglé  ou  méthode  renferme  deux  parties , dont 
l’uné  regarde  les  lettres  & l’autre  les  coefficients  qui  doivent  précéder 
les  lettres  dans  la  puifiance.  La  première  partie  contient  plufieurs  arti- 
cles :il  faut,  1°.  élever  la  première  lettre  du  binôme  à la  puiflTance 
propofée  j ce  fera  le  premier  terme  de  la  puifiance.  2^.  Elever  cette 
première  lettre  à une  puifiance  moindre  d’un  degré,  & la  multiplier 
enfuite  par  la  première  puifiance  de  la  fécondé  lettre  j le  produit  fera 
le  fécond  terme  de  la  puifiance  cherchée.  3^.  On  aura  les  autres  termes 
en  diminuant  toujours  d’un  degré  la  puifiance  de  la  première  lettre  , 
& en  augmentant  d’un  degré  celle  de  la  fécondé  lettre  , jufqu’à  ce 
que  l’on  foit  arrivé  à un  terme  où  cette  fécondé  lettre  foit  feule  ôc 
élevée  à la  même  puifiance  que  la  première  dans  le  premier  terme* 
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Selon  cette  première  partie , la  cinquième  puiflknce  de<î-|-^ 

a*  b^-\-ab*'\-b^.  Le  premier  terme  eft  a* , c’eft-à-dire  , la  cin- 
quième puiflance  d’a  , parce  qu*il  s’agit  d’élever  a-^b  à la  cinquième 
puilfance.  a*b  , produit  de  a*  par  i , eft  le  fécond  terme  dans  lequel  a 
eft  élevé  à une  puiflance  moindre  d’un  degré  que  dans  le  premier  terme. 
Dans  le  troifieme  terme , qui  eft  a}b* , a eft  élevé  à une  puiflance  moindre 
d’un  degré  que  dans  le  fécond  , & ^ au  contraire  eft  augmenté  d’un 
degré  ••  ainli  de  fuite  pour  les  autres  termes.  Enfin  le  dernier  terme  è* 
eft  une  puiflance  de  b qui  eft  la  même  que  celle  de  a dans  le  premier 
terme. 

Si  une  des  quantités  du  binôme  eft  négative  , tous  les  termes  de  la 
puiflance  ont  alternativement-}-  & — . Ainfi  la  cinquième  puiflTance  de 
a — bt  fans  y comprendre  les  coefficients,  eft  a* — — a*b^ 
•\-ab* — b^. 

1 9 1 B.  La  fécondé  partie  de  la  réglé  , favoir  celle  qui  regarde  les 
coefficients  ,fe  pratique  en  cette  forte  : on  n’écrit  point  de  coefficient 
devant  le  premier  terme  i mais  on  donne  au  fécond  un  coefficient  égal  à 
l’expofant  du  premier.  Dans  notre  exemple  , je  mets  5 pour  coefficient 
du  fécond  terme,  parce  que  l’expofant  du  premier  eft  5.  Le  fécond 
terme  , avec  fon  coefficient , eft  donc  fÿa^b.  Le  coefficient  du  troifieme 
terme  fe  trouve  ainli , il  faut  recourir  au  terme  qui  précédé  le  troifieme  , 
c’eft-à-dire,  au  fécond:  on  multiplie  le  coefficient  de  ce  fécond  terme 
par  l’expolânt  de  la  première  lettre  a dans  ce  terme.  On  multiplie  donc 
5 par  4 , 6c  on  divife  le  produit  20  par  le  nombre  2 , qui  marque  le 
rang  que  le  même  terme  occupe  dans  la  puiflance  : le  quotient  de  la 
divifion  eft  le  coefficient  du  troifieme  terme.  Ainfi  i o eft  le  coefficient 
du  troifieme  terme  a^b*.  Pour  avoir  le  coefficient  du  quatrième  terme 
a'b^t  il  faut  recourir  au  troifieme  terme  i oa}b*  qui  précédé  le  quatrième. 
On  multiplie  donc  le  coefficient  i o du  troifieme  terme  par  l’expofant  2 
de  la  première  lettre  a dans  ce  troifieme  terme  , 6c  on  divife  le  produit 
50  par  le  nombre  5 , qui  défigne  le  rang  qu’occupe  le  même  troifieme 
terme  dans  la  puiflance.  Or , le  quotient  de  30  divifé  par  trois  eft  1 o : 
d’où  je  conclus  que  le  coefficient  du  quatrième  terme  eft  10.  On  revient 
de  même  au  quatrième  terme  pour  trouver  le  coefficient  du  cinquième. 
En  général  > pour  trouver  le  coefficient  d’un  terme  d’une  puiflance  d’un 
binôme  , il  faut  recourir  au  terme  précédent  : on  multiplie  le  coefficient 
de  ce  terme  précédent  par  l’expofant  de  fa  première  lettre  , 6c  on  divife 
enfuite  le  produit  par  le  nombre  qui  défigne  le  rang  du  même  terme  dans 
la  puiflance  : le  quotient  de  cette  divifion  eft  le  coefficient  cherché. 
Suivant  la  première  & la  fécondé  partie  de  cette  réglé , la  cinquième 
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puiflance  de  a-\-h  avec  fes  coefficients , eft  -j-  5 a^b  -f- 1 oa^h*  -)- 1 o a*b' 

192.  Les  deux  termes  extrêmes  , qui  font  le  premier  & le  dernier, 

n’ont  point  de  coefficients  marqués , parce  qu’ils  n’en  ont  pas  d’autres 
que  l’unité.  Entre  les  termes  moyens , ceux  qui  font  également  éloi- 
gnés des  extrêmes  ont  des  coefficients  égaux  : ainfi , dans  l’exemple 
propofé  , les  termes  étant  également  éloignés  des  extrêmes , 

ils  ont  chacun  i o pour  coefficient  ; de  même  les  deux  termes  a^b  & ab* 
ont  chacun  5 pour  coefficient , parce  qu’ils  font  auffié  gaiement  éloignés 
des  extrêmes. 

193.  Il  fuit  de  là  que,  quand  on  a trouvé  les  coefficients  de  la 

moitié  des  termes  d’une  puilTance  d’un  binôme , il  eft  inutile  de  cher- 
cher , par  la  réglé  précédente , ceux  des  termes  fuivants , parce  qu’ils 
ont  des  coefficients  égaux  à ceux  des  premiers  termes.  Ainii,  dans  notre 
exemple  , il  fuffit  d’avoir  les  coefficients  des  trois  premiers  termes 
Æ* -j- 5 4"  I , pour  trouver  tout  d’un  coup  les  coefficients  des 

termes  fuivants.  Quand  le  nombre  des  termes  eft  impair,  on  eft  obligé 
de  chercher , par  la  réglé  précédente , les  coefficients  des  premiers 
ternies  jufqu’à  celui  du  milieu  inclufivement , lequel  n’a  point  de  pareil 
qui  ait  le  même  coefficient.  Ainfî , pour  avoir  la  même  puiflance  de  a-^b^ 
il  faut  chercher  parla  réglé  précédente  , non-feulement  les  coefficients 
des  trois  premiers  termes  , mais  auffi  celui  du  quatrième  a^b^ , qui 
occupe  le  rang  du  milieu.  Cette  fixieme  puiflance  eft  a^-^-tcûb  i^a'^b* 
+ 4-  1 5 -I- 

153  Si  une  des  deux  lettres  du  binôme  a un  coefficient  différent 
de  l’unité,  par  exemple  3,  il  faut  multiplier  le  coefficient  de  chaque 
terme  de  la  puiflance  par  le  même  degré  de  3 , que  celui  auquel  cette 
lettre  eft  élevée  dans  le  terme.  Ainfi , pour  élever  æ -f-  3^  à la  quatriè- 
me puiflance , il  faut  y élever  d’abord  a , & multiplier  enfuite  le 
coefficient  de  chaque  terme  où  b fe  trouve  par  la  puiflance  de  3 à la- 
quelle b eft  élevé  dans  ce  terme.  V oici  donc  cette  quatrième  puiflance 
de  a-\-  ^ X6a*b*^\~^JX  Si  a avoit 

auffi  un  coefficient  tel  que  2,  il  faudroit  encore  multiplier  les  coeffi- 
cients des  termes  qui  contiennent  a par  les  puiflances  de  2 auxquelles 
a eft  élevé.  La  quatrième  puiflance  de  2a -|-  3^  eft  donc  i6a*4-8x  3 
X ^a}b  4“  4 X 9 X 6a*b'  -f-  ^ X 27  X /^ab^  4"  ^ I Les  multiplications  dès 
coefficients  étant  faites,  on  aura  ^6a}b-\-2i6a.*b^-\- 2\6ab^ 

4-81K 

La  raifon  de  la  première  partie  de  la  réglé  pour  la  formation  des 
puiflances  d’uu  binôme  n’eft  pas  difltcile  à appercevoir,  quand  on  fô 
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donne  la  peine  d’élever  foi-même  un  binôme  à quelque  puilTance  pat 
la  réglé  de  l’article  1 89.  Il  y a plus  de  difficulté  pour  la  démonftration 
de  la  fécondé  partie  : nous  ne  nous  arrêterons  pas  à l’expofer  , parce 
qu’elle  fuppofe  plufieurs  remarques  qui  nous  meneroient  trop  loin.  Ceux 
qui  font  curieux  de  la  voir , pourront  la  lire  dans  les  leçons  de  Mathéma- 
tiques de  M.  de  MoUeres  , Problème  III.  de  la  huitième  Leçon. 

1 94.  Il  faut  bien  prendre  garde  quels  font  les  produits  qui  entrent 
dans  la  corapofition  du  quarré  d’une  quantité  complexe  : nous  allons 
en  faire  l’énumération.  Le  quarré  d’une  quantité  complexe  renferme 
donc , 1 ®.  celui  du  premier  terme.  2®.  Le  quarré  des  deux  premiers 
termes  contient  de  plus  le  double  du  premier  multiplié  par  le  fécond  , 
avec  le  quarré  du  fécond.  3®.  Le  quarré  des  trois  premiers  termes  con- 
tient de  plus  les  produits  fuivants  ; favoir , le  double  des  deux  premiers 
termes  multiplié  par  le  troifieme,  avec  le  quarré  du  trojfieme.  4°.  Le 
quarré  des  quatre  premiers  termes  contient  encore  de  plus  le  double 
des  trois  premiers  termes  multiplié  par  le  quatrième  , avec  le  quarré 
du  quatrième.  5°.  Le  quarré  des  cinq  premiers  termes  contient  encore 
de  plus  le  double  des  quatre  premiers  termes  multiplié  par  le  cinquième, 
avec  le  quarré  du  cinquième  , ainfi  de  fuite  : foit , par  exemple  , 
la  quantité  complexe  c 4*  + / on  trouvera  que  le  quarré 

de  cette  quantité  eft  c^-^-icd ; -f-  idf  -j-  ff" ; -j-  ‘icg  -j-  ^dg 

+ }fg+g*  > + + 2^2^^  + if  h -f  igk  -f-  A*.  Or  ce  quarré  renferme 

tous  les  produits  que  nous  venons  de  marquer/  car  c*  eft  celui  qui  eft 
indiqué  dans  le  premier  article  / -j-  icd  -\-dd^  font  les  produits  mar- 
qués dans  le  fécond  article;  ^df  -\-f* , font  ceux  qui  font  énon- 

cés dans  le  troifieme  article  ; icg-\-  idg-\-  fg  > font  marqués 
dans  le  quatrième  : enfin  les  autres  produits  qui  reftent  font  énoncés 
dans  le  cinquième  article. 

1 9 5 . Les  quarrés  de  toutes  les  quantités  complexes  peuvent  être 
repréfentés par  æ*  -j-  lab  -\-b* , qui  eft  le  quarré  de<r+é.  S’il  s’agit,  par 
exemple,  du  quarré  de  c-\-d,  il  pourra  être  repréfenté  par  a*-j-  iab-\~b* , 
pourvu  que  l’on  conçoive  que  a eft  égal  à c , & que  b eft  égal  à d. 
Le  même  quarré  pourra  repréfenter  celui  de  c-\-d-\-f,  fi  on  conçoit  a. 
égal  à & é égal  \f  Par  la  même  raifon  , le  quarré  de  a-j- A 

reprélentera  celui  de  ^ “h/H"  ^ ^ fuppofe  a égal  à c-\~d-\-fy 

& A égal  à g.  En  général,  le  quarré  dea-f-A  repréfentera  celui  de 
toutes  fortes  de  quantités  complexes , pourvu  que  l’on  fuppofe  a 
égal  à tous  les  termes  de  cette  quantité , excepté  le  dernier  , & A égal 
à ce  dernier  terme.  Ainfi , laA-}- A‘  eft  une  formule , c’eft- à-dire  , 

une  expreifion  générale  qui  peut  défigner  tous  les  quarrés  poifibles 
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des  grandeurs  complexes , même  ceux  des  nombres  ; car  les  nombres 
marqués  par  plufieurs  chiflres  peuvent  être  confidérés  comme  des 
quantités  complexes  : par  exemple  j 546 5 éft  égal  à 5000  + 400  -f-  60 
4-  3 , & par  conféquent  c*eft  une  quantité  complexe  de  quatre  termes. 

196.  L’opération  par  laquelle  on  éleve  une  quantité  à quelque 
puiflance  , eft  appellée  /ô;vnÆ//ort  des  puijjiinces  : après  en  avoir  donné 
la  réglé  , nous  allons  parler  d’une  autre  opération  oppofée , qu’on  ap- 
pelle re'folution  des puijjances  , & plus  fouvent , extraction  des  racines  \ 
elle  confifte  à chercher  la  racine  d’une  quantité  propofée  : par  exemple  , 
fi,  ayant  le  nombre  100,  j’en  tire  la  racine  qijarrée  qui  eft  10,  cela 
s’appelle  extraire  la  racine  de  1 00.  On  peut  faire  l’extradlion  de  la  ra- 
cine fécondé  , troifieme , quatrième  , cinquième , &c.  tant  fur  les 
nombres  que  lur  les  quantités  littérales.  Nous  allons  commencer  par 
l’extraétion  de  la  racine  quarrée  des  nombres. 

BE  l’extraction  DE  LA  RACINE  QUARRÉE 

DES  NOMBRES. 

1 97.  Afin  de  tirer  la  racine  quarrée  d’un  nombre  , il  faut  d’abord 
partager  ce  nombre  en  tranches , en  commençant  vers  la  droite  / enforte 
que  chaque  tranche  contienne  deux  chiffres , excepté  la  première  à 
gauche  , qui  peut  n'en  contenir  qu’un  feul  : ce  partage  en  tranches  fe 
fait  en  écrivant  une  virgule  entre  deux  : par  exemple , fi  on  vouloit 
extraire  la  racine  quarrée  de  ce  nombre  541  23786,  il  faudroit  tirer  une 
virgule  entre  8 & 7 , une  autre  entre  3 & 2 & une  troifieme  entre  i & 4 , 
en  cette  maniéré,  54,  12,  37,  86. 11  paroît  affez  que,  fi  le  nombre 
des  chiffres  eft  impair  , la  première  tranche  à la  gauche  ne  contiendra 
qu’un  feul  caraélere  ^ ainfi  ,fi  le  nombre  propofé  étoit  41 23786  , la  pre- 
mière tranche  à la  gauche  ne  contiendroit  que  4 ^ la  fécondé  1 2 , la 
troifieme  37,  la  quatrième  86. 

Pour  tirer  la  racine  quarrée , nous  nous  fervirons  de  la  formule 
a*  -f-  zaé-j-é* , qui  eft  le  quarré  àt  a b ; & afin  que  l’on  entende 
comment  elle  peut  fervir  pour  faire  l’extraétion  de  la  racine  quarrée  , 
nous  mettrons  ici  les  remarques  fulvantes. 

I. 

f 

198.  La  lettre  a de  la  formule  défigne  pour  chaque  tranche  qui  fuit 
la  première. , le  chiffre  ou  les  chiffres  de  la  racine  que  l’on  a déjà  trou- 
vés , & la  lettre  b repréfente  celui  que  l’on  cherche.  Ainfi , quand  on 

opéré 
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opéré  fur  la  fécondé  tranche , a déflgne  le  premier  chiffre  de  la  racine , 
lequel  vient  de  la  première  tranche,  & B repréfente  le  fécond  que 
Fon  cherche.  Si  on  opéré  fur  la  troifîeme  tranche , a marque  les  deux 
premiers  chiffres  de  la  racine  que  l’on  a déjà  trouvés  ^ ^ exprime  le 

troiiieme  j fi  on  opéré  fur  la  quatrième  tranche,  æ repréfente  les  trois 
premiers  chiffres  de  la  racine  déjà  trouvés , & 3 défigne  le  quatrième 
que  Fon  cherche , ainfi  de  fuite. 

I I. 

199.  Comme  Fextradlion  de  la  racine  fe  fait  par  la  divifion,  il  y a 
un  nombre  qui  doit  fervir  de  divifeur  ; mais  il  n’eff  pas  le  même  pour 
toutes  les  tranches.  Il  eff  toujours  défigné  par  2a , qui  efi;  la  première 
partie  de  zah,  fécond  terme  de  la  formule  : or,  za  fignifie  le  double 
des  chiffres  qu’on  a déjà  trouvés  à la  racine. 

I I I. 

200.  Le  premier  terme  a*  de  la  formule  ne  fert  que  pour  la  première 
tranche , & marque  qu’il  faut  fouftraire  de  cette  tranche  le  quarré 
du  premier  chiffre  de  la  racine  : les  deux  autres  zaB-\-lf*  fervent  pour 
chacune  des  autres  tranches , & font  connoître  qu’il  faut  fouftraire 
de  chacune  deux  produits , qui  font  pour  la  fécondé  tranche  le  doublé 
du  premier  chiffre  de  la  racine  multiplié  par  le  fécond  ; plus , le  quarré 
de  ce  fécond  chiffie  : pour  la  troifieme  tranche , ces  deux  produits  font  ‘ 
le  double  des  deux  premiers  chiffres  de  la  racine  multiplié  par  le  troi- 
fieme i plus  , le  quarré  de  ce  troifieme.  Pour  la  quatrième  tranche  , les 
deux  produits  font  le  double  des  trois  premiers  termes  de  la  racine 
multiplié  par  le  quatrième  i plus,  le  quarré  de  ce  quatrième  : ainfi  de 
fuite,  comme  il  éft  marqué  dans  l’article  1 94.  Revenons  préfentement 

à la  pratique. 

Après  avoir  partagé  le  nombre  en  tranches  de  deux  chiffrer  chacune , 
on  peut  tirer  une  ligne  au-deffous  & la  couper  par  un  crochet,  comme 
dans  la  divifion.  Ces  préparations  étant  faites  > on  doit  opérer  fur  la 
première  tranche. 

201.  11  faut,  I®.  chercher  le  plus  grand  quarré  contenu  dans  la 

première  tranche  à gauche  ; il  ne  peut  être  plus  grand  que  celui  de  9 , 
parce  que  le  quarré  de  i o contient  trois  chiffres.  2®.  Prendre  la  racine  de 
ce  quarré,  & l’écrire  à la  droite  du  nombre  propofé.  j®.  Souftraire  de 
la  première  tranche  le  plus  grand  quarré  qui  y eft  contenu , & écrire  le 
refte  au-  deffous.  Le  quarré  qu’il  faut  ôter  de  la  première  tranche  eft 
défigné  par  a*  de  la  formule.  • 

/.  Farde,  Q . ■ 
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E X E H P l B I. 

Soit}  par  exemple 4 le  nombre  209354  dont 
oh  cherche  la  racine  quarrée.  Après  l’avoir  par- 
tagé en  tranches , 1 "•  je  cherche  quel  eft  le  plus 
grand  quarré  contenu  dans  20,  qui  eft  la  pre- 
mière tranche  à gauche  i c’eft  1 6.  2®.  J’en 
prends  la  racine  4,  & je  l’écris  à la  droite  du 
nombre  propofé.  5°.  Je  fouftrais  le  quarrè  16  de  la  première  tranche  » 
& j’écris  le  refte  4 au-deftbus.  Ces  trois  opérations  étant  faites , il  faut 
appliquer  les  réglés  fuivantes  fur  la  fécondé  tranche. 

• 202.  1°,  Abaifler  cette  fécondé  tranche  à côté  du  refte  de  la 
première , Çc  mettre  un  point  fous  le  premier  chiftre  de  la  tranche 
abaiffée , pour  marquer  que  ce  chiffre , joint  avec  le  refte  de  la  première 
tranche , eft  le  dividende.  Dans  l’exemple  propofé , j’abaiffe  la  fécondé 
tranche  9 2 à côté  du  4 qui  eft  le  refte  de  la  première } & je  mets  un 
point  fous  le  premier  chiftre  9 , pour  marquer  que  49  eft  le  dividende. 

203.  2°.  Prendre  pour  divifeur  le  double  de  ce  qui  a déjà  été 
trouvé  à la  racine , & l’écrire  fous  cette  racine.  Dans  notre  exemple  y 
ayant  déjà  trouvé  4 à la  racine , 8 fera  le  divifeur  ; je  l’écris  donc 
fous. 4-  Ce  divifeur  8 , qui  eft  le  double  de  4,  eft  défigné  par  aâ> 
parce  que  a repréfente  le  chiffre  4 que  l’on  a mis  à la  racine. 

204.  3®.  Divifer  le  dividende  par  le  divifeur,  en  obfervant  que, 

quoique  le  chiffre  éprouvé  foie  bon  félon  la  divifion,  il  ne  doit  pas  être 
mis  pour  cela  à la  racine , à moins  qu’il  ne  fait  bem  auftl  félon  l’épreuve 
propre  à l’extraétion  de  la  racine  quarrée  : or , cette  épreuve  coniifte  à 
ajouter  enfemWe  les  produits  marqués  par  e’eft-à-dire , le 

produit  du  divifeur  par  le  chiffire  éprouvé  & le  quarré  de  ce  chiffre 
éprouvé } & fî  la  fomme  qui  vient  de  cette  addition  peut  être  ôtée  de 
la  fécondé  tranche  jointe  au  refte  de  la  première , c’eft  une  marque  que 
le  chiftre  éprouvé  eft  bon , auquel  cas  il  faudra  l’écrire  à côté  de  cehû 
qu’on  a déjà  trouvé  à la  racine,  mais,  ft  la  fomme  qui  eft  venue  de 
l’addition  ne  peut  être  fouftraite  de  la  fécondé  tranche  jointe  au  refte 
de  la  première,  alors  il  faudra  diminuer  le  chiftre  éprouvé  d’une  unité  , 
& recommencer  l’épreuve  avec  le  nouveau  chiftre  ; & fi  la  fomme  ell 
encore  trop  grande,  on  diminuera  encore  le  chi£&e  éprouvé  d’une 
unité , jufqu’à  ce  qu’on  puiffe  faire  la  fouftraétion. 

205.  Il  faut  remarquer  que,  quand  on  veut  ajouter  le  quarré  dit 
.chiffre  éprouvé  avec  le  produit  du  divifeur  par  le  chiffre  éprouvé , le 
quarré  doit  être  plus  avancé  d’un  rang  vers  la  droite  que  le  produit  du. 
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divifeur  : cela  vient  de  ce  que  dans  le  quarré  total  d’un  nombre , le 
quarré  de  chaque  chiffre  a un  rang  de  moins  après  lui  que  le  double 
des  caractères  précédents  multiplié  par  ce  chiffre , comme  nous  le 
remarquerons  enfuite , article  2 1 9. 

Dans  notre  exemple , je  divife  49  par  8 , & je  trouve  que  6 eft  bon 
félon  la  divifion , parce  qu’en  multipliant  8 par  6 , le  produit  48  peut 
érre  ôté  du  dividende  49  ; je  fais  enfuite  l’épreuve  pour  la  racine  quarrée, 
c’eft-à-dire,  que  j’ajoute  36  quarré  du  chiffre  éprouvé  avec  48,  en 
obfervant  ce  qui  eft  dit  dans  la  remarque , & je  trouve  la  fomme  516, 
laquelle  ne  peut  être  ôtée  de  492 , & par  conféquent  le  6 n’eft  pas  bon; 
ainfi,  j’éprouve  le  5 en  multipliant  le  divifeur  8 par  5 , 6c  ajoutant  le 
quarré  de  5 au  produit , la  fomme  eft  425 , laquelle  peut  être  ôtée  de 
49  2 ; ainfi  le  5 eft  bon  : c’eft  pourquoi  je  l’écris  à la  racine  à côté  du  4. 

206.  4°.  Après  avoir  écrit  à la  racine  le  chiffre  éprouvé  qui  a été 
trouvé  bon , il  faut  faire  la  fouftraCtion  dont  on  a parlé  dans  la  troifieme 
réglé,  c’eft  à-dire,  que  la  fomme  du  produit  du  divifeur  par  le  chiffre 
éprouvé , & du  quarré  du  chiffre  éprouvé , doit  être  ôtée  de  la  féconde 
tranche  jointe  au  refte  de  la  première.  Dans  notre  exemple , je  fouftrais 
425  de  492,  & j’écris  le  refte  67  au-deffous. 

207.  On  opéré  de  la  même  maniéré  fur  la  troifieme  tranche  que  fur 
la  fécondé;  ainfi,  ayant  abaiffé  la  troifieme  tranche  à côté  du  refte  de 
la  derniere  fouftraCtion,  1°.  on  met  un  point  fous  le  premier  chiffre  de 
la  troifieme  tranche , pour  marquer  que  ce  premier  chiffre , joint  avec  le 
refte  de  la  fouftraéfion , eft  le  dividende.  2°.  On  prend  pour  divifeur 
le  double  des  deux  chiffres  qui  font  déjà  à la  racine  ,&  on. l’écrit  au-dëf- 
fous  du  premier  divifeur.  3°.  On  fait  la  divifion  en  employant  d’abord 
l’épreuve  de  la  divifion , & enfuite  celle  de  l’extraétion  de  la  racine 
quarrée.  4°.  Après  avoir  trouvé  le  chiffre  qu’on  doit  mettre  à la  racine , 
il  faut  faire  la  fouftraélion.  On  opéré  encore  de  la  même  maniéré  fur 
chacune  des  tranches  fuivantes. 

Dans  l’exemple  propofé,  j’abailfe  la 
troifieme  tranche  à côté  de  67 , refte  de 
la  fouftraâion  précédente,  il  vient  6754; 
après  cela,  1°.  je  mets  im  point  fous  5, 
pour  marquer  que  675  eft  le  dividende. 

2®.  Je  prends  poiu:  divifeur  le  double  de 
ce  qui  eft  déjà  à la  racine,  c’eft-à-dire,  le 
double  de  45 , & j’écris  le  fécond  divi- 
feur  90  fous  le  premier.  3°.  Je  divife  le 

dividende  675  par  90,  & je  trouve  que  le  7 eft  bon  félon  la  divifion ^ 

O ij 
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parce  que  630,  produit  du  divifeur  90  par  />  eft  moindre  que  675;  • 
enfuite , pour  voir  s’il  eft  bon  félon  l’épreuve  de  l’extraâion  de  la 
racine,  j’ajoute  le  quarté  du  7 au  produit  630  de  la  maniéré  qui  a été 
expliquée  (205),  & je  trouve  la  fomme  6349,  qui  eft  moindre  que 
6754;  ainfi  le  7 eft  bon:  je  le  mets  donc  à la  racine.  4®.  Enfin,  je 
retranche  6349  de  6754,  il  refte  405.  Comme  il  n’y  a plus  de  tranches 
à abaifièr , l’opération  eft  finie. 

208.  On  diftingue  différents  membres  dans  l’extraftion  de  la  racine 
comme  dans  la  divifion  j le  premier  membre  eft  la  première  tranche  ; 
le  fécond  membre  eft  la  fécondé  tranche  jointe  au  refte  de  la  première 
fouftradlion  ; le  troifîeme  membre  eft  la  troifieme  tranche  jointe  au  refte 
de  la  fécondé  fouftraébon , ainfi  de  fuite.  Dans  notre  exemple  , 20  eft 
le  premier  membre,  492  eft  le  fécond,  6754  eft  le  troifieme. 

S’il  n’y  avoit  point  de  refte  après  une  fouftraftion,  alors  la  tranche 
fuivante  feroit  feule  le  membre  fur  lequel  il  faudroit  opérer  : cela 
paroîtra  dans  le  troifieme  exemple , où  la  fécondé  tranche  feule  eft  le 
fécond  membre. 

209.  Remarquez  qu’en  cherchant  les  chiffres  de  la  racine,  on  peut 
également  fe  tromper , ou  en  prenant  un  chiffre  trop  grand , ou  en 
prenant  un  chiffre  trop  petit.  On  évite  la  première  erreur , en  s’affurant 
que  la  fomme  du  produit  du  divifeur , par  le  chiffre  éprouvé  & du 
quarré  de  ce  chiffre , peut  être  retranchée  du  membre  fur  lequel  on 
opéré  ; mais  pour  éviter  la  fécondé  erreur , il  ne  fuffit  pas  que  la 
fouftraâion,  dont  on  vient  de  parler,  fe  puiffe  faire  : ainfi , fi  on  avoit 
mis  4 ou  3 à la  racine  à la  place  du  5 , pour  le  fécond  membre  de 
l’exemple  précédent , on  auroit  fait  une  faute , quoiqu’on  ait  pu  faire 
alors  la  fouftraâion  marquée  dans  l’article  206. 

209  f?.  Afin  donc  que  l’on  foit  affuré  que  le  chiffre  éprouvé  n’eft 
pas  trop  petit , il  faut  éprouver  d’abord  le  chiffre  que  l’on  a trouvé 
bon  par  l’épreuve  de  la  divifion  j & fi  ce  chiffre  eft  trop  grand , 
il  faut  le  diminuer  d’une  unité , & recommencer  l’épreuve  propre  à 
l’extraôion  de  la  racine  ; que  fi  ce  dernier  chiffre  n’eft  point  encore 
bon , il  faut  le  diminuer  d’une  unité  & pourfuivre  la  même  pra- 
tique , jufqu’à  ce  que  la  fouftraéfion  marquée  par  l’article  206  puiffe 
fe  faire  , en  obfervant  de  ne  diminuer  à chaque  fois  le  chiffre 
éprouvé  que  d’une  unité  feulement , lorfqu’on  veut  faire  une  nouvelle 
épreuve. 

210.  Remarquez  encore  que,  fi  le  divifeur  étoit  plus  grand  que 
le  dividende,  ou  bien  fi  aucun  chiffre  pofitif  ne  fe  trouvoit  bon  en 
.J^fant  l’épreuve  de  l’extraétion  de*  la  racine.,  poui  lors  il  faudroit 
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mettre  zéro  à la  racine  , auquel  cas  il  n*y  auroit  plus  rien  à faire  fur 
le  membre  fur  lequel  on  opéré  j c’eft  pourquoi  il  faudroit  abaider  la 
tranche  fuivante  , pour  avoir  un  nouveau  membre  fur  lequel  on 
opéreroit  à Pordinaire. 

Exbhpxb  il 

Soit  le  nombre  3 1406857 , dont  il  faut  extraire  la  racine  quarrée. 

Je  le  partage  d’abord  en  tranches , en  commençant  vers  la  droite  ; 
ënfuite  , après  avoir  tiré  une  ligne  au-de(lbus  5c  une  à la  droite , j’opere 
fur  la  première  tranche  de  la  maniéré  fuivante. 

Premier  Membre. 


I®.  Je  cherche  le  plus  grand  quarré  contenu  dans  31 , qui  eft  la 
première  tranche;  c’eft  25.  2°.  Je  prends  la  racine  de  ce  quarré,  5c  je 
récris  à la  droite  du  nombre  propofé.-3°.  Je  fouflrais  le  quarré  25  de  la 
première  tranche,  5c  il  relie  6 ; enfuite  je  palTe  au  fécond  membre. 

Second  Membre. 
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Ayant  abailTé  la  fécondé  tranche  à côté  du  refte  6 , je  trouve  640 
pour  fécond  membre , fur  lequel  j’applique  les  quatre  réglés  prefcrites. 
1®.  Je  mets  un  point  fous  le  4, 
pour  marquer  que  le  dividende 
eft  64.  2°:  Je  prends' pour  divifeur 
le  double  du  chiffre  5 , qui  eft  à 
la  racine.  3°.  Je  divife  64  par  le 
divifeur  10,  5c  je  trouve  que  le  6 
eft  bon , félon  l’épreuve  de  la  divi- 
fion  5c  celle  de  l’extraâion  de  la 
racine  quarrée.  Je  fais  cette  der- 
nière épreuve  en  multipliant  le 
divifeur  10  par  6 , 5c  en  ajoutant  au  produit  60  le  quarré  de  6 , comme 
il  eft  marqué  dans  l’article  205;  je  trouve  que  la  fomme  eft  636, 
laquelle  peut  être  ôtée  du  membre  640  ; je  mets  donc  6 à la  racine. 
4®’  Enfin , je  retranche  6 3 6 de  640 , 5c  le  irefte  eft  4.  Après  cela  je 
paffe  au  troifieme  membre. 

' Troifieme  Membre. 


Ayant  abaiflé  la  troifieme  tranche  68  à côté  du  refte  4,  Je  trouve 
468  pour  le  troifieme  membre  fur  lequel  j’opere  ainfi:  1°.  Je  mecs 
un  point  fous  le  premier  chiffre  6 de  la  troifieme  tranche,  pour  mar> 
quer  que  *46  eft  le  dividende-  2®.  Je  prends  1 1 2 pour  divifeur , c’eft. 
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le  double  du  nombre  56  que  l'on  a déjà  trouvé  à la  racine,  & j’écris 
ce  fécond  divifeur  au-deflbus  du  premier.  3°.  Je  divife  46  par  112; 
mais  comme  le  divifeur  eft  plus  grand  que  le  dividende,  je  mets  o à 
la  racine , ainfi  il  n’y  a plus  rien  à faire  fur  ce  membre  j c’eft  pourquoi 
je  pafle  au  fuivant. 

Quatrième  Membre. 

Ayant  abailTé  la  quatrième  tranche  57  à côté  du  relie  468  , je 
trouve  46857  pour  quatrième  membre,  fur  lequel  j’applique  les 
quatre  réglés.  1°.  Je  mets  un  point  fous  le  premier  chiffre  5 de  la 
tranche  abailfée,  pour  marquer  que  le  dividende  eft  4685.  2°.  Je  prends 
pour  divifeur  1120,  c’eft  le  double  du  nombre  560  qui  eft  déjà  à la 
racine,  & j’écris  ce  troifieme  divifeur  fous  le  fécond.  3°.  Je  divife  4685 
par  1 1 20 , le  quotient  eft  4 ; & ayant  multiplié  le  divifeur  1 1 20  par  4 , 
je  trouve  le  produit  4480  moindre  que  le  dividende  ; ainfi,  le  4 eft  bon 
félon  la  divifion  ; je  fais  enfuitc  l’épreuve  de  Textraftion , en  ajoutant 
le  quarré  de  4 au  produit  4480 , & je  trouve  que  la  fomme  448 1 6 
eft  moindre  que  le  quatrième  membre  ; c’eft  pourquoi  j’écris  le  4 à la 
racine.  4°.  Je  fouftraisla  fomme  44816  de  46857,  le  relie  eft  2041 , 
& l’opération  eft  achevée. 

. Exemple 

Soit  encore  le  nombre  9048576 
dont  on  veut  tirer  la  racine  quarrée. 

Il  faut  d’abord  le  partager  en  4 tran- 
ches , en  commençant  vers  la  droite  ; 
la  première  ne  contiendra  qu’un  feul 
caraélere , favoir  9 : on  opérera  enfuite 
fur  ce  nombre  comme  on  a fait  fur  les  autres,  6c  on  trouvera,  i®.  que 
le  premier  chiffre  de  la  racine  eft  3.  2°.  Que  le  fécond  chiffre  de  la 
racine  eft  o , parce  que  le  divifeur  6 eft  plus  grand  que  le  dividende 
du  fécond  membre  i ce  fécond  membre  eft  la  fécondé  tranche  04 , 
& le  dividende  eft  o.  3°.  Que  le  troifieme  chiffre  de  la  racine  eft 
encore  o , parce  que  le  divifeur  60  eft  plus  grand  que  le  dividende  dii 
troifieme  membre  j ce  troifieme  membre  eft  485  , & le  dividende 
eft  48.  4°.  Que  le  quatrième  chiffre  de  la  racine  eft  8 , à caufe  qu’en 
opérant  à l’ordinaire  fur  le  dernier  membre  48576  6c  fur  le  dividende 
4857 , on  trouve  que  le  8 eft  bon. 

2 i o J5.  On  peut  abréger  un  peu  cette  méthode  en  fupprimant 
J’additiQ».  du  quarré  du.  chiffre  éprouvé  avec  le  prç)djiit>  du  divifeur 
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par  le  diifire  éprouvé.  Pour  cela , il  faut  écrire  ce  chifGre  à la  fuite  du 
divifeur,&  multiplier  par  le  même  chiflre  le  divifeur  ainfî  augmenté, 
le  produit  fera  égal  à la  fomme  qu’on  auroit  trouvée  par  l’addition 
prefcrite  dans  l’article  204  Nous  allons  faire  l’application  de  cet  abrégé 
au  fécond  exemple  : le  divifeur  pour  le  fécond  membre  eR  1 o , & le 
chifire  éprouvé  eR  6 ; j’écris  donc  6 à la  fuite  de  1 o , ce  qui  donne 
106 , enfuite  je  multiplie  106  par  6 , & je  trouve  le  produit  636 , qui 
peut  être  ôté  du  fécond  membre  640  ; d’où  je  conclus  que  le  6 eR 
bon.  Quant  au  troifîeme  membre , le  divifeur  1 1 2 eR  plus  grand  que 
le  dividende  46  ; ainfî  « il  faut  mettre  un  zéro  à la  racine,  6c  il  n’y 
a ni  multiplication  ni  fouRradtion  à faire.  Enfin , pour  le  quatrième 
membre , le  divifeur  eR  1 1 20 , & le  chiffre  éprouvé  eR  4 , que  j’écris 
à la  fuite  du  divifeur;  enfuite  je  multiplie  par  4 le  divifeur  augmenté 
7 1 204 , le  produit  eR  448 1 6 , qui  peut  être  retranché  du  quatrième 
membre  46857,  ainfî  le  4 cR  bon.  Il  eR  vifîble  que  le  produit 
qu’on  trouve  par- là  eR  néceffairement  égal  à la  fomme  prefcrite 
dans  l’article  204  ; ainfî , cet  abrégé  ne  change  rien  au  fond  de  la 
méthode. 

21  J.  Pour  faire  la  preuve  de l’extraéfion  de  la  racine  quarrée , il  faut 
chercher  le  quarré  du  nombre  qu’on  a trouvé  à la  racine  , 6t  y ajouter 
le  reRe  de  la  derniere  fouRraétion  ; ainfî  , dans  le  premier  exemple  , il 
faut  élever  457  au  quarré,  c’eR- à-dire,  qu’il  faut  multiplier  457  par 
lui  même,  6c  enfuite  ajouter  le  reRe  405  au  quarré  208849;  ^ comme 
la  fomme  eR  égale  au  nombre  propofé  209254,  c’eR  une  marque 
que  l’opération  a été  bien  faite  ; mais,  fî  la  fomme  n’a  voit  point  été 
égale  au  nombre  propofé , ç’auroit  été  une  marque  qu’on  auroit  fait 
quelque  faute  de  calcul  dans  l’extraâion  de  la  racine.  Lorfqu’il  n’y  a 
point  de  reRe  après  la  derniere  fouRradbon,  il  faut,  afin  que  l’opéra- 
tion foit  bonne , que  le  quarré  du  nombre  qu’on  a trouvé  à la  racine 
foit  égal  au  nombre  propofé. 

La  raifon  de  cette  pratique  eR  évidente  ; car , puifqu’on  cherche  la 
racine , il  faut , fi  l’on  a bien  opéré , que  le  quarré  du  nombre  qu’on  a 
trouvé  à la  racine  foit  égal  au  nombre  propofé  , lorfqu’il  n’y  a point  de 
refle  après  l’opération  ; mais , s’il  y a un  reRe , il  eR  clair  que  ce  refle  , 
ajouté  au  quarré  de  la  racine , doit  faire  une  fomme  égale  au  nombre 
propofé. 

211  B.  La  formule  Æ’-f-aaé-j-é*  peut  fervir  à faire  connoître  ce 
^u’il  faudroit  ajouter  à un  quarré , afin  d’avoir  un  autre  quarré  qui 
feroit  celui  d’un  noml^'e  qui  furpaffe  d’une  unité  la  racine  du  premier 
quarré  : par  exemple,  la  formule  défîgne  ce  qu’il  faut  ajouter  à 208849 
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quarré  de  457  > afin  d’avoir  celui  de  458  = 457+  i.  II  faut  fuppofer 
que  û = 457  & b-=  i ; ainfi , dans  la  formule  «*+  ^ab-\-b*  ^ qui  repré- 
fente le  quarré  de  457+1 , le  premier  terme  a’tout  feul  défigne  le 
quarré  de  457  > & les  deux  autres  termes  zab~\-b*  font  connoître  le 
refte  du  quarré  de  458  : or,  b étant  égal  à i , ces  deux  termes  fe 
réduifent  à x i + I X I , ou  plus  Amplement,  2æ  + i , c’eft  à- dire, 
qu’il  faut  ajouter  au  quarré  de  457  le  double  de  457  6c  i de  plus,  afin 
d’avoir  le  quarré  de  458  ^ ainfi,  en  général,  fi  on  ajoute  au  quarré  d’un 
nombre  le  double  de  ce  nombre  6c  une  unité  de  plus , la  fomme  fera  le 
quarré  d’un  autre  nombre  plus  grand  que  le  premier  d’une  unité.  On 
voit  par  là  que  le  refie  de  la  foufiraâion  faite  fur  chaque  membre , 
doit  être  moindre  que  le  double  de  ce  que  l’on  a déjà  trouvé  à la 
racine,  que  ce  double,  dis- je,  augmenté  d’une  unité 5 ainfi,  le  refie 
67 , de  la  foufiraéUon  faite  fur  le  fécond  membre  du  premier 
exemple , efi  moindre  que  9 1 , qui  efi  le  double  de  45  augmenté  d’une 
unité. 

21  iC.  Les  deux  derniers  termes  de  la  formule  Æ*+2aé+é*,  font 
aufil  connoître  que,  fi  le  nombre  qui  refie  après  l’extradtion  de  la 
racine  quarrée  ftfrpafle  la  racine  trouvée , on  pourra  augmenter  cette 
racine  de  j ou  de  la  moitié  d’une  unité , 6c  la  fomme  fera  encore 
moindre  que  la  véritable  racine  : par  exemple , fi  on  droit  la  racine 
quarrée  de  209307,  on  trouveroit  457  6c  le  refie  458,  lequel  étant 
plus  grand  que  la  racine , approché  457,  c’efi  une  marque  qu’on  y peut 
ajouter  j , ôc  que  la  fomme  457 +j  efi  encore  plus  petite  que  la  véri- 
table racine  de  209307;  car , afin  que  la  formule  repréfente  le  quarré 
de  457+1 J il  faut  que  « = 457  ôc  é=j,  ôc  par  conféquent  les  deux 
termes  zab-\-b'  feront  2æXî  6c  ;X;.:  or,  2æX;  efi  la  moitié  de  za 
laquelle  efi  égale  à 457,  6c;Xî,  ou  la  moitié  de  la  moitié,  efi  un 
quart  de  l’unité  ; par  conféquent , afin  d’avoir  le  quarré  de  457+; , il 
fuffit  d’ajouter  457^  au  quarré  de  457;  ainfi,  puifque  209307  contient 
458  de  plus  que  le.  quarré  de  457,  il  efi  clair  que  45  7 1 efi  un  peu 
moindre  que  la  racine  exafte  de  209307.  Si  le  refte  étoit  égal  ou 
prefque  égal  à la  racine  trouvée  457 , on  pourroit  aufli  ajouter  î ; mais 
la  fomme  457  ; feroit  un  peu  plus  grande  que  la  vraie  racine.  On 
prouveroit  de  même  que , fi  le  refte  étoit  les  deux  tiers  de  la  racine 
trouvée,  on  pourroit  ajouter  ÿ , 6c  que  fi  c’étoit  la  moitié , on  pourroit 
ajouter  5 , 6cc. 

Afin  qu’on  entende  les  raifons  fur  lefquelles  la  méthode  de  l’extrac- 
tion de  la  racine  quarrée  efi  fondée , nous  allons  encore  faire  quelques 
remarques  fur  la  compofition  du  quarré  d’un  nombre. 
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Remarques. 

I. 


2 1 2.  Le  quarré  d*une  quantité  complexe  contient  le  quarté  du  pre- 
mier terme  ; plus  le  double  du  premier  terme  multiplié  par  le  fécond  , 
avec  le  quarré  du  fécond;  plus  le  double  des  deux  premiers  termes 
multiplié  par  le  troifîeme , avec  le  quarré  du  troilieme  ; plus  le  double 
des  trois  premiers  termes  multiplié  par  le  quatrième , avec  le  quarré  du 
quatrième  ; ainfî  de  fuite  , li  la  quantité  complexe  a plus  de  quatre 
termes  (i  94). 

I I. 

. 213.  Tout  nombre  au-deflus  de  dix  peut  être  confîdéré  comme  une 
quantité  complexe , compofée  d’autant  de  termes  qu’il  y a de  caraûeres 
dans  le  nombre  : par  exemple,  une  quantité  complexe  de  quatre 

termes , puifque  ce  nombre  eft  égal  à 7QOO-f-6oo-|-50-}-4.  Par  confé- 
quent , le  quarré  d’un  nombre  plus  grand  que  i o contient  les  produits 
énoncés  dans  la  remarque  précédente.  Il  y en  a fept  dans  le  quarré  de 
7654  ; favoir , le  quarré  de  7 (on  dit  ici  7 & non  pas  7000  , parce  que 
l’on  ne  prend  que  les  chiffres  pofitifs)  ; plus  le  double  de  7 multiplié 
par  6 , avec  le  quarré  de  6;  plus  le  double  de  76  multiplié  par  5 , avec 
le  quarré  de  5 ; plus  le  double  de  765  multiplié  par  4 , avec  le  quarré 
de  4. 

* fil  I. 

2 1 4.  Si  on  fait  attention  au»  deux  preniiers  corollaires  que  i^ous  avons 
déduits  (58&59),  après  avoir  parlé  de  la  multiplication  des  nombres- 
qui  contiennent  des  zéros  à la  fin  , on  verra  que  , fi  on  multiplie  un 
nombre  ,par  exemple  7654  par  lui-même  ,H  y. aura  fîx  rangs  dans  le 
quarré  total  après  le  quarré  de  7 , cinq  rangs  a,prè^  le  double  de  7 niul- 
ti plié  par  6 quatre  rangs  après  le  quarjp  de  6.,  trois  rangs  après.  le' 
double  de  76  multiplié  par  5 deux  ranges  après  le  quarré  de  5 , un  ^angj. 
après  le  double  de  765 , multiplié  par  ^ jj'jenfm  le  qWrré  .dé  q.finîrà , au' 
dernier  rang. 

49:- 

760  • ♦ 

• 

. 6 120. 
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Voici  tous  les  produits 
placés  dans,  les  rangs  qui 
leur  conviennent  : on  a mis 
autant  de  points  à la  fuite 
de  chaquè  produit , qu’il 
y a de  rangs  après  ce 
produit. 
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215.  lleR  encore  clair  par  les  deux  mêmes  corollaires  ( 58  & 59^ 
que  le  quarré  d’un  nombre  doit  avoir  autant  de  tranches  que  ce  nombre 
contient  de  cara£leres  , ni  plus  ni  moins  ÿ par  exemple  , le  quarré  de 
765  4 contient  quatre  tranches  , car  le  quané  de  7 doit  avoir  après  lui 
le  double  des  rangs  qui  fe  trouvent  après  ce  chiffre  dans  le  nombre 
7654,  & par  conféquent  le  quarré  de  7 doit  avoir  trois  tranches  de 
deux  rangs  après  lui  j mais  d’ailleurs  le  quarré  de  7 fait  encore  une 
tranche  ; ainff  le  quarré  de  7654  doit  avoir  quatre  tranches.  Cela  peut 
encore  fe  prouver  de  la  maniéré  fuivante.  i®.  Un  nombre  de  quatre 
caraéleres  ne  peut  avoir  moins  de  quatre  tranches  à fon  quarré  •,  car 
le  plus  petit  nombre  de  quatre  caraéleres  eft  rooo  : or  , le  quarré  de 
1000  eft  compofé  de  quatre  tranches  , puifque  , pour  multiplier  loco 
par  1000,  il  faut  ajouter  les  trois  zéros  du  multiplicateur  au  multiplié* 
2'’.  Un  nombre  de  quatre  caraéteres  ne  peut  avoir  plus  de  quatre  tran- 
ches à fon  quarré  ; car  9999  eft  le  plus  grand  nombre  de  quatre  carac- 
tères : or,  le  quarré  de  9999  ne  peut  avoir  que  quatre  tranches  ; car 
i 00000000 , qui  eft  le  quarré  de  1 0000  , eft  le  plus  petit  de  tous  les 
nombres  de  cinq  tranches , & par  conféquent  le  quarré  de  9999 , qui 
eft  moindre  que  celui  dé  1 0000  , ne  peut  avoir  que  quatre  tranches. 
Donc  un  nombre  de  quatre  caradteres  ne  peut  avoir  plus  de  quatre 
tranches  à fon  quarré  : d’ailleurs  on  vient  de  feire  voir  qu^il  n’en  peut 
avoir  moins  de  quatre  ; ainfi  , un  nombre  de  quatre  chiffres  doit  avoir 
précifément  quatre  tranches  à fon  quarré.  On  prouvera  de  la  même 
maniéré  que  le  quarré  de  tout  autre  nombre  a autant  de  tranches  que 
le  nombre  a de  chiffres. 

En  parlant  delà  racine quarréé , nous fuppofons toujours  que  chaque 
tranche  contient  deux  chiffres , excepté  la  première  à gauche , qui 
peut  n’en  contenir  qu’un  feul. 

216.  II  fuit  de  la  troiffème  remarque , que  dans  le  quarré  total  de 
765  4 , les  différents  prodùits  doivent  fe  trouver  dans  les  rangs  que, nous 
allbnë  marquer  r i le  quarré  de  7 , dans  le  dernier  rang  de  la  première 
tranche  : 2®.  le  double  de  7 multiplié  par  6 , au  premier  rang  de  la  fé- 
condé tranche  : 3 °.  le  quarré  de  6 j àufecond  rang  de  la  même  tranche  : 
4®.  le  double  de  76  multiplié  par  5 ,au  premier  rang  de  la  troifîeme 
tranche  : 5°.  le  quarré  de  5 , au'  fécond  rang  dé  la  rnême  tranche  : 6*.  le 
double  de  7 6 5 multiplié  par  4 , au  premier  rapg  de  la  quatrième  tran- 
che : 7®.  enfin  le  quarré  de  4 > aù  fécond  rang  de  la  même  tranche. 

2 1 7.  Lorfqu'on  dit  que  chacun  de  ces  produits  fé  trouve  au  premier 
ou  au  fécond  rang  de  quelqu’une,  des  tranches,  cela  doit  toujours- 
s’entendra  .du  dernier  chiffre  de  ces  produits , comme  ü paroît  par  la 
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maniéré  dont  les  produits  du  quarré  de  7654  ont  été  placés  après  la 
' troideme  remarque  : par  exemple  > le  premier  produit  49  n’eft  pas  tout 
entier  au  fécond  rang  de  la  première  tranche , il  n’y  a que  le  dernier 
chiffre  9.  Pareillement , il  n’y  a que  le  dernier  chiffre  4 du  fécond  pro- 
duit 84  qui  réponde  au  premier  rang  de  la  fécondé  tranche , & même 
quand  on  dit  que  les  derniers  chiffres  de  ces  produits  fe  trouvent  à 
certains  rangs  où  ils  répondent , on  n’entend  pas  que  ces  chiffres  y font 
en  leur  propre  forme  : par  exemple  , il  n’y  a point  de  9 au  fécond 
rang  de  la  première  tranche  dans  le  quarré  de  7 6 5 4*  De  même  il  n’y  a 
point  de  4 au  premier  rang  de  la  fécondé  tranche.  Cela  vient  de  ce 
qu’il  fe  trouve  d’autres  chiffires  qui  répondent  aux  mêmes  rangs , & 
que  dans  l’addition  des  produits , de  laquelle  réfulte  le  quarré , il.  faut 
ajouter  enfemble  les  chiffres  d’un  même  rang.  Cela  paroît  par  l’exemple 
de  l’article  2. 1 4. 

218.  11  fuit  encore  de  latroifieme  remarque  > que  dans  le  nombre 
5 8 5 8 ^7  i 6 qui  eff  le  quarré  de  7 6 54 , il  y a un  rang  de  moins  après  le 
quarré  de  6 > qu’après  le  double  de  7 multiplié  par  6 y qu’il  y a.  auflî 
un  rang  de  moins  après  le  quarré  de  5 « qu’après  le  double  de  76  mul- 
tiplié par  5 » & qu’enfin  il  n’y  a plus  de  rang  après  le  quarré  de  4 , au 
lieu  qu’il  y a encore  un  rang  après  le  double  de  765  multiplié  pàr  4 : 
enforte  qu’il  y a toujours  un  rang  de  moins  après  le  quarré  d’un  chiffre 
qu’après  le  double  des  caraéteres  précédents  multiplié  par  ce  chiffre. 
Tout  ce  qu’on  vient  de  dire  convient  généralement  aux  nombres  qui 
furpaffent  dix. 

Dans  la  démonflration  fuivante  , nous  fuppoferons  qu’il  n’y  a plus 
de  relie  après  la  derniere  fouftraétion  > & nous  appellerons  le  nombre 
dont  on  tire  la  racine , le  nombre  propoje  y & celui  qu’on  trouve  à )a 
racine  fera  nommé  le  nombre  trouvé,  U s’agit  donc  de  prouver  que  le 
nombre  trouvé , en  fuivant  les  réglés  prefcrites , eff  la  raCine  du  nombre 
propofé , ou , ce  qui  ell  la  même  choie  > que  ce . nombre  ptopofé  ell  le 
quarré  de  celui  qu’on  a trouvé.^ 

- • • • 
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2,19.  ÂBn  que  le  nombre  propofé  foit  le  quarfé  dé>  celui,  qu’on,  a 
trouvé  , il  iulHt  que  le  premier  contienne  tout; les  j^odutts  qui.com* 
pofent  le  quarré  du  fécond.  Or  le  nombre  propofé  contient  tous  les 
produits  qui  forment  le  quarré  du  nombre  trouvé  j car  ces  produits 

font  ( 2 jt  2 ) le  quarré  du  premier. chil&e  > ,pbts  le  .dfiubje  du.premiet 
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chiffre  multiplié  par  le  fécond  avec  le  quatre  du  fécond , &c.  Or  , en 
fuivant  les  réglés  de  la  méthode  , on  eft  afluré  que  le  nombre  propofé 
contient  tous  ces  produits  ; puifque , félon  cette  méthode , on  retranche 
d’abord  du  premier  membre  le  quarré  du  premier  chiffre  du  nombre 
trouvé  : 2°.  on  retranche  du  fécond  membre  le  divifeur  , c’eft-à-dire  , 
le  double  du  premier  chiffre  multiplié  par  le  fécond , avec  le  quarré  du 
fécond  : 3®.  On  retranche  du  troifieme  membre  le  divifeur  ,c’eft'à-dire> 
le  double  des  deux  premiers  chiffres  multiplié  par  le  troifieme , avec  le 
quarré  du  troifieme , &c.  donc  le  nombre  propofé  contient  tous  les  pro- 
duits qui  compofent  le  quarré  du  nombre  trouvé  i ainfi  le  premier  eft  le 
quarré  du  fécond. 

220.  S’il  y avoit  un  refte  après  la  derniere  fouftraftion,  ceferoit  une 
marque  que  le  nombre  propofé  ne  feroit  pas  un  quarré  parfait  : ainfi  le 
nombre  trouvé  ne  feroit  pas  la  racine  exaâe  du  nombre  propofé  ÿ mais 
ce  feroit  la  racine  du  plus  grand  quarré  contenu  dans  ce  nombre  : 
ainfi , dans  le  premier  exemple  , le  nombre  trouvé , favoir  457 , n’eft 
pas  la  racine  exaéte  du  nombre  propofé  209254;  mais  457  efl  la  racine 
de  208849  » grand  quarré  contenu  dans  209254  ; car  , fi 

on  prend  4.58  plus  grand  feulement  d’une  unité  que  457,  on  trouvera 
que  le  quarré  de  la  racine  458  efl  plus  grand  que  le  nombre  209254. 
C’eft  une  fuite  de  la  méthode  de  l’extraôion , puifque  , fi  le  quarré  de 
45  8 étoit  contenu  dans  209254,  on  auroit  pu  mettre  8 àla  place  de7, 
quand  on  a opéré  fur  le  dernier  membre. 

221. 11  refie  encore  à faire  voir  pourquoi  à chaque  membre  on  prend 
pour  dividende  le  premier  chiffre  de  la  tranche  abaiffée  avec  le  relie  de  la 
îouflraélion , & pour  divifeur , le  double  de  ce  qu’on  a déjà  trouvé  à la 
racine  ; ainfi  au  fecondmembre  du  nombre  58583716,00  doit  prendre 
9 5 pour  dividende , & pour  divifeur  le  double  de  7-  Afin  d’entendre  la 
raifon  de  ces  deux  réglés , il  faut  obferver  que  , fi  on  divifeun  produit 
par  une  de  fes  racine» , le  quotient  fera  l’autre  racine  : par  exemple  , fi 
on  divife  ab  par  a , le  quotient  fera  b.  Cela  pofé  , puifque  le  double  de 
7 multiplié  par  6 , fe  trouve  au  premier  rang  de  la  troifieme  tranche, 
abaiffée  (216)  > il  s’enfuit>que  pour  trouver  6 il  faut  divifer  ce  produit 
par  le  double  de  7.  . 1 

11  efl  vrai  que  le  dividende  du  fécond  membre  n’efl  pas  feulement  le 
double  de  7 mùlüplié  par  6 , c’efl-à-dire  84;  car , en  faifant  l’opération, 
on  trouve  qtrece  dividende  efl  95.  Mais  cela  vient  de  ce  que  les  pre- 
miers chiffres  des  produits  fuivants  font  mêlés  avec  84,commeilparoît 
par  l’article  214. 

‘ -aaifr  11  efl  facile  de  yoir  prifentement  pourquoi  on  partage  en 
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tranches  de  deux  chifBres  chacune  4e  nombre  dont  on  veut  extraire  la 
racine  quarrée.  Cela  paroit  par  les  remarques  qui  precedent  la  démonf- 
tration  , puifque  félon  les  deux  premières  (2 1 2 & a 1 3 ) le  quarré  d’ua 
nombre  contient  deux  produits  pour  chaque  chiffre  de  ce  nombre  , 
favoir  le  double  du  produit  des  chiffres  précédents  par  le  chiffre  dont 
il  s’agit , plus  le  quarré  de  ce  chiffre , & que  d’ailleurs  , fuivant  la 
troiffeme  remarque , ces  deux  produits  doivent  occuper  deux  rangs  qui 
fe  fuivent. 

222.  Lorfqu’un  nombre  entier  n’eft  pas  un  quarré  parfait,  c’eft-à- 
dire  , qu’il  n’y  a point  de  nombre  entier  qui , multiplié  par  lui-même  , 
donne  un  produit  égal  au  nombre  entier  dont  on  cherche  la  racine  , il 
n’eft  pas  poflible  d’en  extraire  la  racine  exaéte  ; mais  on  peut  en  appro- 
cher déplus  en  plus  à l’infini  par  des  parties  décimales.  La  méthode 
d’approcher  ainfi  de  la  véritable  racine , s’appelle  approximation  des 
racines.  Elle  n’eft  pas  différente  de  celle  que  nous  venons  d’expliquer  , 
comme  nous  allons  voir  en  l’appliquaut  au  premier  exemple. 

zziB.  11  faut  mettre  un  point  après  la  racine  trouvée  457,  pour  faire 
la  réparation  des  parties  décimales  d’avec  les  entiers , & écrire  deux 
zéros  à la  fuite  du  refte  405  j enfuite  on  opérera  fur  40500,  félon  les 
réglés  de  l’extraétj||^  des  racines  : le  dividende  fera  4050 , le  divifeur 
S>  14  , & on  trouvera  4 avec  le  refte  5P24  , auquel  on  joindra  encore 
deux  zéros  ; on  aura  le  nouveau  membre  392400,  dont  le  dividende 
fera  3 9 240 , & le  divifeur  9148  : on  trouvera  encore  4 pour  la  racine  , 
& le  refte  26464  , fur  lequel  on  opérera  comme  fur  les  précédents , en 
commençant  par  y ajouter  deux  zéros  , on  trouvera  2.  On  peut  con- 
tinuer de  la  même  maniéré  tant  qu’on  voudra  : la  racine  trouvée  appro- 
chera de  plus  en  plus  de  la  racine  exaéte  ; mais  elle  fera  toujours  moindre. 
Dans  notre  exemple  , quand  on  aura  trouvé  la  racine  457.442'", 
il  ne  s’en  faudra  pas  la  millième  partie  d’une  unité  que  l’on  ait  la  véri- 
table racine,  parce  que  le  troifieme  chiffre  ces  parties  décimales  ne 
défigne  que  des  millièmes* 

2 2 2 C.  On  pourra  faire  la  preuve  de  l’opération  à l’ordinaite , en  mul- 
tipliant 45  7.442"'  par  lui-même.  Mais  le  point  qui  dans  le  produit  fé- 
pare  les  entiers  d’avec  les  décimales  , doit  être  placé  de  maniéré  qu’il  y 
ait  fix  chiffres  après  ce  point,  à caufe  qu’il  y en  a trois  dans  la  racine. 
Ce  produit  fera  donc  20925  3.1 83  364’*  auquel  fi  on  ajoute  le  refte. 
816636  , on  aura  209254,000000", qui  eft  la  même  chofe  que  le 
nombre  entier  209254. 

222  D.  Souvent  on  indique  la  racine  d’un  nonnbre , en  fe  fervantdu 
figne  radical  : par  exemple , û on  a befoin  de  la  racine  quacrée  de  5 o > 
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lequel  nombre  eft  un  quarré  imparfait , on  la  marque  en  cette  maniéré  , 
1^'50  , ou  fimplement  1/50.  Pareillement , les  racines  quarrées  de  18 
& de  15  fe  marquent  ainfi  , 1 8 & y/i  5. 

22  J.  Si  un  quarré  imparfait  eft  le  produit  d’un  quarré  parfait  par 
un  autre  nombre , pour  lors  on  exprime  quelquefois  la  racine  du  quarré 
imparfait  d’une  autre  maniéré  : par  exemple , 50  eft  un  quarré  impar- 
fait ; mais  c’eft  le  produit  de  25  par  2.  Or  25  eft  un  quarré  parfait. 
Cela  pofé , puifque  5 o eft  égal  à 25  multiplié  par  2 , il  faut  que  la  racine 
de  5ofoit  égale  àla  racine  de  25  multiplié  par  la  racine  de  2.  Or  la 
racine  de  25  eft  5 , & la  racine  de  2 eft  i par  conféquent  la  racine 
de  50  eft  égale  à 5 multiplié  par  y^a  j ce  qui  fe  marque  en  cette  ma- 
niéré , V$o=z^X  2 , ou  plutôt  \/  50=  5 2.  Pareillement  ,18 

étant  égal  au  produit  de  9 par  2 , il  s’enfuit  que  la  racine  de  1 8 eft  égale 
à la  racine  de  9 multiplié  par  la  racine  de  2 j mais  9 eft  un  quarré  parfait 
dont  3 eft  la  racine  j par  conféquent,  la  racine  de  18  peut  être  marquée 
en  cette  maniéré  , 3 2.  Il  n’en  eft  pas  de  même  de  la  racine  de  1 5 , 
parce  que  1 5 n’eft  pas  le  produit  d’un  quarré  parfait  multiplié  par  un 
autre  nombre  : fi  on  veut  donc  fe  fervir  du  figne  radical  pour  exprimer 
la  racine  de  1 5 , on  ne  peut  la  marquer  qu^en  cette  maniéré  j\/  1 5 ou 

2235.  Les  racines  des  puiflànces  imparfaites  font  appellées  incom- 
, c’eft-à- dire  , qu’elles  n’ont  point  de  mefure  commune 
avec  l’unité  ni  avec  les  nombres  entiers  ou  fraétionnaires , quoiqu’elles 
puilTent  être  commenfurables  entr’elles,*  car,  par  exemple,  5 y 2& 
3 2 , qui  font  les  racines  des  quarrés  imparfaits  50  & 1 8 , font  com- 
menfurables  entr’elles , comme  nous  le  ferons  voir  dans  une  remarque 
du  fécond  Livre , à.  la  fin  des  proportions  ôc  des  progrelfions  géomé- 
triques. 

VE  UEXTRACTION  DES  AUTRES  RACINES  EN  NOMBRES, 

ET  principalement  DE  LA  RaCINE  CUBIQUE. 

Qiiand  on  aura  bien  entendu  la  méthode  de  l’extraétion  de  la  racine 
quarrée  , il  ne  fera  pas  difficile  de  concevoir  celle  de.  l’extraétion  des 
autres  racines.  Il  fuffira  d’expliquer  ici  en  peu  de  mots  l’extraââon  de 
la  racine  cubique. 

224.  On  partage  le  nombre  dont  on  veut  extraire  la  racine  cubique 
en  tranches  de  trois  chiffres  chacune,  excepté  la-  première  à gauche  > 
qui  peut  n’en  contenir  que  deux  ou  même  un  feul  : ce  partage  fe  fait  en 
çn  allant  de  droite  à gauche  ^ comme  dans  l’extraéttion  de  la  racine 
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quarrée.  Âinfi , pour  extraire  la  racine  cubique  de  ce  nombre 
16387485  , je  ledivife  en  branches  en  cette  forte:  16,3873485. 

225.  Nous  nous  fervirons  de  la  formule  a’  -}-  j 

eft  le  cube  de  æ + laquelle  il  faut  faire  les  mêmes  remarques 

que  nous  avons  faites  fur  la  formule  pour  l’extraâion  de  la  racine 
quarrée. 

Ainfi  , I la  lettre  a repréfente  le  chifire  ou  les  chiffres  de  la  racine 
qui  ont  déjà  été  trouvés,  défigne  celui  qu’on  cherche  pour  la  tran- 
che fur  laquelle  on  opéré.  2®.  Le  divifeur  eft  toujours  repréfenté  par 
3<z*  qui  eft  la  première  partie  du  fécond  terme  Or,  3a*  défigne 
le  triple  du  quarré  du  chiffre  ou  des  chiffres  qu’on  a déjà  trouvés  à la 
racine.  3°.  Le  premier  terme  a*  de  la  formule  ne  fert  que  pour  la  pre- 
mière tranche  , & marque  qu’il  en  faut  ôter  le  cube  du  premier  chiffre 
de  la  racine:  les  trois  termes  fuivants  de  la  formule,  (avoir 

font  pour  toutes  les  autres  tranches , & font  connoître  qu’il  faut 
fouftraire  de  chacune  trois  produits  qui  font , pour  la  fécondé  tranche  , 
le  triple  du  quarré  du  premier  chiffre  de  la  racine  multipliépar  le  fécond, 
plus  le  triple  de  ce  premier  chiffre  multiplié  par  le  quarré  du  fécond  , 
plus  le  cubé  du  fécond  ; & pour  la  troifieme  tranche , ces  produits 
font  le  triple  du  quarré  des  deux  premiers  chiffres  de  la  racine  multiplié 
par  le  troifieme  , plus  le  triple  de  ces  deux  premiers  chiffres  multiplié 
par  le  quarré  du  troifieme  , plus  le  cube  du  troifieme  , ainfi  de  fuite. 
Cela  fuppofé , voici  les  trois  réglés  qu’on  doit  appliquer  fur  la  première 
tranche. 

2 2 6.  Il  faut , I °.  chercher  le  plus  grand  cube  contenu  dans  la  première 
tranche  : il  ne  peut  être  plus  grand  que  celui  de  9 , parce  que  le 
cube  de  i o contient  quatre  chiffres.  2®.  Prendre  la  racine  de  ce  cube  , 
& l’écrire  à la  droite  du  nombre  propofé.  3®.  Souftraire  de  la  première 
tranche  le  cube  dont  on  a pris  la  racine,  6c  écrire  le  refte  au-defibus  de 
cette  tranche. 

Comme  on  n’apperçoit  pas  d’abord  quels  font  les  cubes  des  neuf  pre- 
miers nombres , nous  les  allons  marquer  ici  avec  leurs  racines  au-deiTuSk 

1 2 3 4 5^7  8 9 

I.  8.  V ^4’  1^5*  343*  5^2*  7'^9* 

E X E M F L B. 

11  s’agit  de  tirer  la  racine  cubique  du  nombre  16387485.  Après 
l’avoir  divifé  en  tranches  de  trois  chiffres  ou  trois  rangs  chacune  , je 
cherche,  1®.  le  plus  grand  cube  contenu  dans  16,  qui  eft  la  première 
tranche  : c’eft  8.  2®.  J’en  prei>ds  la  racine  cubique  qui  eft  2 , 6c  j« 
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Técris  à la  droite  du  nombre  propofé.  5°.  Je  fouftrais  le  cube  8 de  la 
première  tranche  , & j’écris  le  refte  8 au-deflbus  de  6. 

227.  Pour  la  fécondé  tranche,  il  faut  i°.  l’abaifler  à côté  du 
refte  de  la  première , & mettre  un  point  fous  le  premier  chiffre  de 
cette  fécondé  tranche , pour  mar- 
quer que  ce  chifire  joint  avec  le 
refte  de  la  première  èft  le  dividen- 
de. Dans  cet  exemple  , j’abaiffe  la 
fécondé  tranche  3 87  à côté  du  8 , 
qui  eft  le  refte  de  la  première  , & 
je  mets  un  point  fous  3 pour  mar- 
quer que  le  dividende  de  la  fécondé 
tranche  eft  83. 

228.  2°.  Prendre  pour  divifeur  le  triple  du  quarré  de  ce  qui  eft  à la 
racine.  Ce  divifeur  eft  défîgné  par  yi*  delà  formule.  Dans  notre  exem- 
ple , ce  qui  eft  à la  racine  eft  2 , ainfi  le  quarré  eft  4 , & le  triple  du 
quarré  eft  1 2 : par  conléquent  1 2 eft  le  divifeur  pour  la  fécondé  tranche. 

229.  3°.  Divifer  le  dividende  par  le  divifeur,  en  obfervant,  comme 

pour  la  racine  quarrée , que , quoique  le  chiffre  éprouvé  foit  bon  feloii 
la  divifion , il  ne  doit  pas  être  mis  à la  racine , à moins  qu’il  ne  foit  bon 
aulîî  félon  l’épreuve  propre  à l’extraélion  de  la  racine  cubique.  Or  cette 
épreuve  confifte  à ajouter  enfemble  les  produits  défignés  par  les  trois 
derniers  termes  de  la  formule , qui  font  3a/»* , lefquels  re- 

préfentent  pour  la  fécondé  tranche  le  triple  du  quarré  du  premier  chiffre 
de  la  racine  multiplié  par  le  fécond  que  l’on  cherche , plus  le  triple  de 
ce  premier  chiffre  multiplié  parle  quarré  du  fécond,  plus  le  cube  du 
fécond  J & fl  la  fomme  qui  vient  de  cette  addition  peut  être  ôtée  du 
fécond  membre,  c’eft-à  dire  , de  la  fécondé  tranche  jointe  au' refte  de 
la  première  , c’eft  une  marque  que  le  chiffre  éprouvé  eft  bon  : auquel 
cas  il  faudra  l’écrire  à côté  de  celui  qu’on  a déjà  trouvé  à la  racine.  Mais  , 
fila  fomme  qui  eft  venue  de  l’addition  ne  peut  être  ôtée  du  fécond  mem- 
bre, alors  il  faudra  diminuer  le  chiffre  éprouvé  d’une  unité  , & recom- 
mencer l’épreuve  avec  le  nouveau  chiffre.  Il  faudra  continuer  la  même 
opération  jufqu’à  ce  que  la  fomme  puiffe  être  ôtée  du  fécond  membre. 

230.  Quand  on  veut  faire  l’addition  des  trois  produits  , il  faut  leà 
placer  de  façon  que  le  troifîeme  repréfenté  par  hyÇoxx.  plus  avancé  d’un 
rang  vers  la  droite  que  le  fécond  défigné  par  3^6%  & il  faut  pareille- 
ment que  ce  fécond  produit  foit  plus  avancé  d’un  rang  vers  la  droite 
que  le  premier  qui  eft  indiqué  par  : c’eft  une  remarque  pareille 
\ celle  que  pou§  avons  faite  pour  la  raçiue  quarrée,  article  205. 

Dans 
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Dans  notre  exemple,  je  divife  85  par  12 , & je  trouve  que  , félon 
répreuve  de  la  divifion , le  6 feroit  bon  j mais  il  ne  l’eft  pas  pour  l’ex- 
traftion  de  la  racine  cubique , puifque  les  trois  produits  /2 , 216, 216 , 
repréfentés  par  étant  ajoutés  enfemble,  en  obfervant 

la  remarque  de  l’article  230 , font  la  fomme  9576  > qui  eft  plus  grande 
que  le  fécond  membre  8387;  mais  en  éprouvant  le  5 , je  le  trouve  bon , 
parce  que  les  trois  produits  60,  150,  125,  ajoutés  enfemble,  font  la 
fomme  7625  , qui  peut  être  ôtée  de  8387  ; j’écris  donc  5 à la 
racine. 

231.4®.  Enfin,  après  avoir  écrit  à la  racine  le  chiffre  éprouvé  qu’on 
a trouvé  bon , il  faut  faire  la  foufiradlion  dont  on  vient  de  parler  dans 
la  troifîeme  réglé,  c’eft- à-dire  , qu’il  faut  ôter  du  fécond  membre  la 
fomme  des  trois  produits.  Pour  appliquer  cette  quatrième  réglé  à notre 
exemple  , je  fouftrais  7625  de  8387 , & j’écris  le  refte  762  au-deflbus. 
^ 232.  On  opéré  de  la  même  maniéré  fur  la  troifieme  tranche  que 
fur  la  fécondé;  ainfî,  après  avoir  abaifle  la  troifieme  tranche  à côté 
du  refte  de  la  fécondé,  i®.  on  met  un  point  fous  le  premier  chiffre 
de  la  troifieme  tranche , pour  marquer  que  ce  premier  chiffre , joint 
avec  le  refte  de  la  fouftraftion  , eft  le  dividende.  2°.  On  prend  pour 
divifeur  le  triple  du  quarré  des  deux  premiers  chiffres  qui  font  déjà  à 
la  racine , & on  l’écrit  au-deffous  du  premier  divifeur.  3°.  On  fait  la 
divifion  en  employant  d’abord  l’épreuve  de  la  divifion , & enfiiite  celle 
de  l’extraétion  de  la  racine  cubique.  4°.  Après  avoir  trouvé  le  chiffre 
qu’on  doit , mettre  à la  racine , il  faut  faire  la  fouftraélion.  On  opéré 
encore  de  même  fur  chacune  des  tranches  fuivantes- 

Ainfi , pour  achever  l’exemple  propofé , ayant  defcendu  la  troifieme 
tranche  485  à côté  du  refte  762,  je  mets,  1°.  un  point  fous  4,  premier 
chiffre  de  cette  tranche,  pour  fignifier  que  7624  eft  le  dividende. 
2®.  Je  prends  pour  divifeur  le  triple  du  quarré  de  25  : or,  le  quarré 
de  25  eft  625  , 8c  le  triple  de  625  eft  le  nombre  1875  j qui  eft  par 
conféquent  le  divifeur  pour  le  troifieme  membre  762485.  3®.  Je  divife 
7624  par  1875  > ôc  je  trouve  que  4 eft  bon,  parce  que  le  nombre 
762064,  fomme  des  trois  produits  7500,  1200,  64,  repréfentés  par 
les  termes  ‘^a'b-\-^ab*-\-b* , peut  être  retranché  du  troifieme  membre. 
4®.  Enfin,  je  fouftrais  effeâivement  la  fomme  762064  du  troifieme 
membre  762485  , il  refte  421 , 8c  l’opération  eft  finie;  ainfi,  la  racine 
cubique  du  plus  grand  cube , contenu  en  16387485  » eft  254. 

233.  Pour  m’affurer  fi  j’ai  bien  opéré,  je  cherche  le  quarré  de  254, 
je  le  multiplie  enfuitepar  la  racine  254,  la  multiplication  donne 
le  produit  16387064,  qui  eft  le  cube  4e  254;  ?près  cela,  j’ajoute  b 

/.  Partit. 
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refte  421  à ce  cube , il  vient  la  fomme  16587485  , qui  eft  précifémènt 

le  nombre  propofé  , d’oi'i  je  conclus  que  l’extraûion  eft  bien  faite. 

25  5 Jÿ.  Les  trois  derniers  termes  de  la  formule  û’  -f-  ^a.*b-\-iab* -\-b^ 
montrent  ce  qu^il  faut  ajouter  à 16587064  cube  de  254  > afin  d^avoir 
le  cube  de  254-f- 1 ou  de  255.  Ces  trois  derniers  termes  deviennent 
5Æ-fr  I J parce  qu’en  fuppofant  que  cette  formule  repréfente  le 
cube  de  254^-  i » il  faut  que  a.  foit  égal  à 254,  & b égal  à i. 

La  démonftration  de  la  méthode , pour  extraire  la  racine  cubique , eft 
fondée  fur  les  mêmes  raifonnements  que  celle  de  la  racine  quarrée;  c’eft 
pourquoi  nous  croyons  devoir  renvoyer  à cette  démonftration  de  la 
racine  quarrée,  & aux  principes  ou  remarques  dont  elle  dépend. 

255  C.  On  peut  faire  l’approximation  de  la  racine  cubique  en  mettant 
trois  zéros  à la  fuite  du  dernier  refte  : cela  s’entendra  ailément  après 
ce  que  nous  avons  dit  au  fujet  de  la 
racine  quarrée.  11  fuffira  d’apporter  un 
exemple  i foit  le  nombre  66529  dont 
il  faut  tirer  la  racine  cubique  par 
approximation  : on  trouvera  d’abord 
40,  & le  refte  2529,  auquel  il  faut 
joindre  trois  zéros , & opérer  fur 
2529000 , félon  les  réglés  de  l’extrac- 
tion de  la  racine  cubique.  En  conti- 
nuant l’opération  jufqu’au  fécond  rang 
des  décimales  , on  trouvera  40.  52", 
avec  le  refte  411592.  Si  on  veut  faire 
la  preuve,  il  faut  chercher  le  cube  de  40.  52",  c’eft  66528.588608'*, 
auquel  il  faut  ajouter  le  refte  41 1592,  ou  plutôt  0.411592'*,  la 
fomme  fera  66529.000000",  qui  eft  la  même  chofe  que  le  nombre 
entier  propofé  66529. 

254.  Il  feroit  inutile  .d’expliquer  l’extraftion  des  autres  racines, 
parce  qu’elle  s’entend  aflez  après  ce  que  l’on  a dit  touchant  les 
racines  quarrées  & cubiques , pourvu  que  l’on  ait  devant  les  yeux 
les  formules  néceflaifes , qui  ne  font  autre  chofe  que  les  différentes 
puiffances  du  binôme  a-\-b  : par  exemple,  fi  on  veut  tirer  la  racine 
quatrième , il  faut  prendre  la  quatrième  puiffance  de  ce  binôme , 
laquelle  eft  6^1*^- <1^*  montre  que  le  divifeur 

eft  repréfenté  par  4a* , première  partie  du  fécond  terme , & qui  fait 
voir  aulïï  que  les  produits  qu’il  faut  ajouter  pour  faire  l’épreuve  de 
d’extraftion  de  cette  racine , font  repréfentés  par  les  quatre  derniers 
ternies  de  la  fo^pule , favoir  ^a^b-^6a.^b''-\-^<ib^-^b*.  On  fait  le  même 
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\ifage  des  formules  qu’on  emploie  pour  les  autres  racines , enforte  que 
le  divifeur  eft  toujours  défigné  par  la  première  partie  du  fécond  terme 
de  la  formule , & que  tous  les  termes , excepté  le  premier , repréfentent 
les  produits  qu’on  doit  ajouter  pour  faire  l’épreuve  de  l’extraétion  de 
la  racine  cherchée. 

11  nous  relie  à parler  de  l’extraélion  des  racines  des  quantités  litté- 
rales : on  verra  facilement  la  maniéré  dont  on  doit  la  pratiquer  pour 
toutes  fortes  de  racines , lorfqu’on  entendra  ce  que  nous  allons  dire 
fur  l’extraélion  de  la  racine  quarrée. 

DE  L*  EXTRACTION  DES  RACINES 

DES  Quantités  littérales. 

2545.  Lorfque  la  quantité  littérale  eft  incomplexe,  on  en  tire  la 
racine  en  divifant  l’expofant  de  chaque  lettre  par  le  nombre  qui 
défigne  la  racine  i ainfi,  la  racine  quarrée  ou  fécondé  de  eft  a*l>\ 

4 

De  même , la  racine  3*'  ou  cubique  de  eft  acïd*.  La  racine 

I J 

fécondé  de  a ou  a'  eft  aï  ; la  racine  3*’  de  a'  eft  af  j la  racine  « 

I m 

de  5 eft  i la  racine  n de  b*  eft 

La  raifon  de  cette  méthode  fuit  néceftairement  de  celle  de  la  for- 
mation des  puiflànces  d’une  quantité  incdmplexe  («90)^  car  puifque, 
pour  élever  une  grandeur  à une  puiflance , il  faut  multiplier  l’expo- 
fant de  la  grandeur  par  l’expofant  de  la  puiftance  à laquelle  on  veut 
élever  la  quantité , il  s’enfuit  que  pour  faire  l’extra(ftion  des  racines , 
qui  eft  une  opération  oppofée  à la  formation  des  puiflànces , on  doit 
divifer  l’expofant  de  la  quantité  par  le  nombre  qui  défigne  la  racine. 

234  C.  On  peut  auffi  indiquer  de  la  même  maniéré  la  racine  d’une 
quantité  complexe,  en  tirant  une  ligne  fur  cette  quantité,  & mettant 
à la  droite  de  cette  ligne  une  fraâion  dont  le  numérateur  foit  l’unité  , 
& le  dénominateur  le  nombre  qui  défigne  la  raciiie  , la  racine  fécondé 

I 

indiquée  de  a. — b^-\-c  eft  a. — j la  racine  troifieme  de  la  même 

I I 

quantité  eft'Æ — la  racine  quarrée  de  eft  la 

] 

racine  n de  a — ^ eft  a-r—b*.  Si  la  quantité  complexe  eft  déjà  élevée 
à une  puiiTance  marquée  par  un  expofant  placé  à la  fin  d’pne  ligne,, 
il  faut  divifer  cet  expofant  par  le  nombre  qui  défigoi^e  la  racine  j ainfi  , 

4 

4 

la  racine  troifieme  de  ar~~b  eft  a. — é*;  la  racine  n de  — d* 

w.  y 
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254  D.  Le  divifeur  eft  l’expofant  qu’il  faudrait  donner  au  ligne: 
radical , li  on  fe  fervoit  de  ce  ligne  pour  marquer  la  racine  j ainli , 

1 * 1 3 î » w ..  i % 

a^  = \/  a:  <t:  a”  = )/<z  . Pareillement  = i 

I n 

a — ^”  = 1/'  a — b. 

Nous  n’expliquerons  ici  que  Pextraâion  de  la  racine  quarrée  desi 
quantités  complexes , parce  que  l’on  entendra  aifément  celle  des  autresi 
racines  par  le  moyen  des  formules  propres  pour  chaque  racine , après, 
ce  que  nous  allons  dire  de  l’extraétion  de  la  racine  quarrée. 

235.  La  méthode  pour  extraire  la  racine  quarrée  des  quantités  litté- 
rales , eft  la  même  que  celle  qu’on  a employée  pour  les.  nombres , 
excepté,  premièrement,  qu’il  n’y  a point  de  rang  à garder  dans  les 
différents  produits  qu’on  veut  fouftraire , & qu’il  ne  faut  pas  divifer 
la  quantité  littérale  en  tranches  comme  on  fait  les  nombres  ^ & en 
fécond  lieu , qu’après  chaque  fouftraéUon , il  faut  faire  la  réduéUon 
des  quantités  femblables.  Il  fuilira  de  donner  un  exemple  pour  faire 
entendre  l’application  de  la  méthode  fur  les  quantités  algébriques. 

Soit  la  quantité  9^^  — 1 2c  ^dx 4-  — I + 1 

laquelle  eft  ordonnée  par  rapport  à la  lettre  c.  11  faut  extraire  la  racine 
quarrée  de  cette  quantité. 

94.'^ — ïic^dx-^-iiSfC'fy-^-^d^x* — 1 6dfxy-\- 1 3c* — 2dx-\-^fy 

00  00  O O i — . 

r-  \6c  =2Æ 

* — — 2/^c*Jy — 1 bdfxy — i 6c*  — i^dx-=.2tx 

00  00  O ® J 

Après  avoir  tiré  une  ligne  au-deffous  & une  autce  à droite  de  lai 
quantité  propofée , j’opere  fur  le  premier  terme  yc^ , qui  eft  le  premier 
membre  ; ainfî , je  prends  la  racine  quarrée  de  , c’eft  3c* , & j’écris 
cette  racine  à droite  de  la  quantité  propofée , enfuite  j’éleve  3c*  au 
quarré , il  vient -j-yc^ , qu’il  faut  fouftraire  en  l’écrivant  au-deffous  du 
premier  terme  avec  le  ligne  oppofé  ; enfin , je  fais  la  réduébon , Sc 
j’écris  un  o fous  les  quantités  qui  fe  détruifent. 

235!?.  J’opere  enfuite  comme  fur  le  fécond  membre  d’un  nombre 
dont  on  tire  la  racine  ^ ainli  » je  prends  pour  dividende  le  fécond 
terme — 1 2c*dx^  & pour  divifeur  le  double  de  ce  que  j’ai  trouvé  à la^ 
racine,  ce  divifeur  eft  donc  6c* j c’eft  pourquoi  je  divife — \2c'dx 
par  6c* , le  quotient  eft — 2dx , que  je  pofe  à la  fuite  de  3c*  : après  cela- 
je  multiplie  le  divifeur  6c*  par- — %dXi  Sc  'j’ajoute  le  quatre  de — 2dx  ^ 
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h fomme  fera — 1 2c*</x+4^/*at*,  laquelle  doit  être  ôtée  de  la  quantité 
propolée  j je  fais  donc  la  fouRraétion  en  écrivant  la  fomme  avec 
des  lignes  contraires  , enfuite  je  fais  la  réduéfion , & il  ne  reRe  plus , 
dans  la  quantité  propofée  , que  ces  trois  termes-}-  — 1 Sdfxy 
-f-  1 , fur  lefquels  j’opere  de  la  même  maniéré  que  fur  les  deux 

^ termes  précédents  j je  prends  donc  pour  dividende , & pour 

divifeur  6c* — c’eft  le  double  de  ce  qui  eft  à la  racine  : je  divife 
enfuite  2^c'fy  par  6c',  premier  terme  du  divifeur,  & j’écris  le  quo- 
tient-)-4^  à là.  racine;  après  cela  je  multiplie  le  divifeur  entier  par  • 
4/y , le  produit  eft  "i-J^cfy — 1 6dfxy , auquel  j’ajoute  1 6f'y*  quarré  du 
terme  que  je  viens  de  mettre  à la  racine,  la  fomme  eft  i^c*}y — 1 6dfxy 

1 6f*y*  que  j’écris  fous  les  trois  derniers  termes  de  la  quantité  pro- 
pofée , avec  des  fignes  contraires  à ceux  de  cette  fomme;  enfin , je  fais 
la  réduction , & il  ne  refte  rien  ; c’eft  pourquoi  l’opération  eft  achevée, 
La  racine  de  la  quantité  propofée  eft  donc  3c* — %dx-\‘\fy. 

2 3 5 C.  Pour  s’aflurer  fi  on  a bien-  opéré , on  fait  la  preuve  de  la  même 
maniéré  que  pour  les  nombres,  c’eft-à-dire,  qu’on  multiplie  la  racine 
trouvée  par  elle- même  ; & fi  le  produit  eft  égal  à la  quantité  propofée  > 
c’eft  une  marque  que  l’on  a bien  opéré , en  fuppofant  qu’il  n’y  a point 
eu  de  refte  ; mais , s’il  y en  a eu , il  faut  l’ajouter  au  produit,  & la  fomme 
de  ce  refte  & du  produit  doit  être  égale  à la  quantité  propofée. 

236.  Remarquez  qu’il  n’y  a point  d’épreuve  à faire  dans  l’extraélioa 
de  la  racine  des  quantités  littérales , non  plus  que  dans  la  divifion  de 
ces  quantités. 

237.  Remarquez  encore  que  le  terme  qui  fert  de  premier  membre  , 
doit  être  un  quarré  parfait  ; de  forte  que , fi  le  premier  terme  de  la 
quantité  n’eft  pas  tm  quarré,  il  en  faut  choifir  un  autre  qui  foit  un 
quarré , fur  lequel  on  commencera  l’opération  : par  exemple , fi  le 
premier  terme  de  la  quantité  propofée  avoit  été — iic'dx»  il  auroit 
fallu  prendre  un  autre  terme  pour  commencer  l’opération. 

Il  refteroit  à parler  du  calcul  des  incommenfurables  & de  celui  des 
expofants  ; mais  ce  que  nous  avons  à en  dire  s’entendra  mieux  après 
ks  proportions  & les  fraâiions , c’eft  pourquoi  nous  remettons  à em 
traiter  fur  la  fin  du  fécond  Livre. 


Tin  du  premier  Livre, 


12^ 
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LIVRE  SECOND 


CONTENANT 

UN  TRAITÉ  DES  RAISONS, 

DES  PROPORTIONS  ET  DES  FRACT IONS. 


L n*y  a point  de  partie  dans  les  Mathématiques  qui  foit  fi 
utile  & fi  néceflaire  que  celle  qui  traite  des  proportions  ; 
on  les  emploie  fouvent  dans  les . démonftrations , & elles 
font  le  fondement  de  la  plupart  des  opératioUs  que  l’on 
fait , telles  que  font  les  réglés  de  trois  , de  compagnie  , d’alliage , de 
faufles  pofitions , &c.  C’eft  par  le  moyen  des  proportions,  que  l’on 
découvre  la  folution  d’une  infinité  de  quefiions  & de  problèmes  que 
l’on  ne  pourroit  réfoudre  fans  leur  fecours  ; c’eft  pourquoi  ceux  qui 
ont  deflein  de  faire  quelques  progrès  dans  la  fcience  des  Mathéma- 
tiques , doivent  s’appliquer  d’une  maniéré  particulière  à cette  partie  , 
qui  eft  la  clef  des  autres. 


DES 


RAISONS, 


Art.  I.  Une  raifort , comme  on  prend  ici  ce  terme,  eft  le  rapport 
ou  la  comparaifon  de  deux  grandeurs , foit  nombres , étendues , 
vîtefles , temps , &c.  Or , on  peut  comparer  deux,  grandeurs  en  deux 
maniérés  différentes , ou  en  confidérant  de  combien  l’une  furpafle 
l’autre  , ou  en  examinant  comment  l’une  contient  l’autre.  La  première 
maniéré  de  comparer  deux  grandeurs , eft  appellée  Raijon  arithmé- 
tique , & la  fécondé , Kaijon  géométrique. 

2.  La  raifon  arithmétique  eft  donc  une  comparaifon  de  deux 
grandeurs , dans  laquelle  on  confidere  de  combien  l’une  furpafle 
ou  eft  furpaflée  par  l’autre  : par  exemple , fi  je  confidere  que  6 
furpafle  2 de  4 , cette  comparaifon  des  nombres  6 & 2 eft  une 
raifon  arithmétique. 
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3.  La  raifon  géométrique  eft  une  comparaifon  de  deux  grandeurs, 
dans  laquelle  on  confidere  la  maniéré  dont  l’une  contient  l’autre , ou  , 
ce  qui  revient  au  même , la  raifon  géométrique  ed  la  maniéré  dont 
une  grandeur  en  contient  une  autre  : par  exemple,  fi  je  confidere 
que  6 contient  z trois  fois  > cette  comparaifon  efi  une  raifon  ou 
rapport  géométrique. 

4.  Remarquez  qu’une  grandeur  en  peut  contenir  une  autre , ou  en 
entier  ou  en  partie  : par  exemple , 6 contient  2 entièrement  trois  fois  i 
mais  5 ne  contient  20  qu’en  partie , c’eft-à-dire  ; que  5 contient 
feulement  une  partie  de  20 , favoir  le  quart  ; de  même  1 2 .contient 
en  partie  1 8 > parce  qu’il  en  renferme  les  deux  tiers. 

5.  11  y a deux  termes  dans  toute  raifon,  foit  arithmétique,  foit 
géométrique  , V antécédent  & le  conféquent  / l’antécédent  eft  celui  qui 
eft  comparé  à l’autre  j le  conféquent  eft  celui  auquel  l’antécédent  eft 
comparé.  L’antécédent  eft  toujours  le  premier  terme  de  la  raifon  , & le 
conféquent. eft  le  fécond  : dans  l’exemple  propofé,  6 eft  l’antécédent, 
& 2 eft  le  conféquent. 

6.  C’eft  par  la  fouftraâion  que  l’on  découvre  de  combien  une 
grandeur  furpafle  l’autre  j c’eft  pourquoi  on  connoît  la  valeur  d’une 
raifon  arithmétique , en  ôtant  le  conféquent  de  l’antécédent , ou 
l’antécédent  du  conféquent  : par  exemple , on  connoît  la  valeur  de  la 
raifon  arithmétique  de  6 à 2 , en  ôtant  z de.  6 ; mais  on  verra  dans  la 
fuite  que  la  valeur  de  la  raifon  géométrique  fe  connoît  en  divifant 
toujours  l’antécédent  par  le  conféquent. 

Quand  on  parle  de  raifon,  fans  déterminer  l’arithmétique  ou  la 
géométrique  , il  faut  toujours  entendre  la  géométrique  j c’eft  la  même 
chofe  quand  on  fe  fert  du  terme  de  rapport. 

6i?.  Plufieurs  Auteurs  définiflent  la  raifon  géométrique,  en.difant 
que  c’eft  la  maniéré  dont  une  grandeur , c’eft  l’antécédent , en  contient 
une  autre  , favoir  le  conféquent , ou  y eft  contenue  : ils  ajoutent  ces 
termes  ouy  ejl  contenue , pour  exprimer  le  cas  dans  lequel  l’antécédent 
eft  plus  petit  que  le  conféquent';  mais  cette  définition  n’eft  pas  exaéte  ; 
car  fi , dans  ce  cas , la  raifon  étoit  la  maniéré  dont  l’antécédent  eft 
contenu  dans  fon  conféquent , plus  il  y féroit  contenu , plus  la  raifon 
feroit  grande , puifqu’alors  cette  maniéré  feroit  plus  grande.  Or , cela 
n’eft  pas  vrai;  car,  comme  il  paroîtra  par  le  troifîeme  Théorème, 
la  raifon  de  6 à 1 2 eft  plus  grande  que  celle  de  4 à 1 2 , quoique 
l’antécédent  de  cette  derniere  foit  contenu  plus  de  fois  dans  fon 
conféquent  que  celui  de  la  première  ne  l’eft  dans  le  fien. 

7.  On  diftingue  deux  fortes  de  rapports  géométriques,  l’un  ^ égalité ^ 
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& l’autre  à^ineg^iUté.  Le  rapport  d’égalité  eft  celui  dont  l’antécédent 
& le  conféquent  font  égaux  j tel  eft  le  rapport  d’une  ligne  de  trois 
pieds  à une  autre  ligne  de  trois  pieds , & en  général , la  raifon  àtb  ‘àb. 
Le  rapport  d’inégalité  eft  celui  dont  l’antécédent  eft  plus  grand  ou  plus 
petit  que  le  conféquent  ; telle  eft  la  raifon  de  8 à 6>  Le  rapport  eft 
nommé  de  plus  grande  inégalité' y lorfque  l’antécédent  eft  plus  grand 
que  fon  conféquent , & de  moindre  inégalité' j quand  l’antécédent  eft 
plus  petit  que  le  conféquent- 

On  peut  comparer  une  raifon  avec  une  autre , pour  voir  fi  elle  eft 
égale , ou  plus  grande  ou  plus  petite.  Nous  allons  donner  quelques 
définitions , & enfuite  nous  expoferons  plufieurs  principes , qui  ferviront 
beaucoup  pour  cette  comparaifon  & pour  l’intelligence  de  ce  que  nous 
dirons  dans  la  fuite. 

11  faut  diftinguer  deux  fortes  de  parties  d’un  tout , favoir  , les 
parties  aliquotes  & les  parties  aliquantes. 

8.  Les  parties  aliquotes  font  celles  qui , répétées  un  certain  nombre 
de  fois , mefurent  leur  tout  exaélement , c’eft-à-dire  , fans  refte  : par 
exemple , 3 eft  partie  aliquote  de  1 2 , parce  qu’étant  répétée  quatre 
fois , il  mefure  exaétement  12,  ou , ce  qui  eft  la  même  chofe , il  eft 
contenu  quatre  fois  exaftement  dans  1 2 ; de  même , 6 eft  partie 
aliquote  de  30 , parce  qu’il  eft  contenu  cinq  fois  fans  refte  dans  30. 

9.  Les  parties  aliquotes  font  appeilées  fous-multiples , & le  tout 
eft  appellé  multiple  par  rapport  aux  parties  aliquotes  ; ainfî , 6 eft 
fous-multiple  de  30,  & 30  eft  multiple  de  6.  Pareillement,  3 eft 
fous-multiple  de  12,  & i 2 eft  multiple  de  3.  En  général,  quand  une 
grandeur  en  contient  exaâement  une  autre , la  première  eft  multiple  , 
& la  fécondé  fous- multiple. 

I O.  Les  parties  aliquantes  font  celles  qui  ne  font  pas  contenues  exac- 
tement dans  leur  tout  : par  exemple,  5 eft  partie  aliquante  de  1 2 , parce 
qu’il  y eft  contenu  deux  fois  avec  un  refte  qui  eft  2^  8 eft  aufii  partie  ali- 
quante de  30,  parce  qu’il  y eft  contenu  trois  fois  avec  un  refte  qui  eft  6. 

1 1 . Lorfque  l’on  compare  les  parties , foit  aliquotes , foit  aliquantes , 
d’un  tout  avec  celles  d’un  autre  tout , il  y en  a que  l’on  appelle 
hlables  ou  pareilles.  Les  parties  femblables  ou  pareilles , font  celles  qui 
font  contenues  chacune  de  la  même  maniéré  dans  leur  tout  ; ainfî , 
5 & 7 font  des  parties  femblables  de  15  & de  2 1 , parce  que  5 eft 
contenu  trois  fois  dans  15,  comme  7 eft  contenu  trois  fois  dans  2 1 : 
de  même , 4 & 6 font  des  parties  femblables  de  j o & de  15,  parce 
que  4 eft  autant  contenu  dans  10  que  6 dans  15,  favoir,  deux  fois 
pi.  demi  > 5 & ^ font  aufii  des  parties  femblables  de  14  & de  28,  parce 

que 
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que  3 eft  autant  contenu.dans  I4que  6 dans  28  ,ia\)cdf>  quatre  &us£e 
deux  tiers. 

Principe  Î. 

« • 

I * 

12.  Si  deux  raifons  font  égales  chacune  à untroifîeme,  elles  fonc^ 
égales  entr^elles.  De  même  , lî , de  plufieurs  raifons , la  première  eft . 
égale  à la  fécondé  , la  fecoiide  à la  troilieme  , la  ttoifîeme  à la  quatrie- , 
me , êc  ainft  de  fuite  , il  eft  évident  que  la  première  eft  égale  à la  der-  ’ 
niere. 

♦ • 

Principe  II. 

1 Deux  grandeurs  égales  ont  un  même  rapport  ou  une  même 
raifon  àune  troifieme  grandeur.  Si  a & éfont  égaux,  ils  ont  même 
rapport  à c;  enforteque  fi  a contient  deux  fois  c,  é le  contiendra  aufli, 
deux  fois , ou  fera  le  double  de  c ; fi  a eft  la  moitié  de  c , ^ en  fera  aufil 
la  moitié. 

Principe  II  L 

1 4.  Lofque  deux  grandeurs  ont  un  même  rapport  à une  troifieme  , 
les  deux  premières  font  égales  entr^elles  : fi  & é ont  un  même  rapport 
avec  c : par  exemple , fi  <z  & é contiennent  chacun  c deux  fois , trois  fois-, 
quatre  fois , &c.  ou  , ce  qui  eft  la  même  chofe , fi  æ & é font  chacun 
le  double,  le  triple, le  quadruple  de  c , ces  deux  grandeurs  font  égales. 
De  même  , fi  a & é font  chacun  la  moitié , le  tiers  , le  quart  de  c , a & ^ 
font  des  grandeurs  égales.  Ce  troifieme  principe  eft  la  propofition 
inverfe  ou  réciproque  du  fécond. 

P R I N c I P E I V. 

' . 

• ' * • • 

1 5 . Une  raifon  devient  d’autant  plus  grande  que  fon  antécédent 
augmente,  le  conféquent demeurant  le  même;  ainfi,  la  raifon  de  S à 2 
eft  plus  grande  que  celle  de  6 à 2.  De  mêrne  ^ U raifon  de  1 2 il.  1 5 
eft  plus  grande  que  celle  de  9 à 1 5.  G’eft  la  même  chofe  fi  les  quantités 
font  exprimées  en  lettres  : par  exemple  ,en  fuppofant  a plus  ^and,que 
^ , la  raifon  de  a à c eft.plus  grande,  que  cejle  .de  b à c- Gela  fuit  évi- 
demment de  la  notion  de  la  raifon , qui  n’eft  autre  chofe  que  la  mar 
niere  dont  l’antécédent  contient  le  conféque.nt.  Or  il  eft  clair  que  plus 
l’antécédent  fera  grand,  le  conféquent  reftant  le’même,:plusil  con- 
tiendra le  conféquent  j foit  qu’il  le  CQntiennô.  entièrement comme 
dans  le  rapport,  de  8 à 2 , comparé  à celui.de  6 .à  2;  foit  qu’il, le  Cojç^ 
tienne  feulement  en  partie  , cotnine  da;ps}e  rappçrt  de  .1 2 à 15 , Com- 
jparé  à celui  de  9 à 15  , auquel  cas'  l’ançécédwî  i.cpntient  une  plus 
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grande  partis^  du  ^onféquent  ^ quoiqu^il  ne  le  contienne  pas  entière^ 

ment. 

I 5 B.  On  peut  dire  mçme.que  la  r^ifon  devient  plus  grande  à pro- 
portion que  l’antécédent  augmente , enforte  que^  fi  l’antécédent  devient 
deux  fois , trois  fois  , &c.  plus  grand  qu’il  n’etoit , le  conféquent  étant 
toujours  le  même  , la  raifon  devient  aufii  deux  , fois  , trois  fois  , &c. 
plus  grande*  qu’elle  n’étoit  avant'  l’augmentation  de  l’antécédent. 
Ainfi , quand  deux  raifons  ont  le  niême  conféquent  , fi  l’antécédent 
de  la  première  eft  deux  fois  , trois  fois  , &c.  plus  grand  que  celui  de  la 
fécondé  , la  première  eft  deux  fois,  trois  fois  plus  grande  que  la  fé- 
condé- On  dit  en  général  que , quand  deux  raifons  ont  un  même  confé- 
quent , elles  font  entr’elles  comme  les  antécédents.  Les  raifons  de  é à 
& de  t à font  entr’elles  comme  eft  à c. 

15  C.  Il  fuit  de  là  que , pour  multiplier  une  raifon  par  une  grandeur , il 
fuifit  de  multiplier  l’antécédent  de  la  raifon  par  cette  grandeur  : ainfi  la 
raifon  de  bn  à d le  produit  de  celle  de  ^ à par  n.  Si  n fignifie  2,5, 
&c.  La  première  raifon  eft  deux  fois , trois  fois  plus  grande  que  la 
fécondé. 

Principe  V. 

' 1 6.  Plus  le  conféquent  d’une  raifon  eft  grand  , l’antécédent  demeu- 
rant le  même , plus  la  raifon  eft  pétite  : par  exemple , la  raifon  de  3 à 9 
eft  plus  petite  que  celle  de  3 à 6 ; & de  même  la  raifon  de  1 6 à 8 , eft 
plus  petite  que  celle  de  1 6 à 4.  Pour  donner  un  exemple  en  lettres  , 
iuppofons  que  b eft  plus  grand  que  c ,*  pour  lors  la  raifon  de  â à ^ eft 
moindre  que  celle  de  a à c.  C'eft  encore  une  fuite  de  la  notion  de 
raifon;  car  l’antécédent  étant  toujours  le  même  , il  contiendra 
moins  un  conféquent  plus  grand  qu’un  plus  petit. 

1 S B.  La  raifon  devient  plus  petite  à'  proportion  de  l’augmentation 
du  Conféquent.  Si  on  prend  le  conféquent  deux  fois , trois  fois  , &c. 
.plus  grand  qu’il  n’étoit , l’antécédent  demeurant  le  même  > la  raifon 
•devient  deux  fois , trois  fois , &c.  plus  petite  qu’elle  n’étoit  auparavant , 
ou , ce  qui  revient  au  même , elle  étoit  d’abord  deux  fois  , trois  fois 
•plus -grande  qu’elte  ne  devient  enfuité:  c’eft  pourquoi,  quand  deux 
-raifons  ont  le  même  antécédent , elles  font  entr’elles  comme  les  confé- 
•quents  pris  dans  un  ordre  renverfé , c’eft-à-dire , que  les  raifons  de  é à c, 
de  é à 1/  font  entr’elles  comme  eft  à c , & non  pas  comme  c eft  à 
• '‘16  C.  Ufuitde  là  qu’oti  peutdivifer  une  raifon  par  une  grandeur , en 
-muhipliànt  le  tonléquent  de  la  raifon  par  cette  grandeur  : ainfi , la  rai  Ion 
'de  b'^dn  eft  le  quotient  de  cèllé  b\d  divifée  par  n.  Si  n fignifie  2 , 3 , 
<dec,  la  raifon  de  à eft- deux  fois,  trois  fois  plus  petite  que  celle  de 
h\d,  i 
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17.  Le  rapport  de  deux  grandeurs  eft  égal  au  rapport  qui  efl  entre 
leurs  moitiés  ou  leurs  tiers , ou  leurs  quarts  , ou  leurs  cinquièmes , Scc: 
par  exemple , le  rapport  qui.  eil  entre  60^  20  eft  égal  à celui  de  leurs 
moitiés  30  & 10  , à celui  de  leurs  quarts  15  & 5 j à celui  de  leurs  ein-- 
quiemes  1 z ôc  4 , Scc.  Ce  principe eft  évident.»  puifque  ^ li  une  des  gran- 
deurs contient  trois  fois  l’autre , comme  dans  l’exemple  propofé  * on 
conçoit  que  la  moitié  de  la  première  contiendra  trois  fois  la  moitié  de 
ja  fécondé  , que  le  quart  de  la  première  contiendra  trois  fois  le  quart 
de  la  fécondé  , & le  cinquième  de  la  première  trois  fois  le  déquiemq 
de  la  fécondé  : en  général,  le  rapport  qui  eft  entre  les  tous  y ed  égal 
à celui  qui  eft  entre  les  parties  femblables  : par  exen^ple,  dôtx  <ier§^ 
deux  quarts,  deux  huitièmes,  deux  qutnrâeme»,  âtc.  < 
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r • 

18.  Qiiànd  on  multiplie  deux  grandeurs  > comme  8’  , & 4,  par  une 
troifîeme  telle  que  5 les  produits  40. 20  ont  entr*,èux  une  raifon 
égale  à celle  des  deux  premières  grandeurs  avarit  la  ' mültîpîicàtiqn,* 
C’eft  une  fuite  évidente  du  fixieme  principe  : car  ]il  e'ft  clair  qiié  les 
grandeurs  8 & 4 font  chacune  des  parties  femblabiés  , favoir,  lès  cin- 
quièmes des  produits,  puifqu’elles  orit  été  multipliées  par  5 , 6c- par 
conféquent  la  raifon  qui  eft  entre  les  produits  eft  égale  à celle  qui  éll 
entre  leurs  parties  femblables.  Pour  énoncer  ce  principe,  on  dit  ôrdiriai- 
rement  les-  produits  font  entr’eux  comme  lès  racines  jlorfqu’eUès  ont 
été  multipliées  par  la  même  quantité  : dans  l’exemple  propofé , 8&4 
font  les  racines.  En  général , fi  on  multiplie  a & J pair  â , les  produits  àd 
& éi/ font  entr’eux  comme  les  racines  Æ 6c  ^ i - > 

On  peut  appercevoir  ïa  vérité  de  ce  feptiefné  pariricîpe  indépçndâm.» 
ment  du  fixieme  i car  lés  deux  produits , 40  6c  20  cohtenaht  l’un  6c 
l’autre  5 parties, il  elt  évident  que,. fi  chacune  cfes  parties  du  premier 
produit  contient  deux  fois  une  partie  du  fécond,  il  eft  néceflaife  que 
le  premier  produit  contienne  auflî  deux  fois  le  fécond  ; ainfî,  1«  pro-i 
duits  ont  entr’eux  une  raifôh  égalé  'k  celle  dés  ràclhès,  lo'rfqü^e^lés  ont 
été  multipliées  par  une  m^e  grandeur.  On  peut  apjjliqué'r  .iejmérne 
raifonnèitient  au  huitième  principe.  ' . • ■ • 

Principe  VIII.  -1 
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par  exemple  , lî  on  divife  40  & 10  par  5 , les  quotients  8 & 4 ont  .un 
même  rapport  que  40  & 20.  £ri-  général  'ad  & hd  étant  divifé  l’un  & 
l’autre  par  d^  les  quotients  à & b ont  un  rapport  égal  à celui  de  ad\ 
bd.  C’eft  auilî  une  fuite  du  fixieme  principe , puifque  les  quotients  de 
deux  grandeurs  divifées  par  une  troilkme , font  des  parties  femblables 
de  ces  grandeurs  : fi , par  exemple } le  divifeur  eft  3 , les  quotients  font 
des  tiers  ; fi  le  divifeur  eft  4.,  les  quotients  font  des  quarts;  fi  le  divifeur 
ell  5 » les  quotients  font  des  cinquièmes , &c. 

20.  Une  raifon  comme  celle  de  60  à 20  peut  être  marquée  en  cette 

maniéré  ^ , en  mettant  le  conféquent  fous  l’antécédent , & féparauc 
l’un  de  l’autte  par  une  petite  ligne.  Q.uand  deux  raifons  font  égales , 
pn  les  marque  fouvent  l’une  l’autre  comme  nous  venons  de  dire  , 8c 

on  met  l^.figne  d’égalité  entre  deux  : par  exemple  , oh  exprime  l’éga- 
îité  des  raifons  de  é.o  à 2p  & de  50  à i o . en  cette  maniéré  . De 
même  fignifie  que  la  raifon  de  a à é eft  égale  à celle  de  c ïd. 

Tout  cela  pofé  , je  dis  que  deux  raHbns  font  égales. 

21.  I ®.  Lptfqqe^  chacun  des  antécédents  contient  fon  çonCéquent 
exaélen^nt  qü  fans  refte  , & le  même  nombre  de  fois  : par  exemple  , 
la  raifon  de  1 2 à 4 eft  %ale  à celle  de  1 5 à 5, , parce  que  l’antécédent 
i Z de  la  première  raifon  contient  fon  conféquent  4 trois  fois,  comme 
l’antécédent  15  contient  fon  conféquent  5 aufii  trois  fois  fans  refte.  De 
même  7=7,  parce  que  les  deux  antécédents  30  & 10  contiennent 
chacun  cinq  fois  leur  conféquent. 

22.  2°.  peux  raifons  font  encore  égales,  quand  les  antécédents 
contiennent  également  & fans  refte  les  parties  aliquotes  pareilles  des 
çbnféquents  : par  exemple  , la  raifon  de  1 2 à 21  eft  égale  à celle  de  8 à 
14  , parce  que  le£  deux  antécédents  1 2 & 8 contiennent  autant  de  fois 
chacun  les  aliquotes  pareilles  de  leur  conféquent  : car  ces  aliquotes 
pareilles  fbrit  3 & 2vQr  3 eft  contenu  q>utre  fois-dans  1 2 & 2 eft  auflî 
contenu  quatre  fois  dans  l’autre  antécédent  8.  De  même  ^=73 , parce 
que  les  aliquotes  .pareilles  des  conféquents , favoir  3 & 8 , font  conte- 
nues chacune  cinq  fois  dans  leur  antécédent , favoir , 3 dans  15,  & 8 
dans  40.  Enfin  .7^=^  » parce  que  les  aliquotes  pareilles  des  conféquents, 
favoir  5 & 7 , font  contenues  chacune  une  fois  exaâement  dans  leur 
antécédent.  ‘ 

■ Il  ëft'évident  qu’il  ÿ a égalité  de  raifons  dans  l’un  & l’autre  cas  ; car 
«ne  raifon  eft  la  maniéré  dont  l’antécédent  contient  fon  conféquent  i 
donc  deux  raifons  font  égales  lorfqué  chaque  antécédent  contient  fon 
poti^uentdefa.ihéme  maioiere.  Or , dans  le  premier  cas,  les  antécé> 
^ents  coptieaqept  leur.conféquelit  U même  m.aniere  ^ puifqu’ils  1« 
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contiennent  le  même  nombre  de  fois.  De  même , dans  le  fécond  cas  > 
les  deux  antécédents  contiennent  chacun  leur  conféquent  de  la  même 
maniéré  , puifqu’ils  renferment  autant  de  fois  & fans  relie  les  aliquotes 
pareilles  des  conféquents  j ainfî  , dans  le  fécond  cas  , les  raifons  font 
égales  comme  dans  le  premier. 

Nous  avons  dit  dans  le  premier  cas  que  deux  raifons  font  égales , 
lorfque  les  antécédents  contiennent  chacun  leur  conféquent  exaâe- 
ment  & le  même  nombre  de  fois;  nous  venons  de  dire  dans  le  fécond 
que  deux  raifons  font  aulïï  égales  , quoique  les  antécédents  ne  con- 
tiennent pas  exaâement  leur  conféquent , pourvu  que  ces  antécédents 
contiennent  exaétement  & le  même  nombre  de  fois  les  aliquotes  pa- 
reilles de  leur  conféquent.  11  peut  arriver  que  deux  raifons  foient 
égales , quoique  ni  les  conféquents  entiers  ni  les  aliquotes  pareilles  de 
ces  conféquents  ne  foient  pas  contenus  exaétement  ou  fans  refie  dans 
les  antécédents  : c’efl  ce  que  nous  allons  voir  dans  le  troifleme  cas. 

23.  3°.  Enfin  , deux  raifons  font  égales,  lorfque  les  antécédents  ne 

contenant  pas  exadlement  les  conféquents  ni  leurs  aliquotes  pareilles, 
ils  contiennent  cependant  ces  aliquotes  le  même  nombre  de  fois  avec 
des  refies  i^ui  ont  entr’eux  une  raifon  égale  à celle  des  aliquotes  pa- 
reilles : par  exemple , » P^^rce  que  les  antécédents  8 1 & 27 

contiennent  chacun  deux  fois  30 & 10  qui  font  les  aliquotes  pareilles 
des  conféquents , & d’ailleurs  les  refies  des  antécédents , favoir  2 1 & 7, 
ont  entr’eux  une  raifon  égale  à celle  des  aliquotes  pareilles  30&  10. 

A la  place  de  30  & de  10  , on  pourroit  prendre  d’autres  aliquotes 
pareilles  plus  petites , comme  1 5 & 5 qui  font  contenues  cinq  fois  cha- 
cune dans  leur  antécédent  avec  les  refies  6 & 2 , dont  la  raifon  efl  égale 
à celle  des  aliquotes  pareilles  1 5 & 5 . 

Si , au  lieu  de  prendre  les  aliquotes  pareilles  30&10  ou  15  & 5> 
comme  nous  avons  fait,  onchoififlbit  3 pour  aliquote  du  premier  con- 
conféquent  126,  & i pour  aliquote  pareille  de  l’autre  conféquent 
40 , ces  deux  aliquotes  3 & 1 feroient  contenues  chacune  vingt- fept 
fois  fans  refie  dans  leur  antécédent  : ce  qui  reviendroit  au  fécond  cas. 

24.  Maison  démontre  en  Géométrie  qu’il  y a des  grandeurs;  favoir, 
des  lignes  > des  furfaces , &c.  qui  font  telles  qu’aucune  aliquote  de 
l’une  ne  peut  être  aliquote  de  l’autre  ; enforte  que,  fi  l’une  efl  antécédent 
& l’autre  conféquent  d’une  raifon , il  fera  impoffible  de  trouver  une 
aliquote  du  conféquent  ^'fi  petite  qu’elle  foit , qui  puifTe  être  contenue 
fans  refie  dans  l’antécedent  : ces  fortes  de  grandeurs  s’appellent  inconu 
//2e/î/urdé/«,c’efl- à-dire,  qu’elles  n’ont  point  de  mefure  commune  , 
& la  raifon  qui  fe  trouve  entr’elles  efl  nommée  fourde  ou  rapport! 
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incommenfurable  : on  dit  aufli  que  ces  grandeurs  ne  font  pas  entr’elles 
comme  nombre  à nombre  , parce  qu’il  n’y  a point  de  nombres  qui  n’aient 
au  moins  l’unité  pour  mefure  commune , fi  ce  font  des  nombres  entiers  ; 

& fi  ces  nombres  font  des  fiadlions , ils  auront  toujours  une  mefure 
commune  , favoir^  quelque  partie  de  l’unité. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à démontrer  l’égalité  des  raifons  dans 
ce  troifieme  cas  , parce  que  cela  n’eft  pas  néceflaire  pour  la  fuite. 

2 5 . Une  raifon  géométrique  n’étant  que  la  maniéré  dont  l’antécédent 
contient  fon  conféquent , il  eft  clair  qu’on  peut  connoître  la  vale  ur 
d’une  raifon  en  divifant  l’antécédent  par  le  conféquent  , puifque  c’eft 
en  divifant  une  grandeur  par  une  autre  que  l’on  connoit  combien  la 
première  contient  la  fécondé , ou  , ce  qui  eft  la  mêmechofe , combien  la 
fécondé  eft  contenue  dans  la  première  : par  exemple  , pour  favoir  com- 
bien 90 contient  5 ,il  fautdivifer  30  par  5 , & le  quotient  6 marque  qwe 
JO  contient  5 fix  fois}  ainfi  la  valeur  de  la  raifon  j eft  le  quotient  6 , ce 
que  l’on  marque  en  cette  maniéré , 7=^-  On  peut  donc  dire  en 
général  que  la  valeur  d’une  raifon  eft  le  quotient  de  l’antécédent  divifé 
par  le  conféquent.  Ce  quotient  eft  appellé  expofant , parce  qu’il  expofe 
ou  fait  connoître  la  valeur  de  la  raifon.  L’expofant  marque  donc  com- 
bien de  fois  l’antécédent  contient  le  conféquent. 

26. 11  fuit  de  là  que  la  raifon  de  30  à 5 eft  fort  différente  de  celle  de 
5 à 30  ; car  on  vient  de  dire  que  la  valeur  de  la  raifon  de  30  à 5 eft  ex- 
primée par  6 } au  lieu  que  la  valeur  de  la  raifon  de  5 à 30  eft  la  fraétion  ^ 
qui  marque  le- quotient  de  5 divifé  par  30 , puifque  5 ne  contient  que 
■ la  fixieme  partie  de  30.  Ainfi , cette  raifon  de  5 à 30  eft  36  fois  plus 
petite  que  celle  de  30  à 5.,  parce  que  le  quotient  g eft  feulement  la 
trente- fixieme  partie  de  l’autre  quotient  6. 

27.  Il  fuit  auffi  que  deux  raifons  font  égales  , lorfque  les expofantsoii 
les  quotients  des  antécédents  divifés  par  les  conféquents  font  égaux  ; & 
réciproquement , les  expofants  ou  les  quotients  font  égaux  lorfque  les 
raifons  font  égales. 

28.  Il  arrive  fort  fouvent  qu’on  ne  peut  faire  exaéfementla  divifion 

de  l’antécédent  par  le  conféquent , foit  parce  que  ce  conféquent  eft  plus'  .X 
grand  que  l’antécédent,  foit  parce  qu’il  n’y  eft  pas  contenu  fansrefte  r 
pour  lors  le  quotient  ou  expofant  peut  être  marqué  par  quelque  lettre 
que  l’on  fuppofe  repréfenter  la  valeur  de  la  raifon  : par  exemple  j la  va- 
leur delà  raifon  |ne  peut  être  exprimée  par  un  nombre  entier  qui  foit 
le  quotient  de  Ifàntécédent  divifé  par  le  conféquent.  De  même , la 
raifon  ~ ne  peut  être  exprimée  par  un  nombre  entier , parce  que  9 n’eft 
pas  contenu  refte  dans  20  : cependant  on  peutfisppofer  dans  l’utv 
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& Tautre  exemple , que  la  raifon  eft  exprimée  par  une  lettre  qui  défigne 
le  quotient  ; ainlî , on  peut  fuppofer  que  j=e , & que  j=f-  En  général , 
la  raifon  ^=e , en  fuppofant  que  la  lettre  e repréfente  le  quotient  de  a 
. divifé  par  k 

28  B.  Nous  avons  prouvé  (Liv.  I.  Art.  6x5),  que  le  produit  du 
quotient  multiplié  par  le  divifeur  eft  égal  au  dividende  ; ainfi , e étant 
fuppofé  le  quotifci-'  de  a divifé  par  ^ , le  produit  ie  eft  égal  à Pantécé- 
dent  a qui  eft  le  dividende  ; par  conféquent , fi  j=e , on  peut  en 
conclure  que  De  même  , fi  ^ =/'y  il  s^enfuit  que  c = 

DES  PROPORTIONS. 

2p.  Deux  raifons  égales  forment  une  proportion  qui  n’eft  autre  chofe 
que  régalité  de  deux  raifons , ou  la  comparaifon  de  deux  raifons  égales: 
& comme  il  y a deux  fortes  de  raifons  > il  y a auflî  deux  fortes  de  pro- 
portions , la  géométrique  & V arithmétique. 

30.  La  proportion  géométrique  eft  une  comparaifon  de  deux  raifonç 
géométriques  égales  : par  exemple , la  raifon  géométrique  de  15^5 
étant  égale  à celle  de  21  à/,  ces  deux  raifons  forment  une  proportiçn 
géométrique  que  Ton  marque  fouvent  comme  nous  avons  dit,  7=7  , 
& plus  ordinairement  en  mettant  quatre  points  entre  les  deux  raifons  , 
& un  point  entre  Tantécédént  & le  conféquent  de  chacune  en  cette 
maniéré  , 1 5 . 5 : : 2 1 . 7.  En  général , shl  y a proportion  entre  les  quatre 
grandeurs  , a , 3 , c , c^,on  la  marque  ainfi  a . b wc  ou  bienj=:^* 
Lorfqu^il  s’agit  d’énoncer  une'proportion , comme  la  première  qu’on  a 
apportée  pour  exemple , on  dit  : la  raifon  de  1 5 à 5 eft  égale  à celle  de 
21  à 7 , ou  bien  15  eft  à 5 comme  21  à 7.  On  dit  encore  ; 1 5 & 5 font 
entr’eux  comme  21  & 7,  & quelquefois  1 5, 5, 21  & 7 font  proportionnels. 

3 I . La  proportion  arithmétique  eft  une  comparaifon  de  deux  raifons 
arithmétiques  égales  : par  exemple  , les  raifons  arithmétiques  de  5 à 3 
& de  8 à 6 étant  égales  , elles  forment  une  proportion  arithmétique 
qui  fe  marque  en  cette  maniéré,  5 . 3 : 8 • 6 , en  mettant  feulement 
deux  points  au  lieu  de  quatre  entre  les  deux  raifons. 

3 2.  Pour  connoïtre  fi  deux  raifons  arithmétiques,  telles  que  celles  de  5 
à 3,&deSà6  font  égales  , il  faut  fe  fouvenir  que  la  raifon  arithméti- 
que n’eft  que  la  maniéré  dont  une  grandeur  furpaffe  l’autre , ou  autre- 
ment l’excès  de  l’une  fur  l’autre  : d’où  il  fuit  que  les  raifons  arithmé- 
tiques font  égales  , quand  les  antécédents  furpalTent  également  les 
conféquents , ou  lorfque  les  conféquerits  furpalTent  également  les 
antécédents  : dans  l’exemple  propofé , les  deux  antécédents  5 & 8 fur- 
pa fiant  également  leurs  conféquents  3 & 6,  l'avoir  de  2 , les  deux  rai- 
fons arithmétiques  de  5 à 3 5c  de  8 à 6 font  égales. 
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Voici  un  exemple  de  la  proportion  arithmétique  en  lettres  : fi  a fur- 
pafle  autanté  que  c furpafle  on  aura  la  proportion  arithmétique  a.bi 

c . d.  On  énonce  la  proportion  arithmétique  comme  la  géométrique. 

55.  11  n’y  a point  de  grandeurs  , foit  nombres  , étendues , mouve- 
ments, vîtefles  , &c.  entre  lefquelles  il  n’y  ait  une  raifon  géométrique 
& une  raifon  arithmétique  : par  exemple , entre  1 2 & 3 il  y a une  raifon 
géométrique  que  l’on  exprimeroit  par  4 , parce  que  l’antécédent  1 2 
contient  4 fois  le  conféquent  3 j il  y a aufii  entre  les  mêmes  nombres  1 2 
& 3 une  raifon  arithmétique  que  l’on  marqueroit  par  9 , parce  que 
l’antécédent  furpalTe  le  conféquent  de  9 : ce  qui  fait  voir  qu’il  y a bien 
de  là  différence  entre  la  raifon  géométrique  & l’arithmétique  j c’eft 
pourquoi  quatre  grandeurs  peuvent  être  en  proportion  géométrique , 
quoiqu’elles  ne  foient  pas  en  proportion  arithmétique  : par  exemple , il 
y a une  proportion  géométrique  entre  ces  quatre  nombres , 1 2 , 3 , 20  , 
5 ; mais  il  n’y  a point  de  proportion  arithmétique , parce  que  1 2 ne 
furpafle  pas  autant  3 que  20  furpafle  5 ; ilfaudroit  mettre  1 1 à la  place 
de  5 , & on  auroit  1 2 . 3 : 20 . 1 1 : c’eft  une  proportion  arithmétique  , 
parce  que  1 2 furpafle  autant  3 que  20  furpafle  1 1. 

34.  Dans  une  proportion  > foit  géométrique,  foit  arithmétique, 
il  y a quatre  termes  , favoir  , l’antécédent  & le  conféquent  de  la  pre- 
mière & de  la  fécondé  raifon  : par  exemple , dans  la  proportion  a .bw 
c .d  yU  Si.  b font  l’antécédent  & le  conféquent  de  la  première  raifon  ; 
cQcd  font  l’antécédent  & le  conféquent  de  la  fécondé  raifon. 

3 5 . Le  premier  Sc  le  dernier  terme  s’appellent  les  extrêmes , le  fé- 
cond & le  troifieme  les  moyens  : dans  notre  exemple  y a Si.  d font  les- 
extrêmes  y b Sec  font  les  moyens. 

3 6.  Qijelquefois  le  même  terme  eft  conféquent  de  la  première  rai- 
fon & antécédent  de  la  fécondé  i on  l’appelle  moyen  proportionnel  : 
comme  dans  cette  proportion  géométrique  : 5.10::  10 . 20  ; ou  bien 
dans  cette  proportion  arithmétique , 5.  10:  10.  15,  dans  l’une  & 
l’autre  10  eft  moyen  proportionnel , & la  proportion  eft  appellée  con- 
tinue : on  la  marque  fouvent  en  cette  forte,  -fr  5.  10.  20 , pour  la 
proportion  géométrique , & de  cette  matière,  -j—  5.  10.  15  , pour  la 
proportion  arithmétique. 

37.  Lorfqu’il  y a plus  de  trois  termes  dans  l’une  ou  l’autre  propor- 
tion continue  , on  la  nomme  progrejfion  : voici  une  progreflîon  géomé- 
trique , 5 . 1 0 . 20. 40 . 80 . 1 60 , &c.  & voici  une  progreflîon  arith- 

méthique,  5.  10.15 .20. 25  . 30,  &c.  Une  progreflîon  eft  donc 
une  fuite  de  râifons  égales , dont  chacun  des  termes , excepté  le  pre- 
mier Sx.  le  dernier , eft  conféquent  d’une  raifon  Sx  antécédent  de  la 

fuivame  * 
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ftâvante  ; nous  difons  excepté  le  premier  & le  dernier  térmes , car  il  eft 
dair  que  le  premier  n’eil  qu’antécédent  de  la  première  raifon , & que 
le  dernier  n’eft  que  conféquent  de  la  derniere.  Pour  énoncer  la  première 
progrellîon,  on  dit  : 5 eft  à 10  comme  i o eft  à 20 , comme  20  eil  à 40 , 
comme  40  eft  à 80,  comme  80  eft  à 160,  &c.  La  fécondé  progrelTion, 
qui  eft  l’Arithmétique , s’énonce  de  la  même  maniéré , en  exprimant 
les  termes  5,  10,  15,  20,  25,  30,  6cc.  à la  place  de  ceu^t  de  la 
progreflion  géométrique. 

3 841  paraît  par  ce  qui  a été  dit , que , fî  les  deux  premiers  termes  d’une 
proportion  géométrique  font  égaux,  les  deux  derniers  font  auflî  égaux 
entr’eux.  Pareillement , fi  les  antécédents  font  égaux , les  conféquents 
font  auin  égaux  entr’eux  ; & réciproquement,  fi  les  conféquents  font 
égaux , il  faut  que  les  antécédents  le  foient  aulïï  : par  exemple , fi  dans 
la  proportion  æ . é : : c • </,  les  deux  teripes  æ & é font  égaux , les  deux 
autres  c (g.  d font  auifi  égaux  entr’eux  ; mais  il  n’eft  pas  nécefiàire  qu’ils 
foient  égaux  aux  deux  premiers.  Pareillement , fi  les  antécédents  a Sec 
font  égaux , les  conféquents  b Sud  font  encore  égaux  ; Sc  fi  les  confé- 
quents font  égaux,  les  antécédents  le  font  aufii.  Tout  cela  eft  une  fuite 
de  la  notion  ae  la  proportion  géométrique  ; car , afin  que  deux  raifons 
foient  égales , il  faut  que  chaque  antécédent  contienne  fon  conféquent 
de  la  même  maniéré  : or , cela  pofé , tout  ce  que  l’on  vient  de  dire  eft  vrai. 

39.  De  ce  que  chaque  antécédent  d’une  proportion  géométrique 
doit  contenir  fon  conféquent  de  la  même  maniéré , il  fuit  encore 
que , fi  un  des  antécédents  eft  plus  grand  que  fon  conféquent , l’autre 
antécédent  doit  aufli  être  plus  grand  que  fon  conféquent  ; & fi  un 
des  antécédents  eft  moindre  que  fon  conféquent , l’autre  fera  pareille- 
ment moindre  que  le  fien.  Ces  deux  derniers  articles  peuvent  auffi 
s’appliquer  à la  proportion  arithmétique. 

B.  Puifque  l’antécédent  d’une  raifon  eft  toujours  confidéré 
comme  contenant  le  conféquent , foit  en  tout , foit  en  partie  ( 3 & 4 ) , 
H s’enfuit  qu’on  peut  exprimer  les  termes  d’une  raifon  par  am  & a. 
pu  par  hméib^  &c.  auquel  cas  la  lettre  m marquera  combien  de  fois 
Pantécédent  contiendra  le  conféquent , ou , ce  qui  revient  au  même  j 
cette  lettre  défignera  le  quotient  de  l’antécédent  divifé  par  le  confé- 
quent de  même , une  proportion  géométrique  fera  exprimée  en 
général  en  cette  maniéré , am.  a-.  i bm.  b,  ou  bien  , an . awbn  .b  ^ 
& encore,  cm.  cw  dm.d^  &c.  on  verra  dans  la  fuite  que  cette 
expreftion  donne  une  extrême  facilité  de  démontrer  les  propriétés  des 
proportions  géométriques;  fouvent  même  elle  fait  appercevoir  ces 
propriétés  fans  démonftration. 

l.  F mit.  5 ' 
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39C.  Lorfque  Fantécédent  contient  fon  cmiféquent  fans  refte,  le 
quotient  m ou  n eft  un  nombre  entier  ; mais , li  Fantécédent  contient 
fon  conféquent  avec  un  refte , ou  qu’il  le  contienne  feulement  en 
partie , la  lettre  qui  défigne  le  quotient  eR  un  nombre  entier  avec  une 
fra<Stion , ou  feulement  une  fraction.  Si  l’antécédent  am  contient  4 fois 
le  conféquent  a , m fera  égale  à 4 ; s’il  le  contient  4 fois  & demi , 
fèra  4 ; ; s’il  en  contient  les  deux  tiers , m fera  f. 

Nous  avons  averti  que , quand  on  parloit  de  raifon , fans  ^cifier  la 
géométrique  ou  Farithmétique , il  falloit  entendre  la  géométrique  : 
on  doit  de  même  entendre  la  proportion  géométrique  quand  on  parle 
de  proportion , à moins  qu’on  ne  fpécifie  l’arithmétique.  Nous  allons 
traiter  de  la  propcurtion  géométrique , & enfuite  nous  dirons  quelque 
chofe  de  la  proportion  arithmétique. 

La  propriété  fondamentale  de  la  proportion  géométrique  , eft  Féga« 
hté  du  produit  des  extrêmes  à celui  des  moyens.  11  n’y  a point  de 
propofition  dans  toutes  les  Mathématiques  d’un  ufage  auâi  étendu  ^ 
nous  allons  en  faire  le  Théorème  fuivant. 

Théorème  I.  bt  fomdamemtal. 

# 

40.  Dans  toute  proportion  géométrique  > le  produit  des  extrêmes  ejt 
égal  au  produit  des  moyens- 

Soit  la  proportion  8 • 4 : : 6 . 3 , dont  les  deux  extrêmes  font  8 & 3 , 
& les  deux  moyens  4 Sc  6 ; il  faut  prouver  que  le  produit  de  8 par  ^ 
eft  égal  au  produit  de  4 par  6. 

DÉnoNSTitaTioN. 

Si  on  multiplie  8 & 4 par  3 , le  produit  de  4 par  3 fera  la  moitié 
du  produit  de  8 par  3 , puifque  4 eft  la  moitié  de  8 j mais  > fi , au  lieu 
de  multiplier  4 par  3 , on  le  multiplioit  par  un  nombre  double  de  3 » 
le  produit  qui  en  viendroit  feroic  double  du  produit  ' de  4 par  3 > & 
par  conféquent  égal  au  produit  de  8 par  3.  Or , le  fécond  moyen  6> 
eft  nécefiairement  le  double  de  3 , parce  que  le  premier  antécédent  8> 
étant  le  double  de  fon  conféquent  4 , il  faut  aufii  que  le  fécond 
antécédent  6 foit  le  double  de  fon  conféquent  3 , autrement  il  n’y 
auroit  pas  de  proportion  : donc  le  produit  de  4 par  6 eft  égal  au  produit 
de  8 par  3 , c’eft<à-dire,  que  le  produit  des  moyens  eft  égal  au  produit 
des  extrêmes  ; ce  qu’il  falloit  démontrer. 

Il  eft  évident  que  la  même  démonftration  peut . s’appliquer  à toute 
autre  proportion , en  changeant  feulement  les  termes  êit  moitié'^  de 
double  y lorfque  cela  eft  néceftàire  ^ fi  ^ par  exemple , il  s’agifToit  d’une 
proportion , dont  les  antécédents  fufient  trois  fois  plus  grands  que  leur$ 
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codf^qitents , comme  dans  celle-ci , 15.5::  12.4,  il  faudroit  mettre 
«Uns  la  dèmonftration  tiers  à la  {^ace  de  moitié',  6c  triple  à la  place 
de  double , ainfî  des  autres  proportions. 

Ce  Tail'onnemenc  fait  entendre  la  raifon  pow  laquelle  le  produit  des 
extrêmes  ell  égal  au  produit  des  moyens  : cm  appelle  ces  forces  de 
démonftrations  métaphyfiques.  Nous  allons  donner  une  autre  démonf- 
tration  par  lettres. 

Autre  DinoNSTRATion. 


Soit  la  proportion a.hwc ,d , ou  bien f =3 > laquelle  peut  repré- 
fenter  toutes  les  autres , à caufe  des  lettres  qui  peuvent  défigner  toutes 
les  grandeurs  poffibles.  Il  faut  démontrer  que  ad,  produit  des  extrêmes  , 
eft  égal  à bc , produit  des  moyens. 

Si  on  multiplie  les  deux  termes  de  la  première  raiAm , qui  font  a 6c  h 
par  d,  conféquent  de  la  féconde,  ks  produits  ad  6c  bd  qui  viendront 
de  cette  multiplication , auront  entrkux  une  raifon  égale  à celk  des 
racines  æ & i (i  8)  ; ainfi , on  aura  la  proportion  =f  : de  même , fi  on 
multiplie  les  deux  termes  c & de  la  fécondé  raifon , par  b , conféquent 
de  la  première , ks  produits  hc  behd  feront  encore  entr'eux  comme 
les  racines  c 6c  d , ou,  ce  qui  eft  la  même  chofe , les  racines  c 6>cd 
auront  entPelles  une  raifon  égale  à celle  des  produits  bc  6c  bdi  on 
aura  donc  cette  fécondé  proportion  3=75. 

Voici  donc  ks  deux  pro-i 

portions  que  donnent  les  = - première  proportion, 

deux  multiplications  précé*  bd  b 
dences.  \c  bc 


- = — fécondé  proportion. 

\d  bd 

Ces  deux  proportions  contiennent  quatre  raifons , qui  font , 
h*  ^ pnemiere  de  ces  raifons  efi  égak  à la  fécondé  pa^ 
la  première  proportion;  la  fécondé  eft  égak  à la  troifieme  par 
l’hypotbefé , & la  troifieme  efi  égale  à la  quatrième  par  la  fécondé 
proportkm;  dfoù  il  fuk  que  la  première  ^ & la  quatrième  ^ font  égales 
( 1 2).  Or , ces  deux  raifons  égales  ont  k même  conféquent  ; ainfi , k^ 
deux  antécédents  ad  6c  bc  font  égaux  (14),  puifqu’ils  ont  un  même 
rapport  à une  troifieme  grandem,  favoir,  an  conféquent  bd,'  donc 
ad-=ibc  ^ c’efi-à-dire,  que  le  produit  des  extrêmes  eft  égal  à celui  des 
moyens  ; ce  qu’il  faftoit  démontra’. 

Skcovdm  DÉMoarsTiijiTioN  par  Lettres,  Qyit  l’expofant  de  la 
caifba  de  o-àé-fiott  e,çu  aura2=;e,-êc  par  coslfiqueiu;  az=zbe  (281); 
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d’ailleurs , la  raifon  de  c à eft  égaie  par  l’hypothefe  à celle  de  <z  à h; 
ainfî , on  aura  pareillement  ^ £ ôc  c=</e.  On  peut  donc  mettre  ht  ix.  de 
à la  place  de  a & de  c dans  les  produits  adix.bc  y ce  qui  donnera  htd  & 
bde.^  au  lieu  de  ad  & de  bc.  Or,  ileft  évident  que  bed^bdtf  ainfi, 
ad ■=  bc , ce  qu’il  falloir  démontrer. 

Si  on  exprime  la  proportion  en  cette  maniéré , am  . a'.ibm  .b , il 
n’y  aura  pas  befoin  de  démonftration , puifque  and>.  ou  aitn  eft  le 
produit , foit  des  extrêmes , Toit  des  moyens. 

Corollaire. 

41.  Dans  une  proportion  continue,  le  produit  des  extrêmes  eft 
égal  au  quarré  de  la  moyenne  proportionnelle.  Soit  la  proportion 
continue,  a .b  : \b  .c;  à.ï%  que  acz=.bb  ou  bb'^ac.  C’eft  une  fuite 
évidente  du  précédent  Théorème  \ car,  puifque  le  quarré  de  la  moyenne 
proportionnelle  eft  le  produit  des  moyens,  il  doit  par  conféquent  être 
égal  au  produit  des  extrêmes. 

Nous  venons  de  faire  voir  que , quand  quatre  grandeurs  font  propor> 
tionnelles , le  produit  des  extrêmes  eft  égal  au  produit  des  moyens  ; on 
peut  auffî  démontrer  la  propofition  inverfe  ou  réciproque , c’eft  ce  que 
nous  allons  faire  dans  le  Théorème  fuivant. 

Théorémb  II. 

42.  Lorjque  le  produit  des  extrêmes-  ejl  égal  au  produit  des  moyens  y 
quatre  grandeurs  font  proportionnelles. 

Soient  les  quatre  nombres  8 , 4 , 6 , 3 , dont  le  produit  des  extrêmes  , 
8x3,  foit  égal  au  produit  des  moyens , 4x6}  il  faut  prouver 
que  8 • 4::  6 • 5> 

Démonstration.  \ 

Le  premier  multiplicande  8 étant  double  du  fécond  multiplicande 
4 , il  faut  que  le  multiplicateur  de  4 foit  double  du  multiplicateur  de  8-, 
autrement  les  produits  ne  feroient  pas  égaux , ce  qui  eft  contre  l’hy- 
pothefe  i par  conféquent  le  premier  multiplicande  eft  au  fécond  , 
comme  le  fécond  multiplicateur  eft  au  premier , ou,  ce  qui  eft  la  même 
chofe , 8 . 4 : : 6 . 3 j ce  qu’il  falloir  démontrer. 

On  démontrera  la  même  chofe  toutes  les  fois  que  deux  produits 
feront  égaux  ; car  pour  lors , ft  le  premier  multiplicande  eft  le  triple  du 
fécond , le  fécond  multiplicateur  fera  le  triple  du  premier  ; ft  le  premier 
multiplicande  eft  cent  fois  plus  grand  que  le  fécond  , le  fécond  multi- 
plicateur fera  cent  fois  plus  grand  que  le  premier , &c.  On  entend  ici 
f>ar  fécond  multiplicateur , celui  par  lequel  * on  multiplie  le  lecond. 
Otultiplicande» 


*4* 


"LIVRE  SECOND. 

Autre  DémonstratYok. 

Soient  les  quatre  grandeurs  a,b,Cydy  dont  le  produit  des  extrê- 
mes, qui  eft  ad^  foit  égal  à éc,  produit  des  moyens;  il  Ëiut  prouver 
qu’il  s’enfuit  que  ^ = y 

En  multipliant  les  deux  premières  grandeurs  a fie  b par  la  qua- 
trième dy  les  produits  ad  8c  bd  qui  viennent  de  la  multiplication , font 
en  même  raifon  que  les  racines  a & é (i8) , ou,  ce  qui  eft  la  même 
chofe , les  racines  a 8c  b ont  entr’elles  une  raifon  égale  à celle  des 
produits  ad  8c  bd  y ce  qui  donne  la  proportion  : de  même , en 
multipliant  les  deux  grandeurs  c 8c  d par  b y les  produits  bc  8c  bd  font 
encore  en  même  raifon  que  les  racines  c 8c  df  on  ^ donc  cette  fécondé 
proportion 

Voici  donc  les  deux  pro- U ad 
portions  que  donnent  les  -= — première  proportion, 
multiplications  précéden-  b bd 
tes.  bc  c . 

— =-  fécondé  proportion. 

bd  d 

Ces  deux  proportions  contiennent  quatre,  raifons , qui  font , 
f > ^ » 7 première  de  ces  raifons  eft  égale  à la  fécondé  par  la 

première  proportion  ; la  fécondé  eft  égale  à la  troifieme , parce  q^e 
les  deux  antécédents  ad  8c  bc  étant  égaux  par  l’hypothefe , ils  ont  même 
rapport  à une  troifieme ^andeur , telle  que  bd{ï^):  enfin , la  troilietne 
raifon  ^ eft  égale  à la  quatrième  ^ par  la  féconde-  proportion  j d’où, 
il  fuit  que  la  première  raifon^  eft. égale  à la  quatrième ^ (i a) , c’eft- 
à-dire,  que  a.b::  c . a’,  ce  qu’il  falloit, démontrer. 

Seconde  DÉMONXTRATtoN  p^r  Lettres: Soit ;=«> & ; il 
faut  prouver  quee=:^énfuppofant  ad=bc.  Püifque^=e&quc5=/i, 
on  aura  a=:be  8c  c?=:<^(28):  donc  on  pourra  fubftituer  ée  & à la  - 
placé  de  Æ & de  c dans  les  produitsa</  & bc ,8c  on  trouvera  bedy  ou  bde  8c 
bdf{  ainft , bdt—bdf.  Donc,  endivifant  c^  deux  quantités  par  la  mémo 
grandeur  bd  y les  quotients  font  égaux  : or , ces  deux  quotients  font 
1 8c f (Liv.  1 ÿ Art.  1 6'6  ) ; donc  az=s.f  y ce  qu’il  f^oit  démontrer. 

_ * • f 

Corollaire  L 

0 • 

Si  on  a trois  grandeum , comme  a,  c,  qui  foient  tellea 
que  le  produit  ac  des  extrêmes  ,'fmi  égal  au  quarré  hb  de  la  fécondé  b , 
cette  fécondé  fera  moyehoe  propomonhelle  entre  & c>  enforte  qu!oa 
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aura  a.  .hwh  .c\  c’eft  une  fuite  évidente  du  Théorème , puifque  le 

produit  des  extrêmes  eft  fuppofé  égal  à celui  des  moyens. 

42  C.  II  parôît  par  ce  Corollaire  que  > fi  on  veut  avoir  une  moyenne 
proportionnelle  encre  deux  grandeurs , il  n^y  a qu’à  tirer  la  racine 
quarrée  du  produit  de  ces  deux  grandeurs  ; car  ce  produit  étant  égal  au 
quarré  de  la  racine  qu’on  trouve,  cette  racine  eft  moyenne  proportion- 
nelle  entre  les  deux  grandeurs.  Si , par  exemple , on  a les  deux  nombres 
84  Ôc  362  encre  lefquek  on  veuille  trouver  un  moyen  proportionnel , 
il  faudra  multiplier  ^62  par  84,  8c  tirer  la  racine  quarrée  du  produit 
J 0408 , on  couvera  que  c’en  un  peu  plus  de  174.  Cette  racine  eft 
donc  lé  moyen  propcrtiormel  cherché.  Si  on  ne  veut  que  défigner 
la  racine , ou  qu’on  ne  puiâè  la  tirer , on  fe  fert  du  %ne  radical } ainfi» 
y ac  eft  moyen  proportionnel  entre  a Sac. 

CoROLXAIRB  II. 

. / 

4^.  Toutes  les  fois  que  le  produit  de  deux  grandeurs  eft  égal  au 
produit  de  deux  autres , on  peut  toujours  faire  une  proportion  des 
quatre  grandeurs  qui  compofent  ces  deux  produits , en  prenant  pour 
extrêmes  les  deux  racines  d’un  produit , & pour  moyens  les  deux 
racines  de  l’autre  produit  : par  exemple,  fi  on  en  peut  faire  la 

proportion  , æ . ^ : c , <sf,  en  prenant  pour  extrêmes  les  racines  <z  8c  ^ du 
premier  produit,  & pour  moyens  tes  racines  é 8c  c du  fécond.  Il  eft 
clair  par  le  fécond  Théorème  que  cette  proportion  « . i : ; c , d eft  vraie , 
puilque  l’on  fuppofe  que  le  produit  des  extrêmes  eft  égal  au  produit 
des  moyens  : de  mênie , 1^  ahc  £=  (^g , on  en  peut  tirer  la  proportion ,. 
a.,  i:  ‘.jg . bc»  Dans  ce  dernier  exemple , quoique  chacun  des  produits 
égaux , abc  Jdx.  ifg , foit  cotnpofé  de  trois  racines , on  le  regarde  comme 
n’en  ayant  que  deux , favoit  a Sx.  hc  pour  le  premier  produit , 8c  ^8c  fg 
pour  le  fécond , confidérant  éc  comme  «ne  feule  racine  dans  abc , Sxfg 
comme  une  feule  raeine  dans  <ÿg.  De  cette  même  égalité 
en  auroit  pu  tirer  cette  autre  pfopevtion , ab . clf'.  : ^ . c.  £n  un  mot  > 
deux  produits  étaht  égaux  ^ on  {^ut  toujours  conclure  que  les  deux 
racines  qui  compofent  le  premier , peuvent  être  les  extrêmes  d’une 
proportion  dont  les  deux  racines  qui  compofent  i’anoicre  produit,  foienç 
les  moyens , telles  que  fuient  les  deux  racines  qui  compofent  i’un  8e 
l’autre  produit. 

43  5.  On  n’apperçoit  pàs  ailéfnént  quelles  font  les  racines  de  cer- 

tains produits,  quand  on  n’a  pas  quelque  habitude  dans  le  calcul  : en 
voici  quelques  exemples.  Soient  ks  trois  égalkés,  i — kcz:si  £^-\- 

z^^oA^bh  =;  j,3 ;==d.La prçmieEe  dewoCi<ïM*é» rf.  c j 
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on  déduit  de  la  fécondé , . 1 : : 1 . a — h , âc  de  I9; . tf oifîeme  , 

a4'  I • • I • a — I > parce  qu’en  imdcipliaoc  dans  chacune  de  ces 

proportions  les  extrêmes  l’un  par  l’autre  i êt  les  moyens  pareilleinent , 
on  trouvera  les  trois  égalités  ^cédentes. 

Nous  ajouterons  ici  un  troiileme  Théorème»  plus  général  que  les 
deux  premiers , & qui  ks  renferme  l’un  U l’autre. 

__  _ > * 

THioRBMX  III. 

44.  Si  oti  compare  deux  raijons  entr* elles , la  première  ejl  à la 
ficonde  conune  le  produit  des  extrêmes  efi  à celui  des  moyens. 

Soient  les  deux  raifons|6c2»  le  produit  des  extrêmes  ed  4<f>  fis 
celui  des  moyens  eft  hc.  Il  faut  donc  prouver  que  ^ ad . bc  , c’eft* 
à*dire  > que  la  raifon  ^ efl  à celle-ci  J comme  ad  ed  à éc. 

Démonstration. 

Si  ces  deux  raifons  avoient  les  conféquents  égaux  B ^ dy  elles 
fêroieot  entr’elles  comme  les  antécédents  a-^c  ; car  alors , Il  le  premier 
antécédent  étoit,  par  exemple,  trois  fois  plus  grand  que  l’autre,  il  eft 
clair  que  la  première  raifon  feroit  trois  fois  plus  grande  que  la  fécon- 
dé ( 1 SE).  Or , dans  cette  hypothefe  des  conféquents  égaux , les  anté- 
cédents aStc  ieroient  entr’eux  comme  les  produits  des  extrêmes  & dés 
moyens  (i  8)  ; ainli , les  deux  raifons  feroient  audi  comme  ces 

produits.  Préfentement  > fi  on  fuppofe  que  d augmente  & qu’il  devient 
double  de  ^ , la  fécondé  raifon  ne  fera  que  la  moitié  de  ce  qu’elle  étoit  ; 
mais  auifi  le  produit  des  moyens  hc  ne  fera  que  la  moitié  de  ce  qu’il 
étoit  par  rapport  à ad f ainfi , dans  cette  fécondé  hypothefe,  les  raiions 
font  encore  comme  les  produits  des  extrêmes  6c  des  moyens.  Qn  feroit 
un  raifonnement  femhlable  dans  toute  autre  diverfité  des  conféquents» 

Avtrb  Démonstration. 

% 

Soitf =e,  ainfi,  a=h  6ç  cz=c^f  par  conféquent  on  peup 

mettre  be^4f\  la  place  de  4 6c  de  c dans  les  produits  ad  Qi,  B.ç , èc 
aura  Bed  ou  Bde  > 6c  Bdf  au  lieu  de  ad  6c  de  hc.  Or,  il  eft  évident  quç 
« .y':  : Bde  . Bdf  \i  S)  y puifque  Bde  6c  Bc^  font  les  produits  des  expor 
fants  e ÔC.J'  multipliés  par  la  même  grandeur . B4  : dottç  e .J';  ; af  • Bc  , 
ou  bien  ad  .hc  ; fx.  qu’il  falloir  démontrer.  - 

Si  les  deux  raifons  font  exprimées  par  7 & t » on  apper^evra  .facile- 
ment que  7 . 7 : : ahm . ahti. , puifque  Ç^=w6(7£==«(Jbiv.I,Art.i66)> 
^ que  d’ailleurs  aBm , aBn  font  entr’eux  comme  »z  eft  à n ( 1 8). 

On  ne  doit  pas  êçre  fprpris  que  dans  ce  T^ofême  or»  regarde 
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laiibns , telles  que  ~Sc~,  comme  des  termes  d’une  proportion  ; car  les 
raifons  étant  égales  aux  quotients  des  antécédents  ^ divifés  par  les  confé- 
quents  (25)  » elles  font  confidérées  comme  des  véritables  grandeurs. 

45.  Il  eil  clair  par  cette  troifîeme  propofition  , que , quand  deux 
raifons  font  égales , le  produit  des  extrêmes  eft  égal  à celui  des  moyens  , 
(c’eft  le  premier  Théorème)  i & lorfque  la  première  raifon  eft  plus 
grande  ou  plus  petite  que  la  fécondé , le  produit  des  extrêmes  eft  aufti 
plus  grand  ou  plus  petit  que  celui  des  moyens.  Réciproquement , quand 
les  deux  produits  font  égaux,  les  deux  raifons  font'égales,  (c’eft  le 
fécond  Théorème  ) ; & lorfque  le  produit  des  extrêmes  eft  plus  grand 
ou  plus  petit  que  celui  des  moyens , la  première  raifon  eft  plus  grande 
ou  plus  petite  que  la  fécondé. 

46.  On  peut  donc  voir  aifément  par  là  ft  une  raifon  eft  égale  à une 
autre  î car  fi , en  multipliant  l’antécédent  de  la  première  par  le  confé- 
quent  de  la  fécondé , & le  conféquent  de  la  première  par  l’antécédent 
de  la  fécondé,  ces  deux  produits  font  égaux,  c’eft  une  marque  qu’il  y 
a proportion  y c’eft- à-dire,  que  les  deux  raifons  font  égales;  ainfi,  la 
raifon  de  1 5 à 1 2 eft  égale  à celle  de  1 o à 8 , parce  que  le  produit  de  1 5 
par  8 , qui  font  les  extrêmes,  eft  égal  à celui  des  moyens  i a & 10. 

47.  Mais , fi  le  premier  produit , qui  eft  celui  des  extrêmes , eft  plus 
grand  que  celui  des  moyens,  pour  lors  la  première  raifon  eft  plus 
grande  que  la  fécondé  : par  exemple , la  raifon  de  1 6 à 1 2 eft  plus 
grande  que  celle  de  i o à 8 , parce  que  le  produit  de  1 6 par  8 furpafte 
celui  de  1 2 par  1 o. 

48-  Au  contraire,  fi  le  produit  des  extrêmes  eft  moindre  que  celui 
des  moyens , la  première  raifon  eft  plus  petite  que  la  fécondé  ; ainfi  » 
la  raifon  de  14  à 1 2 eft  plus  petite  que  celle  de  10  à 8 , parce  que  le 
produit  de  1 4 par  8 eft  moindre  que  celui  de  1 2 par  1 o- 

48  B.  11  paroît  par  ce  qu’on  vient  de  dire  que , quoique  l’antécé- 
dent d’une  raifon  foit  moindre  que  fon  conféquent , on  ne  doit  pas 
définir  là  raifon  en  difant  que  c’eft  la  maniéré  dont  l’antécédent  eft 
contenu  dans  le  conféquent;  car,  en  fuppôfant  cette  définition,  là 
raifon  de  4 à 1 2 , par  exemple , feroit  plus  grande  que  celle  de  5 à 12, 
puifque  la  maniéré  dont  4 eft  contenu  dans  1 2 , eft  plus  grande  que 
celle  dont  6’ y eft  contenu  : cependant,  la  première  de  ces  raifons  eft 
plus  petite  que  la  fécondé,  parce  que  le  produit  des  extrêmes  eft 
moindre  que  celui  des:  moyens. 

49.  Les  deiix  fàcines  d’un  produit  font  dites  réciproques  aux  deux 
racines  d’un  autre  produit  égal.  En  général,  deux  grandeurs  font 
^itea  réciproques  aux  deux  autres , lorfque  les  deux  premières  font  les 

extrême^ 
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extrêmes  d’une  proportion  dont  les  deux  autres  l'ont  les  moyens  : par 
exemple  ya&cd  font  réciproques  ï.  b c ^ Ç\a . b : \ c . d. 

50.  On  fe  fert  du  terme  réciproquement  danS  une  lignifîcation  diffé- 
rente : on  dit  que  deux  grandeurs  font  entr’elles  réciproquement  com-* 
me  deux  autres-,  ou  qu’elles  font  réciproquement  proportionnelles  à 
deux  autres  , lorfque  , pour  en  faire  une  proportion  , il  faut  renverfer  ’ 
l’ordre  des  deux  dernieres  ou  des  premières  : ainfî  > quand  on  divife 
un  nombre  par  deux  divifeurs,  les  quotients  font  entr’eux , non  pas 
comme  les  divifeurs , ce  qui  voudroit  dire  que  le  premier  divifeur  eft 
au  fécond  comme  le  premier  quotient  eft  au  fécond  ; mais  ces  quo- 
tients font  entr’eux  réciproquement  comme  les  divifeurs , c’eft-à  dire, 
que  le  divifeur  de  la  première  divilîon  eft  au  divifeur  de  la  fécondé, 
comme  le  quotient  de  la  fécondé  divifion  eft  au  quotient  de  la  pre- 
mière : par  exemple , fi  on  divife  40  par  i o , & enfuite  par  5 , le  premier 
quotient  fera  4 & le  fécond  8.  Or,  10 . 5 ::  8 . 4.  La  raifon  qui  eft 
entre  les  divifeurs  eft  donc  égale  à celle  qui  eft  entre  les  quotients 
pris  dans  un  ordre  renverfé , c’eft-à-dire  que , (i  le  divifeur  de  la  première 
divifion  eft  l’antécédent  d’une  raifon , il  faut  que  le  quotient  de  la  fé- 
condé divifion  foit  l’antécedent  de  l’autre  raifon  j c’eft , ce  que  l’oa 
veut  exprimer  quand  on  dit  que  les  quotients  -font  entr’eux  récipro- 
quement comme  les  divifeurs , ou  que  les  divifeurs  font  entr’eux  réci- 
proquement comme  les  quotients. 

51.  A la  place  du  terme  réciproquement^  on  fe  fert  quelquefois  de 
ceux-ci , en  raifon  réciproque  , qui  ont  le  même  fens  j ainfi , dans  notre 
exemple  on  peut  dire  que  les  quotients  font  en  raifon  réciproque  des 
divifeurs.  On  dit  aufli  quelquefois  enraifon  inverje^  6c  encore  enraifon 
indirecte  ^ CO  c^i  fignifie  précifément  la  même  c^o^o  en  raifon  réci-. 
proque. 

52.  Remarquez  que,  dans  l’exemple  propofé,  les  deux  termes  qui 
viennent  de  la  première  divifion , c’eft-à-dire  le  divifeur  & le  quotient, 
font  les  extrêmes  de  la  proportion  , & les  deux  termes  de  la  fécondé, 
font  les  moyens  ; c’eft  pourquoi  on  peut  dire  que  le  divifeur  & le  quo- 
tient de  la  première  divifion  font  réciproques  au  divifeur  & au  quotient 
de  la  fécondé  ; mais  on  ne  doit  pas  dire  que  le  divifeur  5c  le  quotient 
d’une  divifion  font  entr’eux  réciproquement  comme  le  divifeur  5c  le 
quotient  de  l’autre  divifion , ce  qui  fignifieroit  que  le  premier  divifeur 
eft  au  premier  quotient , comme  le  fécond  quçtient  eft  au  fécond  divi-, 
feur. 

On  peut  appliquer  ces  notions  ôc  ces  remarques  aux  maffes  6c  aux 

vîteffes  de  deux  corps  qui  ont  des  mouvements  égaux  i car , dans  ce 
L Partie,  T 
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cas  (inégalité  de  mouvement , les  maflès  font  entr’elles  rédprocjuement 
comme  les  vîtellès  , ou  , ce  qui  revient  au  même  , les  matTes  font 
réciproquement  proportionnelles  aux  vîtefles , & la  maife  & la  vîteflTe 
. d’un  corps  font  réciproques  à la  mafle  & à la  vîtelfe  d’un  autre  corps. 

DIFFÉRENTS  CHANGEMENTS  QU'ON  PEUT  FAIRE 

dans  les  termes  (Tune  proportion. 

Afin  de  faire  voir  Putilité  des  deux  premiers  théorèmes , nous  nous 
en  fervirons  pour  démontrer  les  propofitions  fuivantes  : nous  allons 
commencer  à les  employer  j pour  prouver  que  l’on  peut  faire  plufieurs- 
changements  dans  l’ordre  des  termes  d’une  proportion  , quoique  ces 
termes  demeurent  toujours  en  proportion. 

53.  1°.  En  mettant  le  premier  conféquent  à la  place  du  fécond  an- 
técédent , & le  fécond  antécédent  à la  place  du  premier  conféquent , 
ou  , ce  qui  efi  la  même  chofe , en  faifant  changer  de  place  aux  deux 
moyens  j ce  changement  s’appelle  alternando  ou  bien  pernwtando  : par 
exemple , dans  la  proportion  8 . 4 : : 6 . 3 , on  peut  mettre  4 & 6 à la 
place  l’un  de  l’autre  en  cette  maniéré  , 8 . 6 : : 4 . De  même  en  let- 
tres 5 fi  a .b'.:  c , d t on.  pourra  conclure  alternando  , cl  . cwb . d\  car  , 
afin  que  cette  demiere  proportion  foit  vraie , il  fuffit  que  ad , produit 
des  extrêmes , foit  égal  à éc  > produit  des  moyens.  Or , il  eft  évideht 
que  ad^=dbc  \ car  on  fuppofe  que  a.bwc  .d\ donc  par  le  premier  théo- 
rème ad—hc. 

54.  On  peut  de  même  faire  changer  de  place  aux  extrêmes  > c’efi-à- 
dire  , les  mettre  à la  place  l’un  de  l’autre  : par  exemple  y a . b : : c . d, 
il  fuit  que  d.b::c.a.Ce  changement  peut  aufii  être  appellé  alternando^ 
La  démonfiration  eft  la  même  que  la  précédente. 

5 5.' 2°.  On  ne  détruit  pas  la  proportion  en  mettant  dans  l’une  8c 
l’autre  raifon  l’antécédent  à la  place' du  conféquent,  & le  conféquent  à 
la  place  de  l’antécédent  j ce  changement  eft  appellé  invertendo  : par 
exemple  , fi  8 . 4 : : 6 . ^ , on  pourra  conclure  que  4 . 8 : : 3 . 6.  En  gé- 
néral , fi  a.é::c  .</,  jedis  que  awd  .c\  car , afin  que  5 . a : : c $ il 

fuffit  que  ^c,  produit  des  extrêmes , foit  égal  à produit  des  moyens. 
Or , puifque l’on  fuppofe  que  il  eft  néceffaire  (40)  que 

ad—bc  ou  que  bLz=ad. 

5 6.  Il  eft  vifible  que,  fi  a . ^ : c . </ , on  peut,  fans  détruire  la  propor- 
tion , mettre  la  raifon  de  c à </  la  première , & on  aura  c.d'.xa  .b  y St 
invertendo  <£ . c : : é . a.  Or  les  termes  de  cette  derniere  proportion  font 
dans  un  ordre  renVerfé  par  rapport  à la  première  ya.bwc  .d.  On  peut 
donc  toujours  prendre  les  termes  d’une  proportion  dans  un  ordre  ren- 
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verfé  fans  la  détruire , c’eft-à-dire  que , fi  æ . i : : c . </,  on  pourra:  en  con- 
clure que</.  c ::b  .a.  Ce  changement  peut  être  aufli  appelié/Vr  ver/ e/n/a. 

57.  Il  paroît,  par  ces  deux  cas , que  Ton  ne  détruit  pas  une  propor- 
tion , pourvu  que  les  extrêmes  demeurent  toujours  les  mêmes  aufli  bien 
que  les  moyens , ou  pourvu  que  les  deux  termes  qui  étoient  les  extrê- 
mes deviennent  moyens  , 6c  les  deux  moyens  deviennent  extrêmes 
mais  on  détruiroit  la  proportion  , fl  un  des  extrêmes  devenoit  moyen  : 
par  exemple , ayant  la  proportion  a.b::c  .d,onne  peut  pas  conclure 
que  a.b:x  d.c  y ou  que  b.aiic.d. 

Nous  allons  aufli  expofer  quatre  cas  dans  lefquels  on  ne  détruit  pas  la 
proportion  , quoique  l’on  augmente  ou  que  l’on  diminue  d’une  certaine 
maniéré  les  deux  antécédents  ou  les  deux  conféquents  de  la  proportion. 

5 8. 1 La  proportion  n’eft  pas  détruite  lorfqu’on  multiplie  les  deux 
antécédents  ou  les  deux  conféquents  par  une  même  grandeur  : par 
exemple  yüa.b  ::c  ,d  yi\  fuit  que  2a.  .b::  2c.d  , 6c  que  a.2b::c.  2d. 
Afin  de  donner  une  démonflration  générale  t nous  nous  fervirons  de  la 
lettre  n pour  marquer  le  multiplicateur  ; il  faut  donc  prouver  que , fi 
«■.b'.’.c.dyxX  s’enfuit  que  na.b’.xnc . d.  Afin  que  na..bx\nc  .dy  il  fuffic 
que  nad , produit  des  extrêmes  , foit  égal  à neb  ou  nbc  , produit  des 
moyens.  Or  ces  deux  produits  font  égaux;  car,  puifque  par  î’hypothefe 
a..b'.\c . d y'^  faut  que  ad  foit  égal  à éc  ; & par  conféquent , en  multi- 
pliant l’un  & l’autre  par  n , les  produits  nad  6c  nbc  feront  ehcore  égaux. 
On  prouve  de  la  même  maniéré  que  a.nb::c . nd.  On  voit  par-là  qu’ma 
peut  doubler,  tripler , &c.les  deux  antécédents  ou  les  deux  conféquents 
d’une  proportion  fans  la  détruire. 

59.  Orkpeut  aufli  multiplier  l’antécédent  & le  conféquent  de  la  pre- 
mière ou  de  la  fécondé  raifbn  par  une  même  grandeur  : par  exemple , fi 
on  a la  proportion  a .bue  .d  peut  conclure  na.nbx\c  .d  o\x  bien 
a. b '.‘.ne  .nd.  La  démonflration  efl  la  même  que  dans  l’article  précédent. 
D’ailleurs , ce  changement  efl  une  fuite  manifefte  du  feptieme  principe 
(1  S) , dans  lequel  nous  avons  fait  voir  que , quand  on  multiplie  deux 
grandeurs  par  une  troifieme , les  produits  ont  oitr’eux  une  raifon  égale 
à celle  des  deux  premières  grandeurs  avant  la  multiplication.  Le  meme 
principe  peut  s’appliquer  au  cas  de  l’article  précédent , en  fuppofant 
qu’on  a fait  le  changement  alurnando  a.vant  la  multiplication.  On 
pourroit  nommer  ces  deux  changements  par  multiplication, 

S 9 B.  2^.  Si  ondivifeies  deux  antécédents  ou  lesdeux  conféquents  pat 
une  même  grandeur , au  lieu  de  les  multiplier , il  y aura  encore  propor- 
tion : ainfi , en  fuppofant a.b::c .dyon  aura  aufli î . é : li.dyOü  bien  a . ~ 

::  c . ; ; on  aura  encore  ; . t : : e , </,  ou  bien  a,bii~>\.  Cela  fe  prouve 

J iy 
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par  le  huitième  principe.  On  peut  appeller  ce  changement  ,par  dlvifion^ 

60.  3 La  proportion  refte  encore  lorfque  l’on  ajoute  les  conféquent 

aux  antécédents  ,&  qu’on  compare  les  fommes  aux  conféquents  ^ on 
appelle  ce  changement  componendo  ou  addenda  : par  exemple  , fi  8 . 
4 : : 6 . 3 , on  pourra  conclure  que  i ^ • 

4 : : 9 . 3. En  général,  Ç\a.b::c . d disque  a-\-b .b  w c d . d\  car, 
afin  a-{-b . b:  '.c-^d . d y')\  fuffit  que  ad-\-bd  produit  des  extrêmes, 
foit  égal  à ic -|-  Wproduit  des  moyens.  Or,  ad-\-  bdt&.  égal  à éc-j- 
car , puifque  l’on  fuppofe  que  a.bwc.d  ^ il  faut  que  ad  foit  égal  à bc 
(40) , & par  conféquent  ad-Â^bd  =:bc-\-  bd. 

61.  On  peut  de  même  ajouter  l’antécédent  de  chaque  raifon  au  confé- 
quent  ,&  comparer  l’antécédent  à la  fomme:  par  exemple,  fi  a .b::  c .dy 
je  puis  en  conclure  que  a . b-^ a::  c .d-\~c.  On  peut  aufli  appeller  ce 
changement  componendo  ou  addenda , il  fe  prouve  de  la  même  maniéré. 

62  & 65.  4°.  On  ne  détruit  pas  la  proportion  quand  on  ôte  les 
conféquents  des  antécédents , . ou  les  antécédents  des  conféquents , & 
que  l’on  compare  les  différences  aux  conféquents , on  appelle  ce  change- 
ment dividenda  ou  Jltbftrahenda  : par  exemple , fii2.4::9.3,on 
pourra  conclure  que  1 2 — 4.  4 : : 9 — 3.3  , ou  bien  , 8 . 4 : : 6. 3.  En 
général , fi  æ , ^ : c . </,  je  dis  que  a — b.  b ; ; c — d.  d,  & que  b — a .b:: 
d — c . </  / car , afin  que  cette  proportion  a — b , b::  c — d .d  foit  vraie , 
il  fuffit  que  dd — bd  produit  des  extrêmes,  foit  égal  à bc — bd  qui  eft  le 
produit  des  moyens.  Or  ad — bd—hc — bd  j car,  puifque  l’on  fuppofe  que 
a.B’.'.c  .d  y\\  faut  que  ad=.bc  ,Sc  par  conféquent  ad — bd—hc — bd. 
On  prouvera  de  même  que  cette  proportion  b — a .b\  \ d — c . d eft  vraie. 

63  & 64.  On  peut  pareillement  comparer  l’antécédent'à  la<différence 
de  l’antécédent  & du  conféquent  : par  exemple , fi  a . ^ : c . ^ , je  dis 
que  a . a — b : : c . c — d,  & que  a . b — a : ; c . d — c ; ce  changement  peut 
encore  être  appellé  dividende  ou  Jùbfirahenda  , & fe  démontre  de  la 
même  maniéré  : le  changement  qu’on  appelle  canvertenda , eft  renfer- 
mé dans  celui  que  nous  venons  d’appeller  dividenda. 

66.  Il  ne  fera  pas  inutile  de  voir  tous  ces  changements  réunis , afin 
de  les  retenir  6c  d’en  remarquer  la  différence. 

On  fuppofe  que  a .b:xc  .d. 

Donc  alternanda  , æ . c ; : ^ , ou  bien  ,d.h:'.c.a, 
invertendoy  b .a  \ \ d .c  ^ ou  bien  » d . c wb  . a. 


ï**  r-  \cLn  .b  wcn  . dyG\xh\eti^a.bn'.'.  c .dn. 
oar  multiplie aiian,<  , / i • » j 

* {an . bn'.'.c  .dyO\x  bien , a . 6 : : c« . dn. 

A ^ M ^ 


1 ^ • 

Au  lieu  de  multiplier  on  peut  divifer  : 

r diviftonS^  . J.  : ; 1 . i/,  ou  bien,  a . t; 
^ Q;  • ; : : C . QU  bien, 


I 
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componendo  y a-\-b  .b  '.'.c-^-d.dyOVi  bien,  a.bJf-ax'.c,  d-\-c. 
dividendoy  a — b ou  b — a.bwc — d g\x  d — c.dy  ou  bien, 
a . a—^b  owb  — awc.c  — d ou  d — c. 

Voici  encore  deux  autres  maniérés  de  prouver  une  proportion  par 
quelques  autres  : nous  les  ajoutons  ici , parce  que  les  Géomètres  s’en  . 
fervent  fouvent  pour  faire  leurs  démonftrations. 

67.  Si  plufieurs  grandeurs  comme  a yb  y Cyd.  font  proportionnelles 
à tant  d’autres , e yf  \ ^ , A , en  prenant  les  dernieres  dans  le  même  ordre 
que  les  premières  i enforte  a .bwe  .J\  que  b.  c::f.  g y 8c  que  c . d:: 

^ . A : je  dis  que  la  première  & la  derniere  d’une  part  font  proportion- 
nelles à la  première  & à la  derniere  de  l’autre  part,  c’efl-à-dire,  quâ 
a.d::  e . hy  car  dans  ces  trois  proportions  le  produit  des  extrêmes  eft 
égal  à celui  des  moyens  : on  a donc  les  trois  égalités  y <^z=.be  ybg  =.cf  y 
ch=i  dg  'y  8c  tn.  multipliant  les  unes  par  les  autres  , on  aura  encore 
afxbgXch.z=bex<fic.dg y ou  bien,  abcf'gh  = bcdefg:  d’où  l’on  tirera  la  ' 
proportion  (43),  abc  y bcd:  :efg  yfghy8c  en  divifant  les  termes  de  la 
première  raiibn par .éc , & ceux  de  la  fécondé  par/^ , on  aura  a.  dwe. h. 
Cette  maniéré  de  tirer  une  proportion  de  plufieurs  autres  s’appelle 
ex proportione  ordinatâ  y par  proportion  ordonnée. 

68.  Si  plufieurs  grandeurs  comme  a yb  yC  y d y font  proportionnelles 
à autant  d’autres , e yf  y » A , prifes  deux  à deux  dans  un  ordre  rétro- 
grade , enforte  que  a.  b::  g .h  y que  A . c : :f.g , & que  c.d::e.f-y]Q 
dis  que  les  extrêmes  d'une  part  font  encore  proportionnels  aux  extrêmes 
de  l’autre  part , c’eft-à-dire  , que  a.dwe  .h.  Cette  proportion  fe  dé- 
montre comme  la  précédente  5 car  les  trois  proportions  donnent  æA:= 
^8  ■>  ^8—^*  cf=de  : ainfi , en  multipliant  ces  trois  égalités , on  aura 
akxbgXç0==bgX(-^de , ou  bien  y ab(^ghz=bcdefg  : d’où  l’on  tirera  la 
proportion  > abc  . bcd  : : efg .Jghydonc  a . d:  : e . h.  Cette  maniéré  de 
conclure  s’appelle  ex  proportione  turbatâ  , par  proportion  troublée, 

DE  L A K E G L E DE  TROIS. 

' 70.  Cette  réglé  eft  auffi  appcllée  réglé  d*or , à caufe  de  fon  grand 
ufage , & encore  réglé  de  proportion , parce  qu’il  y a proportion  entre  les 
termes  qu’elle  renferme  : enfin  on  l’appelle  réglé  de  trois  y à caufe  qu’elle 
contient  trois  termes  connus  qui  en  font  trouver  un  quatrième  qu’on  cher- 
che i elle  eft  d’une  fi  grande  utilité  dans  les  Sciences  8c  dans  î’ufage  de 
U vie  civile,  que  nous  ne  pouvons  pas  nous  difpenfer  de  l’expliquer  ici. 

71.  Cette  réglé  confîfte  à trouver  un  quatrième  terme  qui  foit  pro- 
portionnel à trois  autres  qui  font  connus  : par  exemple , fuppofé  qu’on 
propofe  cette  queftion  : fi  quinze  ouvriers  ont  fait  vingt  toifes  d’ouvrage  , 
coftibien  quarante-cinq  ouvriers  en  feront-ils  dans  le  même  temps  ? £11« 
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fe  réfout  par  la  réglé  de  trois , parce  quM  s'agit  de  trouver  un  quatrième 
terme  proportionnel , à trois  autres  connus  , qui  font  les  quinze  ou- 
vriers , vingt  toifes  & quarante-cinq  ouvriers.  Le  quatrième  terme  que 
l’on  cherche  eft  le  nombre  dç  toifes  que  les  quarante-cinq  ouvriers 
feront. 

72.  Afin  de  trouver  ce  quatrième  terme  , on  doit  d’abord  arranger 
ces  quatre  termes  en  proportion  , en  mettant  x à la  place  du  quatrième 
terme  cherché  en  cette  maniéré , 15“".  20'::  45®“.  x*,  ou  alternanJo  y 
1 5*“.  45““  : : 20*.  x'  : cette  derniere  difpofîtion  eft  plus  naturelle  , parce 
que  l’on  y compare  les  termes  homogènes  l’un  avec  l’autre , c’eft-à- 
dire , dans  cet  exemple  , les  ouvriers  avec  les  ouvriers , & les  toifes  avec 
les  toifes  j il  eft  donc  à propos  de  garder  cette  difpofttion  dans  laquelle 
les  deux  termes  homogènes  connus  font  les  deux  premiers  termes  de  la 
proportion. 

Après  avoir  arrangé  les  termes , il  faut  obferver  les  deux  réglés  fui- 
vantes. 

I ®.  Multiplier  les  deux  moyens  de  cette  proportion  l’un  par  l’autre  : 
le  produit  fera  900. 

2®.  Divifer  ce  produit  par  le  premier  terme  1 5 j & le  quotient  60 
fera  le  quatrième  terme  cherché. 

Voici  encore  un  autre  exemple:  300  perfonnes  ont  dépenfé  1042 
livres , on  demande  combien  60  perfonnes  dépenferont  à proportion  dans 
le  même  temps  ? Ayant  arrangé  les  quatre  termes  en  proportion  de  la 
maniéré  fuivante , 300'.  6o‘’  : : 1042  . x j je  multiplie  les  deux  moyens  • 
éo  & 1 042  l’un  pat  l’autre  j le  produit  eft  625  20  : je  divife  enfuite  ce 
produit  par  le  premier  terme  300,0c  je  trouve  au  quotient  208,  ôclerefte 
120  que  je  mets  en  fraéüonj  ainfî,  le  quatrième  terme  cherché  eft 
ao8-h|^. 

73.  Dans  ces  deux  exemples,  les  deux  derniers  termes  homogènes 
font  entr’eux comme  les  deux  premiers , c’eft- à-dire,  que  dans  le  pre- 
mier exemple,  les  15  ouvriers  font  à 45  ouvriers,  comme  le  nombre 
de  toifes  faites  par  les  1 5 ouvriers  eft  au  nombre  des  toifes  faites  par  les 
45  ouvriers  ^ & de  même  , dans  le  fécond  exemple  ,300  perfonnes  font  à 
éo , comme  le  nombre  de  livres  dépenfées  par  300  perfonnes  eft  au 
nombre  de  livres  dépenfées  par  60- 

74.  Mais  il  ya  des  queftions  oh  les  deux  derniers  termes  homogènes 
font  entr’eux  réciproquement  comme  les  deux  premiers  ; foit , par 
exemple , la  queftioa  fuivante  : 40  hommes  ont  fait  un  ouvrage  en  2 5 
jours,  on  demande  en  combien  de  temps  50  hommes  feront  le  même 
ouvrage.  Les  deux  termes  homogènes  connus  de  cette  queftion  font  40 
St  50 , dont  le  premier  eft  moindre  que  le  fécond  j par  conféquent , afin 


LIVRE  SECOND.  xU 

que  les  deux  derniers  termes  homogènes  25  & x fufTent  entr’eux 
comme  les  deux  premiers , il  faudroit  que  le  nombre  25  qui  répond  à 
40  , fût  auili  moindre  quç  x qui  répond  à 5 o j ce  qui  n’eft  pas  vrai , 
parce  que  40  hommes  doivent  employer  plus  de  temps  à faire  un  ou- 
vrage que  50  hommes:  c’eft  pourquoi  les  deux  nombres  de  jours  25  6t 
X ne  font  pas  entr’eux  direôement  comme  40  & 50;  mais  ces  deux 
nombres  25  & x font  entr’eux  réciproquement  comme  40  & 50,  c’eft- 
à-dire  (50) , que  40  hommes  font  à 50  comme  le  nombre  x de  jours 
employés  par  les  50  hommes,  eft  au  nombre  de  jours  employés  par  les 
40.  Il  faut  donc  arranger  les  termes  de  cette  proportion  de  la  maniéré 
Ali  vante , 40**.  50**  : ; x^  25*. 

75.  Les  réglés  de  trois  danslefquelles  les  deux  derniers  termes  homo- 
gènes font  entr’eux  comme  les  deux  premiers  > font  appellées  direées\9x. 
celles  où  les  deux  derniers  termes  homogènes  font  entr’eux  réciproque- 
ment comme  les  deux  premiers  , font  appellées  indirtBes. 

75  B.  Il  eft  facile  de  connokre  A la  réglé  de  trois  eft  dire^e  ou  A elle 
eft  îndireâie.  Quand  les  termes  correfpcfndants  vrnit  du  plus  au  plus , elle 
eft  dire^fte  ; mais , A les  termes  vont  du  plus  au  moins , elle  eft  indireéte: 
dans  l’exemplede  l’art.  71  , les  termes  vont  du  plus  au  plus,  puifque 
plus  il  y a d’ouvriers , plus  il  y a de  toifes  faites  ; ainA , la  réglé  eft  di- 
recte. Mais  l’exemple  de  l’art.  74  appartient  à la  réglé  de  trois  indireâe  > 
puifque  plus  il  y aura  d’hommes  , moins  il  faudra  de  jours  pour  achever 
un  ouvrage.  On  voit  bien  que  par  termes  correfiondants  nous  entendons 
ceux  dont  l’un  répond  à l’autre , quoiqu’ils  foient  dç  différente  efpece  ; 
ainA , dans  l’exemple  de  l’art.  7 1 , les  ouvriers  & les  toifes  font  les  termes 
correfpondants,  & dans  celui  de  l’art.  74 , ce  font  les  hommes  & les 
jours  ; c’en  pourquoi , A on  difoit  : 100  ouvriers  ont  fait  20  toifes,  com- 
bien en  feront  80  ouvriers  î La  réglé  ne  feroit  pas  indirecte  , quoiqu’il 
y ait  ICO  ouvriers  d’une  part , & feulement  80  de  l’autre  , parce  100 
ouvriers  ôc  80  ouvriers  ne  font  pas  des  termes  correfpondants  j ce  font 
ks  ouvriers  6c  les  toifes. 

76.  AAn  de  réfoudre  les  réglés  indireétes,  il  faut , après  avoir  difpofé 
les  termes  en  proportion , comme  on  vient  de  le  faire  dans  le  dernier 
exemple  , muldpÛer  les  deux  extrêmes  l’un  par  l’autre , Sc  divifer  ën- 
fuite  le  produit  par  le  moyen  connu  : dans  l’exemple  propofé , il  faut 
multiplier  40  par  25  , & divifer  le  produit  1000  par  50;  le  quotient  20 
eft  le  terme  cherché. 

Voici  encore  un  autre  exemple  de  la  réglé  de  trois  indireâe:  150 
perfonnes  ont  dépenfè  une  fomme  d’argent  en  60  jours , on  demande 
en  combien  de  temps  1 oo  perfonnes  dépenfer-ont  la  mêtne  -fèiome*. 
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Dans  cet  exemple , les  deux  termes  homogènes  connus  font  r 5 o & i oo , 
dont  le  premier  eft  plus  grand  que  le  fécond.  Ainfî , afin  que  les  deux 
autres  termes  homogènes  fuflent  entr’eux  comme  les  deux  premiers , il 
faudroitque  60  qui  répond  à 150,  fût  plus  grand  que  le  terme  cherché 
X qui  répond  à 1 00.  Or  , il  eft  clair  que  le  terme  60  n’eft  pas  plus  grand 
quex,puifque  150  perfonnes  doivent dépenfer  une  certaine  fomme  en 
moins  de  temps  que  100  perfonnes;  par  conféquent  > les  deux  nombres 
de  jours  60  & X ne  font  pas  entr’eux  direftement  comme  150  & 100  ; 
mais  ces  deux  nombres  60  & x font  entr’eux  réciproquement  comme 
J 50  & 100,  enforte  que  1 50  perfonnes  font  à 100  comme  le  nombre 
X de  jours  eft  à 60  ; par  conféquent , il  faut  arranger  les  termes  en  cecte 
maniéré,  1 50’’.  100’’:  : x^  6o*.  On  trouvera  la'fblution  de  cette  réglé  , 
en  multipliant  les  deux  extrêmes  1 50  & 60  l’un  par  l’autre , & divifant 
le  produit  9000  par  100  qui  eft  le  moyen  connu. 

y 6 B.  Lorfque  la  réglé  de  trois  eft  indireéle  , on  peut  faire  enfortè  que 
le  terme.inconnii  foit  le  quatrierne  de  la  proportion  ; il  ne  faut  que  met- 
tre les  deux  premiers  termes  homogènes  connus  àla  placel’unde  l’autre. 
Ainlî  > dans  le  dernier  exemple , il  faudroit  difpofer  les  termes  en  cette 
maniéré,  100'’.  1 50^  : : 60'.  x^  11  ne  s’enfuit  cependant  pas  de  là  qu’il  n’y 
a point  de  diftinftiôn  à faire  entre  la  réglé  de  trois  direéte  & la  réglé 
indire<fte , puifque , quand  elle  eft  indireâe  , les  deux  premiers  termes 
homogènes  doivent  être  difpofés  autrement  que  quand  elle  eft  direéte. 

76  C.  La  preuve  de  la  réglé  de  trois  direéte  peut  fe  faire  en  multipliant 
les  deux  extrêmes  & divifant  le  produit  par  un  des  moyens  ; car  , fi  le 
quotient  qu’on  trouve  eft  l’autre  moyen , c’eft  une  marque  que  l’opéra- 
tion a été  bien  faite.  Ainfi  , pour  faire  la  preuve  du  premier  exemple 
propofé,  il  faut  multiplier  15  par  6o&  divifer  le  produit  de  900  par 
10  qui  eft  un  des  moyens  ,&  on  trouvera  le  quotient  45  qui  eft  l’autre 
moyen.  Quand  la  réglé  de  trois  eft  indireéte , il  faut  multipliér  les  deux 
moyens  , & divifer  le  produit  par  un  extrême.  En  un  mot , fi  le  terme 
trouvé  eft  un  extrême , on  multipliera  les  deux  extrêmes  ; & fi  le  terme 
eft  un  moyen,  on  multipliera  les  deux  moyens;  de  forte  que  le  terme 
, trouvé  doit  toujours  fervir  à la  multiplication.  Lorfque  le  terme  trou- 
vé contient  une  fradfion , il  faut , pour  faire  cette  preuve  exaâement  9 
employer  le  calcul  desfraéfions  dont  nous  parlerons  dans  la  fuite. 

76  D.Nousfupppfons  que  les  termes  ont  été  bien  arrangés  ; car,  s’ils 
ne  l’a  voient  pas  été  de  la  maniéré  convenable , cette  preuve  ne  le  feroit 
pas  connoître.  Au  refte,  on  peut  voir  facilement  fans  preuve  fi  les 
termes  ont  été  mal  difpoifés.:  je  fuppofe  que  dans  l’exemple  de  l’art.  74 

OH  ait  ainfi  arrangé  les  termes , 40'’.  jo**:  : 25^  en  multipliant  les 

deux 


X 
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deux  termes  50  ôc  25  Fun  par  l’autre,  & divifant  le  produit  1 250  par 
le  premier  terme  40 , on  trouvera  au  quotient  3 1 , qui  eft  plus  grand 
que  25  j & cependant  lè  terme  cherché  doit  être  plus  petit  que  25  , 
puifque  50  hommes  doivent  faire  un  ouvrage  en  moins  de  temps  que 
40 , d’où  l’on  conclura  que  les  termes  ont  été  mal  arrangés. 

77.  11  fuit  de  ce  qu’on  a dit  fur  les  réglés  de  trois  direftes  &,  indi- 
reâes , qu’après  avoir  arrangé  les  termes  en  proportion , il  faut  multi> 
plier  les  deux  moyens  l’un  par  l’autre , quand  les  deux  moyens  font 
connus,  6c  divifer  le  produit  par  l’extrême  connu.  Au  contraire, 
lorfque  les  deux  extrêmes  font  connus , il  faut  les  multiplier  l’un  par 
l’autre , 6c  divifer  le  produit  par  le  moyen  connu } 6c  le  quotient , dans 
l’un  6c  l’autre  cas , fera  le  terme  cherché  proportionnel  aux  trois  autres  : 
c’eft  ce  que  l’on  va  prouver  dans  la  démonilration  fui  vante , dans 
laquelle  on  fuppofera  d’abord  que  les  deux  moyens  6c  le  premier 
extrême  font  connus. 

DiMOHSTRATION  DB  Là.  ReGLB  DB  TROIS. 

78.  Soient  les  trois  premiers  termes  a^h  yC  ^ enforte  que  l’on  ait 

la  proportion  a ,b\\c , x.  Il  s’agit  de  démontrer  que  la  grandeur  x eft 
égale  au  produit  des  moyens  b Sec,  divifé  par  le  premier  terme  a , c’eft- 
à-dire,  que  Je  le  démontre  ainli  : puifque  a.b  ::c  .x;  donc 

par  le  premier  Théorème  ax = bc  ; par  conféquent,  fi  on  di  vife  chacun  de 
ces  produits  égaux  ax  6c  bc  par  la  même  grandeur , les  quotients  feront 
encore  égaux  j je  divife  donc  ces  deux  produits  par  <1,  on  aura^=-7 
or  (Liv.  1,  Art.  166)  doncAf—^. 

Si  les  deux  extrêmes  6c  un  moyen  étoient  connus , comme  dans  la 
réglé  de  trois  indireûe , on  auroit  la  proportion  a .bwx  .c , d’où  l’on 
concluroit  que  ac~bx  y 6c  que  par  conféquent  ^=7.  Orx=^* 
Donc  ou  , c’eft-à-dire,  que  dans  ce  cas  le  terme  cherché 

efi  égal  au  produit  des  extrêmes  divifé  par  le  moyen  connu. 

Corollaire. 

79.  Il  fuit  de- là  que  toutes  les  fois  que  l’on  a une  fraâion , dont  le 
numérateur  efi:  le  produit  de  deux  grandeurs , on  peut  toujours  faire 
une  proportion  dont  le  premier  terme  foit  le  dénominateur  de  la  frac- 
tion , les  deux  moyens  foient  les  grandeurs  qui  font  les  deux  racines  du 
produit  qui  fert  de  numérateur  à la  fraétioni  enfin,  le  quatrième  terme 
foit  la  fraâion  même  : par  exemple,  on  peut  faire  de  la  fraétion^  1% 
proportion  fuivante , a . ^ ; e . 

l.  Farüt*  y _ 


1^4  des  proportions. 

Cette  proportion  eft  vraie , puifque  nous  venons  de  démontrer  que 
le  quatrième  terme  proportionnel  aux  trois  autres,  a,  c,  eft  égal  au 
produit  des  moyens  b 6c  c,  divifé  par  le  premier  terme  a.  Ce  Corollaire 
eft  d^ulagè  dans  plufieurs  occafîons. 

8 0.  On  p^eut  donner  une  autre  démonftration  fort  fimple  de  la  réglé 
de  trois , qui  ne  fuppofe  pas  la  connoiflance  du  premier  Théoiême  : 
nous  en  allons  faire  l’application  au  premier  exemple  rapporté  ci- 
defllis  pour  la  réglé  de  trois  direéte  : 1 5 ouvriers  ayant  fait  20  toiles 
pendant  un  certain  temps,  on  demande  combien  en  feront  45  ouvriers 
dans  le  même  temps  : pour  le  trouver , je  confidere  que , fi  un  feul 
ouvrier  avoir  fait  20  toifes , 45  ouvriers  en  feroient  45  fois  20  dans  le 
même  temps  ; il  faudroit  donc  multiplier  20  par  45  , & le  produit  900 
exprimeroit  le  nombre  des  toiles  que  feroient  45  ouvriers.  Mais  ce  n’eft 
pas  un  ouvrier  feul  qui  a fait  les  20  toifes;  il  n’en  a fait  que  la  quinzième 
partie , puifqu’^il  y avoir  1 5 ouvriers  qui  ont  tous  travaillé  également 
à ces  20  toifes  ; par  conféquent,  les  45  ouvriers  ne  feront  pareillement 
que  la  quinzième  partie  900  toifes  : il  faut  donc  chercher  la  quinzième 
partie  de  900.  Or , pour  trouver  la  quinzième  partie  de  900 , il  faut 
divifer  ce  nombre  par  15:  d’ailleurs,  900  eft  le  produit  des  mayens 
45  & 20  ; ainfi , pour  trouver  le  quatrième  terme  cherché , il  faut 
multiplier  les  moyens  l’un  par  l’autre,  6c  divifer  enfuite  le  produit  par 
le  premier  terme. 

8 1 . La  réglé  de  trois  indirefte  peut  fe  prouver  par  un  raifonnement 
à peu  près  femblable.  i o perfonnes  ont  confommé  une  certaine  quan-, 
tiré  de  vivres  en  60  jours  ; on  veut  favoir  en  combien  de  jours  i as, 
perfonnes  feront  la  même  confommation  : ces  quatre  termes  font  la 
proportion  fui  vante  , 10 . 1 2 : : jv  . 60.  Or,  pour  trouver  le  troifieme 
terme  x que  l’on  cherche  , il  faut , fuivant  la  méthode  expliquée 
ci-deftiis , multiplier  les  deux  extrêmes  10  & 60  l’un  par  l’autre,  6c 
divifer  le  produit  600  par  le  moyen  connu  1 2 , ce  qui  donnera  le 
quotient  50 , qui  eft  le  troifieme  terme  cherché  : voici  la  raifon  de  cette 
méthode.  Si  un  feul  homme  avoir  confommé  la  provifion  de  vivres  en 
60  jours , 1 2 hommes  feroient  la.  même  confommation  pendant  la 
douzième  partie  de  60  jours.  Or,  pour  avoir  la  douzième  partie  de 
60  jours , il  faut  divifer  60  par  12;  mais , comme  par  la  fuppofition  ce 
font  10  perfonnes  qui  ont  épuifé  la  provifion  en  6ô  jours,  c’en  la  même 
chofe  que  fi  un  feul  homme  l’avoit  confommée  en  10  fois  60  jours  t 
il  ne  faut  donc  pas  feulement  prendre  la  douzième  partie  de  60,  mais 
plutôt  celle  de  10  fois  60,  c’eft-à-dire,  qu’il  faut  multiplier  60  par  io> 
fie  divifer  le  produit  par  1 2- 
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Remarque. 

8 1 B,  Quand  les  deux  moyens  font  connus , au  lieu  de  multiplier 

ces  deux  moyens  l’un  par  l’autre , & de  divifer  enfuite  le  produit  par 
l’extrême  connu , on  pourroit  divifer  un  des  moyens  par  l’extrême 
connu , & multiplier  enfuite  le  quotient  de  la  diviiion  par  l’autre 
moyen  ; ainfi  , dans  l’exemple  de  l’article  7 1 » on  pourroit  divifer  le 
moyen  45  par  1 5 , & multiplier  le  quotient  3 par  l’autre  moyen  20, 
le  produit  60  feroit  le  quatrième  terme  : de  même , dans  l’exemple 
de  l’article  72,  on  pourroit  divifer  le  moyen  1042  par  300,  & mul- 
tiplier le  quotient  total  3+7^  par  60 , on  trouveroit  au  produit 
1 80  + 755-  fraûion  eft  égale  à 28  +7^ , comme  il  paroîtra 

en  divifant  le  numérateur  par  le  dénominateur. 

£n  fuivant  cettfe  méthode , on  trouvera  la  même  quantité  que  par  la 
première , comme  il  eft  facile  de  le  prouver  par  le  premier  exemple  ; 
car,  en  multipliant  d’abord  45  par  20,  Ôc  divifant  enfuite  le  produit 
par  15,  on  a un  quotient  20  fois  plus  grand  que  ft  on  avoir  divifé 
feulement  45  par  1 5 fans  multiplication.  Or , pareillement , en  divifant 
d’abord  45  par  15  > & multipliant  enfuite  le  quotient  par  20,  on  a 
un  nombre  20  fois  plus  grand  que  fi  on  n’avoit  point  fait  de  multipli- 
cation. Lorfque  les  deux  extrêmes  font  connus , on  peut  de  même 
divifer  un  de  ces  extrêmes  par  le  moyen  connu  > & multiplier  enfuite  le 
quotient  par  l’autre  extrême. 

8 2.  Les  réglés  de  trois , dont  nous  avons  parlé  jufqu’à  préfent , font 
appellées Jimplesj  parce  qu’elles  ne  renferment  que  quatre  termes:  il  y 
•en  a qu’on  appelle  compojees  ,*  ce  font  celles  dans  lefquelles  il  y a plus  de 
quatre  termes,  comme  dans  la  queftion  fuivante  : 20  hommes  ont  fait 
1 2 toifes  en  8 jours } on  demandé  combien  3 o hommes  feront  de  toifes 
en  24  jours.  On  peut  réfoudre  ces  fortes  de  réglés  en  les  réduifant  en 
plufieurs  réglés  de  trois  fimples , comme  nous  allons  l’expliquer. 

8 2 j?.  Il  faut  d’abord  remarquer  que  les  termes  de  la  queftion  qu’on 
propofe  font  toujours  en  nombre  pair  : par  exemple  ,6,8,  &c.  & qu’il  y 
en  a autant  dans  un  membre  que  dans  l’autre , favoir , trois  dans  chacun, 
fi  la  queftion  en  renferme  6 , & quatre , fi  elle  en  contient  8.  Cela  pofé , 

82  C.  I®.  On  fuppofera  qu’un  des  termes  du  fécond  membre  de  la  ' 
queftion  eft  égal  au  terme  homogène  du  premier  membre  7 & par  ce 
moyen , on  pourra  regarder  ces  deux  termes  comme  évanouis , ou 
comme  ne  fe  trouvant  plus  dans  la  queftion.  On  fuppofera  dans  notra 
exemple  que  le  nombre  des  jours  du  fécond  membre  eft  réduit  à 8 , & 
par-là  il  n’y  aura  plus  que  quatre  termes  dans  la  queftion  , qui  font 
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no  hommes,  i % toifes , 30  hommes  6c  le  nombre  de  toifes  qoe  feront 

ces  30  hommes  en  huit  jours.  On  trouvera  1 8 pour  quatrième  terme. 

a®.  Après  cela  on  dira:  fi  30  hommes  font  18  toifeS  en  8 jours, 
combien  ces  30  hommes  en  feront-ils  en  24  jours  ? Le  nombre  d’hom- 
mes efi  le  même  dans  les  deux  membres  ; ainfi  , les  30  hommes  difpa- 
roilTent  de  part  6c  d’autre , & il  ne  refiera  plus  que  quatre  termes , 
favoir  8 jours,  18  toifes,  24  jours  & le  nombre  x de  toifes  que  l’oa 
fera  en  24  jours  j ainfi,  cette  quefiion  ne  renferme  qu’une  réglé  de 
trois  fimple  qui,  étant  réfolue,  fera  trouver  54  toifes:  c’efi  l’ouvrage 
que  feront  30  hommes  en  24  jours. 

82Ü>.  On  auroit  pu  faire  évanouir  les  hommes  dans  la  première 
réglé  de  trois , en  fuppofant  qu’il  y en  a le  même  nombre  dans  les  deux 
membres,  favoir  20;  on  auroit  donc  dit  d’abord:  fi  12  toifes  fe  font 
en  8 jours , combien  s’en  fera-t-il  en  24  jours  ? on  trouvera  3 6 ÿ après 
cela  on  diroit  : fi  20  hommes  ont  fait  3 6 toifes  en  24  jours , combien 
30  hommes  en  feront-ils  dans  le  même  temps?  Les  24  jours  s’éva.- 
nouifient , parce  que  ce  terme  fe  trouve  dans  les  deux  membres.  11  ne 
refiera  donc  que  quatre  termes,  dont  le  quatrième  fera  54. 

8 2 A*.  En  général , on  fait  autant  de  réglés  de  trois  fimples  moins  une  , 
qu’il  y a de  termes  dans  chaque  membre  j s’il  y a trois  termes , il  faut  faire 
deux  réglés  de  trois;  s’il  y a quatre  termes,  il  en  faut  faire  trois,  &c. 
mais  on  doit  obferver  qu’il  n’y  ait  jamais  plus  de  quatre  termes  dans 
chaque  réglé  de  trois  fimple  : ainfi , s’il  y a huit  termes  dans  la  quefiion., 
il  en  faut  faire  difparoître  quatre , deux  à chaque  membre , en  fuppofant 
que  deux  termes  du  fécond  font  égaux  aux  deux  termes  homogènes 
du  premier.  Nous  verrons,  apres  avoir  expliqué  les  raifons  compofées^ 
qu’on  peut  réfoudre  les  réglés  de  trois  compofées , en  les  réduifant  à 
une  feule  réglé  de  trois  fimple  > par  le  moyen  des  raifons  compofées. 

DE  LA  REGLE  DE  COMPAGNIE 

ou  D B SOCIÉTÉ. 

8 2 jP.  La  réglé  de  compagnie  efi  celle  par  laquelle  il  faut  partager 
une  fomme  en  plufieurs  parties  proportionnelles  à des  grandeurs 
données.  Suppofons , par  exemple , que  trois  Marchands  aient  fait  une 
' fociété  pour  entreprendre  un  commerce , que  le  premier  ait  mis 
1 0000  livres , le  fécond  1 4000 , le  troifieme  1 6000 , & qu’ils  aient 
gagné  Zooo^,  il  s’agit  de  partager  ces  8ooo^  à proportion  de  ce  que 
chacun  a mis. 

8 2 (?.  11  faut  aflènibler  les  trois  mifes , & faire  autant  de  réglés  de 
.trois  qu’ü  y a d’aflbciés  3 enforte  que  les  deux  premiers  termes  de 
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chacune  foient  la  Tomme  des  mifes  & le  gain  total , le  troifieme  Toit  la 
mife  de  chaque  aflbcié , le  quatrième  fera  le  gain  qui  reviendra  à celui 
dont  la  mife  eft  le  troifîeme  terme  de  la  proportion.  Dans  notre 
exemple , la  Tomme  des  trois  mifes  eft  40000^ , le  gain  total  eft  8ooo<^  ; 
ainli , il  faudra  faire  les  trois  proportions  fuivantes  : 

La  réfolution  de  ces  f 40000»  . 8000»  : : 10000»  . a;=2090» 

trois  réglés  fera  con-  <40000  . 8000  : : 14000  . ^'  = 2800 

noître  qu’il  faudra  1 40000  . 8000  : : 16000  . ^=5200 

donner  2000»  au  premier  AlTocié , 2800»  au  fécond,  3200»  au 
troifîeme.  On  s’afTurera  fi  on  a bien  opéré  en  ajoutant  les  trois  gains 
particuliers  enfemble , car  fi  la  Tomme  eft  égale  au  gain  total , c’efl:  une 
marque  que  les  opérations  ont  été  bien  faites. 

8 2 H.  Les  réglés  de  compagnie  font  appellées  fimples,  lorfque  la 
mife  de  chaque  particulier  fait  feule  le  troifieme  terme , comme  dans 
l’exemple  qu’on  vient  de  rapporter  5 mais  elles  font  compofées  quand , 
outre  la  confidération  des  mifes , il  faut  encore  avoir  égard  au  temps. 
Suppofons , par  exemple , que  le  premier  ait  mis  fon  argent  pour 
10  mois,  le  fécond  pour  15  mois,  & le  troifieme  pour  20,  il  faut  mul- 
tiplier chaque  mife  par  le  temps  qui  lui  eft  propre , 1 0000  par  10, 
14000  par  15  , & 16000  par  20  j on  aura  les  trois  produits  100000, 
210000,  320000:  il  faut  les  ajouter  enfemble;  la  fomme  630000 
fera  le  premier  terme  de  la  proportion , le  fécond  fera  le  gain  total , le 
troifieme  fera  le  pro-  ^630000»  . 8000»  : : 100000  . x=  1269^^ 

duit  de  la  mife  de  <630000  . 8000  : : 210000  .^'=2666^ 

chacun  par  le  temps  ; i 6 3 0000  . 8000  ; : 320000  . 1^=4063 

ainfi , les  trois  proportions  feront  celles-  ci  : la  fomme  des  trois  termes 

trouvés  eft  égal  au  gain  total  8000»  ; ainfi , les  opérations  font  bien  faites. 

DE  LA  REGLE  d’ A L L I A G E. 

8 2 7.  La  regie  d’alliage  confifte  à mêler  plulîeurs  chofes  de  qualités 
difiérentes  ou  de  différents  prix , afin  d’avoir  un  mélange  d’un  prix 
moyen  : par  exemple , fi  on  a du  vin  à 7 fols  la  pinte  & du  vin  à 1 2 fols  , 
& qu’on  veuille  avoir  un  mélange  à 1 o fols , on  fe  fert  de  la  réglé 
d’alliage  pour  favoir  en  quelle  maniéré  il  faut  faire  le  mélange. 

8 2 A.  On  défignera  le  prix  du  vin  à 7 f.  par  a , celui  du  vin  à 1 2 f. 
par  b y 6c  enfin  le  prix  moyen  par  m , & on  fera  les  égalités  fuivantes 
a-^-^  — myb  — 2'=/»,  qui  fignifient  7-1-3  = 10  & 12  — 2=  10; 
enfuite  on  multiplie  la  première  de  ces  deux  égalités  par  le  nombre  % 
qui  eft  dans  la  fécondé  ; on  multiplie  auffi  la  fécondé  par  3 qui  eft  dans 
)a  première , les  produits  font  20.-^ 6=  2m  6c  3^' — 6 — U faiu; 


3SS  DES  PROPORTIONS, 

ajouter  ces  produits  enfemble  , la  fomme  fera  — 6 — im 

+ 3 m , qui  fe  réduit  à 2æ-|-  3^=  5m.  Or , cette  égalité  fait  connoître 
que,  fi  on  mêle  deux  pintes  de  vin  à 7 fols  avec  trois  pintes  à 1 2 fols, 
on  aura  cinq  pintes  à i o fols , ce  qui  eft  évident , puifque  le  prix  de 
deux  pintes  de  vin  à 7 fols , & celui  de  trois  pintes  à 1 2 fols , font  50  fols , 
qui  eft  le  prix  de  cinq  pintes  à 1 o fols. 

8 2 Z,.  Préfentement , fi  on  veut  avoir  une  certaine  quantité  de 
mélange,  par  exemple,  300  pintes,  on  trouvera  aifément  combien  il 
faudra  mettre  de  Pune  & de  l’autre  efpece  de  vin.  11  faut  faire  deux 
réglés  de  trois , dont  les  deux  premiers  termes  l'oient  5 & 300 , le  troi- 
fieme  terme  de  l’une  foit  2 , & le  troifieme  terme  de  l’autre  3 ; le  qua- 
trième de  la  première  fera  le  nombre  de  pintes  à 7 fols , & le  quatrième 
delà  fécondé  fera  le  nombre  des  pintes  5 . 300  : : 2 120 

à 12  fols:  voici  les  deux  proportions.  5 . 300  ; : 3 . jy=i8o 
11  faudra  donc  mêler  1 20  pintes  à 7 fols  avec  180  à 12  fols , on  aura 
300  pintes  à 10  fols  ; cela  eft  évident , puifque  le  prix  de  1 20  pintes  à 
7 fols , & de  1 80  à 1 2 fols , eft  égal  à celui  de  300  pintes  à 10  fols, 
c’eft  3000  fols  ou  150».  Si  on  ne  vouloir  pas  avoir  de  preuve,  la 
première  réglé  de  trois  fuffiroit , puifqu’il  eft  clair  que,  fi,  pour  avoir 
300  pintes  de  vin  à 10  fols  , il  en  faut  mettre  1 20  à 7 fols , il  en  faut 
mettre  à 1 2 autant  qu’il  eft  néceflairé  pour  aller  de  1 20  jufqu’à  300. 

Nous  avons  dit  que  le  quatrième  terme  de  la  première  réglé  de  trois, 
dont  un  des  moyens  eft  2 , fera  le  nombre  des  pintes  à 7 fols.  La  raifon 
fe  tire  de  l’égalité  précédente  2æ-|-  3^  = 5 car , pour  énoncer  cette 
réglé  de  trois , il  faut  dire  : fi  un  mélange  de  5 pintes  contient  2 pintes 
à 7 fols , combien  un  mélange  de  300  pintes  doit-il  contenir  de  ces 
pintes  à 7 fols  ? Par  la  même  raifon , le  quatrième  terme  de  la  fécondé 
réglé  fera  des  pintes  à 1 2 fols,  parce  que  le  moyen  3 marque  le  nombre 
de  ces  pintes  que  doit  contenir  le  mélange  de  5 pintes. 

Nous  propoferons  encore , dans  le  troifieme  Livre , un  Problème  qui 
appartient  à la  réglé  d’alliage  ; c’eft  celui  où  il  s’agit  de  trouver  les 
quantités  de  deux  efpeces  de  métaux  qui  compofent  un  corps  dont  on 
connoît  le  poids-  Nous  y parlerons  auflî  de  la  réglé  de  fcLuJfe  j>q/înon 
dont  on  peut  fe  fervir  dans  plufieurs  occâfions. 

THÉOaÊMB  IV. 

8 3 . Dans  une  fuite  de  raijons  e'gales  , la  Jbmme  des  antécédents  ejl  k 
la  fomme  des  conféquents  » comme  un  fcul  antécédent  ejl  a fon  conféquent. 

Soient  les  raifons  égales  |=|=j=^=y , &c.  la  fomme  des  anté- 
cédents 6-|-8-i-io-i-i4-f'i6  = 54  eft  à la  fomme  des  conféquents 
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5^4-^5-^7-|_8  = 27,  comme  l’antécédent  6 eft  à fon  confé- 
quent  5 , ou  comme  8 eft  à 4 , &c. 

Démonstration. 

On  peut  concevoir  l’antécédent  total  54  partagé  dans  les  memes 
parties  qui  étoient  féparées  avant  l’addition , lavoir  6,8,  10,  14,  i6j 
de  même , on  peut  concevoir  le  conléquent  total  27  partagé  dans 
les  mêmes  parties  qui  étoient  auffi  féparées  avant  l’addition , favoir 
3,4,  5 , 7 , 8.  Or , par  l’hypothefe , les  antécédents  particuliers  qui  font 
les  parties  de  l’antécédent  total,  contiennent  chacun  autant  de  fois, 
c’eiî-à.dire,  deux  fois,  leurs  conféquents , qui  font  les  parties  du  confé- 
quent  total  ; ainfi  l’antécédent  total,  ou  la  fomme  des  antécédents , con- 
tient deux  fois  la  fomme  des  conféquents , comme  un  des  antécédents 
contient  deux  fois  fon  conléquent  ; donc  la  fomme  des  antécédents  eft  à 
la  fomme  des  conféquents , comme  un  antécédent  eft  à Ion  conféquent. 

On  peut  démontrer  par  le  même  raifonnement , que,  fi  chacun  des 
antécédents  particuliers  contient  trois  fois  fon  conféquent , la  fomme 
des  antécédents  contiendra  trois  fois  la  fomme  des  conféquents , ainfî 
des  autres  cas. 

Autre  Démonstration. 

s 

Suppofons  que  les  raifons  égales  foient  j=|=f=7,  il  faut  prouver 
que  a-\-c •\-g-\-m  \ CL  . b.  Cette  proportion  eft  vraie, 

fi  le  produit  des  extrêmes  eft  égal  au  produit  des  moyens.  Or,  ah-\.bc 
>^bg^b  /7z,  produit  des  extrêmes,  eft  égal  à produit 

des  moyens , ce  que  je  prouve  en  faifant  voir  que  chacune  des  parties 
du  premier  produit  eft  égale  à chaque  partie  du  fécond,  i La  partie 
ab  du  premier  produit  eft  la  même  que  la  partie  ab  du  fécond,  & par 
conféquent  ces  deux  parties  font  égales.  2®.  Les  deux  raifons  j & 5 font 
fuppofées  égales  j donc  elles  forment  une  proportion  ; ainfi  bc , produit 
des  moyens,  eft  égal  à ad,  produit  des  extrêmes.  5®.  Les  deux  raifons 
f & f font  fuppofées  égales;  donc  elles  forment  une  proportion;  ainfi 
bg , produit  des  moyens , eft  égal  à aA , produit  des  extrêmes.  Enfin , les 
deux  raifons  font  aufli  fuppofées  égales;  ainfi , les  deux  parties  birt 
& an  font  encore  égales  ; par  conféquent  le  produit  total  ab^bc^bg 
•^bm  eft  ^al  au  produit  total  ab-\-ad-\-ah^anî  d’où  fuit  la  propor- 
tion a-\-c-\-g-\-m.b-\-d-^k-^  n.'.a.b’^çt  qu’il  falloir  démontrer. 

Si  on  exprime  les  raifons  égales  parf , 7,  7, 7 , il  eft  clair  que 
am  -f-  btn  -p-  cm  + dm  eft  à a-\-b-\-c-^d comme- eft  à a,  puifque  /» 

eft  le  quotient  de  l’un  & de  l’autre  antécédent  divifé  par  fon  conféquent. 
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i 


84.  Dans  toute  progreffion  géométrique,  la  Tomme  des  antécédents 
eft  à la  Tomme  des  conTéquents^  comme  un  Teul  antécédent  eR  à Ton 
conTéquent. 

C’eft  une  conTéquence  évidente  du  précédent  Théorème  , puiT- 
qu’une  progreflion  géométrique  n’eR  qü’une  Tuite  de  raiTons  égales, 
dont  chaque  terme  eR  conTéquent  d’une  raiTon  & antécédent  de 
la  Tuivante , excepté  le  premier  & le  dernier , comme  on  l’a  dit  : 
par  exemple , dans  cette  progrelHon  ^ • 6 . 13.24.48,  &c.  la 
ibmme  des  antécédents  , cR  ^ 1^  Tommie  des 

çonTéquents  6+  121+^+48  = 90  > comme  5 eRà  6.  De  même,  en 
lettres , la  progreRion  + a , b .c . d . g . h , &c.  donne  la  proportion 

fl_^è-|_c+V+^  a 

luivante  : 

r+c+a+^+Æ  b 

84^5.  La  fomme  des  antécédents  d’une  progreflîon  font  tous  les 
termes , excepté  le  dernier , & la  Tomme  des  çonTéquents  font  tous  les 
termes , excepté  le  premier.  Si  donc  le  premier  terme  eR  a , le  fécond  b 
& le  dernier  x , & que  la  Tomme  de  tous  les  termes  de  la  progreRion 
Toit  défignée  par  s , la  Tomme  des  antécédents  fera  .f — ôc  la  Tomme 
des  conféquents  fera  s — a;  ainfi^  la  proportion  du  Corollaire  fera 

f — X .s  — a ::a  .b. 


THioRÊMB  V. 

85.  Si  on  multiplie  les  termes  de  deux  rctijons  Vun  par  Vautre  , 
V antécédent  par  V antécédent  ^ 5*  le  conféquent  par  le  conféquent  ^ la 
raijon  qui  fe  trouvera  entre  le  produit  des  antécédents  ©*  celui  des 
conféquents , fera  le  produit  des  deux  raiforts. 


DiMOMtTRATION. 

f 

Soient  les  deux  raifons  ^ | , qui  ont  pour  expoTants  5 & 3 : je  dis 

que , fi  on  multiplie  les  antécédents  l’un  par  l’autre , 6c  les  conféquents  de; 
même , la  raiTon  des  produits  1 20  6c  1 2 eR  aufii  le  produit  des  deux 
premières  raiTons , ou , ce  qui  revient  au  même , l’expoTant  de  la  raiTon 
de  1 2Q  à 1 3 eR  le  produit  des  expofants  5 6c  2 ^ car , en  multipliant  les 
deux  termes  de  la  raiTon  ^ par  4,  le.  produit  de  15  par  4 contiendra 
5 fois  le  produit  de  ^ par  4 , parce  que  1 5 contient  5 fois  3 j mais , 
fi  on  multiplie  1 5 par  8 , double  de  4 , le  produit  de  1 5 par  8 contien*; 

dra  2 fois  5 ou  iQ  fois  le  produit  de  3 par  4,  c’eR-à*dire , que 

l’expofant 


N. 


L 1 V R E s E G O N a 

Eexpofant  de  15  x 8à3X4  eft  le  produit  de  5 par  a , qui  font  les 
eocpofaots  des  raifons  y & | : ce  qu’il  falloir  démontrer.  • 

Avtbb  Dêmonstratiok. 

» • 

i 

Il  faut  prouver  que  "-j  eft  le  produit  des  raifons  ^ , 3.  Soitf=e& 
donc  y =r  ée , di  c=c^'  par  conféquenç,  en  multi- 

pliant les  deux  grandeurs  égales  a 8iBe  , l’une  par  c & l’autre  par 
qui  font  deux  autres  quantités  égales  , les  produits  ac  & he df  ow  bdef 
feront  encore  égaux  ; on  aura  donc  ac=.hdtf^  & en  divifant  l’un  & 
l’autre  produit  par  bd^  on  aura^=;^i  mais  ^=^’(Liv.  l,art.  1 66)  ; 
donc , ef.  Or  e/'eft  le  produit  des  valeurs  ,ou  des  expofants  des  rai- 
fons  f par  conféquent  > ^ elt  le  produit  des  raifons  ; & 3 : ce  qu’il 

falloir  démontrer. 

Si  on  exprime  les  deux  raifons  par  ^ & j dont  les  valeurs  font  m Sc 
n , il  eft  évident  que  le  produit  •^^=:;««(Liv.  l,  art.  1 66  ) eô  le  pro- 
duit de  ces  deux  raifons. . 

« • » * 

• * « 

I 

CoroxlairbI. 

8 6.  S’il  y avoit  plus  de  deux  raifons , on  prouverait  de  la  même, 
maniéré  qu’en  multipliant  tous  les  antécédents  les  uns  par  les  autres  ôc 
les  conféquents  aufli , la  raifon  qu’il  y auroit  entré  le  produit  des  anté- 
cédents & celui  des  conféquents  , feroit  le  produit  des  raifons  : par 
exemple , foient  les  trois  raifons  f , 5 , f : je  dis  que  la  raifon  ^ eft  le 
produit  des  trois  premières  ; car  on  vient  de  faire"  voir  que  la  raifon  ^ 
eft  le  produit  des  deux  J 6c  a-  Donc.,  pareillement , ^ eft  aulft  ie  produit' 
des  deux  raifons  ^ 5c  f. 

» .«  B4  P./4.  ^ « % 

COKOXXAIEB  IL 

B6  B.  Si  on  multiplie  les  deux  termes  d’une  raifon  f par  ceux  d’une 
autre"  raifon  a,  on  aura  la  proportion  : ic.çly  c’eft.»-diré  , que  la 
raifon  des  produits  fera  à celle  des  nuiltiplioandes  comme  c eft  à </; 
car , dans  toute  multiplication,  le  produit  eft  aü  multiplicande  oommo 
le  multiplicateur  eft  à l’unité  ( 69  ) : ainfi  i -on  aura  ^ | : J i . Or  ^ 
en  multipliant  les  deux  termes  dé  la  derniere  raifon  par  d , les  produite 
feront  7 ôedy  & on  aura,  aufli  Ci  8)  a,,  i 7 . </;mais  7==c(art.i-66.)i 


DES  PROPORTIONS. 

par  çonféquent , 5 . i ; : c . </.  On  peut  donc  mettre  cette  derniere  raifon 
à la  place  de  Pautre  dans  la  proportion  précédente , & on  trouvera. 
^ f : : c . i/.  En  prenant  les  termes  de  la  raifon  3 pour  multiplicandes  > 
on  prouveroit  de  même  que  ^ . 3 : : a . 

CoaoxLaiRB  II I. 

I 

» 

86  C.  Si  on  divife  les  deux  termes  d’une  raifon  f par  ceux  d’une 
autre  raifon  3 , & que  le  quotient  de  a par  c foit  e , & le  quotient  de  h 
par  d foit  on  aura  la  proportion  | ^ : c . d^'  c’eft-à-dire  , que  la 
raifon  des  dividendes  fera  à celle  des  quotients  comme  c eft  à car  , 
puifque  e eft  le  quotient  de  a divifé  par  c , on  aura  c e—a  B) , 6c 
puifque/'eft  le  quotient  de  B divife  par  d,  on  aura  aufli  df=b.  Par 
conléquent , ^ — j.  Il  s’agit  donc  de  prouver  que  ^ • 7:  :c.d.  Or , cela 
eft  manifefte  par  l’article  précédent , puifque  ceéc  dj'ioni  les  produits 
4e  £ & dey  ’par  c 6c  d.  ' 

87.  On  peut  remarquer  que  , quand  les  antécédents  des  rai fons  qu’on 
multiplie  font  plus  petits  que  les  conféquents , le  produit  qui  vient  de 
la  multiplication  eft  plus  petit  que  les  raifons  qu’on  a multipliées:  par 
exemple , lî  on  multiplie  les  . raifons  | le  produit  ^ eft  une  raifon 
plus  petite  que  puifque  l’antécédent  10  du  produit  n’eft  que  la  fixie- 
me  partie  de  fon  conféquent  60 , au  lieu  que  l’antécédent  z eft  le  tiers 
de  fon  conféquent  6.  On  pourra  voir  la  raifon  de  cette  remarque  dans 
le  Traité  des  fractions. 

^ é 

THBORBMfVI. 

88.  vTi  oi/z  multiplie  les  termes  d* une  proportion  par  ceux  une  autre 
•proportion  pris  dans  le'- meme  ordre  ^ c^efi-hr dire  ^ le  premier  de  Vunc 
par  le  pr  entier  de  L*  autre  , le  fécond  par  le  fécond  , le  troijleme  par  le 
troijieme  , le  quatrième  par  le  quatrième  y les  produits  feront  encore 
en  proportion^ 


Démonstration. 

Si  on  a les  deux  proportions , 5 . 10  : : 8 . 1 6 & a . ^ : 4 . 6 , je  dis 
que  les  produits  5x2,10x3,  8X4^16X6,  qui  viennent  en  mul-. 
tipliant  les  ternies  de  la  première  par  ceux  de  la  fécondé , font  encore 
en  proportion  \ car  les  deux  raifons  de  la  première  proportion  font  des 
quantités  égales.  Pareillement,  les  deux  raifons  de  la  fécondé  pro- 
portion font  auffi  des  quantités,  égales  : donc>ft  on  multiplie  les  deux 
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râifons  de  la  première  proportion  par  celle  de  la  fécondé , les  raifotw 
qui  en  réfulteront  feront  encore  égales.  Or , en  multipliant  les  termes 
de  la  première  proportion  par  ceux  de  la  fécondé , on  mutiplie  les  deux 
raifons  de  cette  première  proportion  par  celles  de  la  fécondé  (85)  ; par 
conféquent , les  deux  nouvelles  raifons  qui  viendront  feront  égales  , 
c’eft-à-dire  j que  les  produits  des  termes  d’une  proportion  par  ceux  de 
l’autre  feront  encore  en  proportion  j ce  qu^l  falloit  démontrer. 

Autre  Démonstration. 

Soient  les  deux  proportions ^ a . b c . d Sc  e .f\  \ g . h 'S\  on  multi- 
plie les  termes  de  la  première  par  ceux  delà  fécondé,  les  produits 
ae , Bf^  cg , dk  y font  encore  eh  proportion  ; enforte  que  ae  ,bf  : : 
cg  . dk.  Pour  le  faire  voir  , il  n’y  a qu’à  démontrer  (42)  que  le  produit 
des  extrêmes  aedk  onadek  eft  égal  au  produit  des  moyens  bfcg  on  Bcjg^ 
il  s’agit  donc  de  prouver  que  adek=B^. 

Par  l’hypothefe  d.hwc  .d  \ donc  ad=hc  •.  de  même  , à caufe  de 
l’autre  proportion  y e .f:\  g . k yOn^  encore  l’égalité  ek  =fgÿ  par  con- 
féquent les  deux  grandeurs  égales  ad  8c  bc  étant  multipliées  l’une  par 
ek  Ôc  l’autre  par  les  deux  produits  adek  ^bcfg  feront  encore  égaux; 
ce  qu’il  falloit  démontrer. 

Si  on  exprime  les  deux  proportions  en  cette  maniéré , am  . a \ \ hm  . h 

en  . c y.  dft . d y \\  évident  que  les  produits  aemn  . acv.  bdmn . bd 
font  en  proportion , puifque  mn  exprime  le  quotient  de  l’un  & de 
l’autre  antécédent  divifé  par  fon  conféquent. 

On  peut  démontrer  par  la  même  méthode  que  , lî  on  multiplie  les 
termes  de  plufieurs  proportions  , par  exemple , de  trois , les  uns  par  les 
autres  pris  dans  le  même  ordre , les  produits  feront  encore  proportion- 
nels. 

Corotlairb. 

89.  Si  on  a la  proportion  a.by.c  ,dy  les  quarrés  de  ces  grandeurs 
font  encore  en  proportion , c’eft-à- dire  que,  a*.b*  y.c'.d*.  C’eftune 
fuite  évidente  de  ce  théorème , puifque  les  termes  de  cette  fécondé 
proportion  font  les  produits  des  termes  de  la  première , multipliés  par 
ceux  de  la  même  proportion.  De  même , fi  on  multiplie  les  termes  de 
la  proportion  a* . b*  c* . d*  par  ceux  de  la  première  a . b::c . d y on 
aura  cette  autre  proportion  a’ . ; e’  . & fi  on  ihultiplioit  encore 

les  termes  de  cette  derniere  par  ceux  de  la  première  , on  auroit  : : 
c*  .d* J 8c ainfi  de  fuite , enforte  que  l’on  peut  dire  en  général  que , fi 
quatre  grandeurs  font  proportionnelles , les  puifiànces  femblabks  da 

X ij 
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ces  grandéurs font  au(H  proportionnelles,  c’eft-à-dire  que,  ûa.i”e.dy 
©n  aura  auffi  la  proportion  a”‘ . b'^  : : c“  . d“  \ fignifie  que  <teft  élevé 

à une  puiflance  marquée  par  la  lettre  m , qui  peut  repréi'enter  2,3,4,51 
& tous  les  nombres  poilibles  : il  en  eft  de  même  de  , c“ , </”. 

90.  La  propofîtion  réciproque  de  ce  corollaire  eft  encore  vraie  j c’eft- 
à dire  que,  fi  les  puiflances  femblables  de  quatre  grandeurs  font  pro- 
portionnelles , les  grandeurs  elles- mêmes  qui  font  les  racines  fem- 
blables de  Ces  puiflances , font  aufli  proportionnelles  : par  exemple  , 
fi  æL  : : c’ . , on  aura  au  (Il  la  proportion  a..h\\c  .d-^  car , ayant  la 
proportion  a?  .b^  \ : c* . d}  ^ on  en  conclut  l’égalité  a?  d}  Or , ces 

deux  produits  a}  d>  & é’  c*  étant  égaux , leurs  racines  femblables  addabc 
font  égales  ; par  conféquent , a ,b::c  . d (42). 

9 1 Remarquez  que  dans  le  corollaire  précédent  nous  n’avons  pas 
dit  que  deux  puiflances  femblables  font  proportionnelles  à leurs  raci- 
nes j ce  qui  feroit  faux  : par  exemple  , il  n’eft  pas  vrai  que  a'  b^  : : a , b. 
Cela  paroit  évidemment  dans  les  nombres  ; car , fi  on  prend  3 6 & 4 
qui  font  les  quarrés  de  6 6c  de  2 , il  eft  clair  que  36  n’eft  pas  à 4 comme 
6 eft  à 2. 

91  i?.  Si , au  lieu  de  multiplier , on  divife  les  termes  d’une  proportion 
par  ceux  d’une  autre  , les  quotients  feront  aufli  en  proportion  j ainfi  les 
proportions  étant  ainfi  exprimées  am  .a::  bm  . b ^ ét  vn  . c : \ du . d ^ on 
aura  auffi  ^ ■ f : : 3 , puilque  chaque  antécédent  eft  le  produit  de 

ion  conl'équent  par  ^ : par  exemple  , eft  le  produit  de  f par  f (85)- 

DES  RAISONS  COMPOSÉES. 

92.  Une  raifon  compofee  eft  le  produit  de  deux  ou  de  plufieurs  rai- 
fons  : par  exemple , eft  la  raifon  compofee  des  raifons  ; & f : de  même  , 

eft  un  rapport  compolé  des  trois  raifons , f , 3 > f- 

93.  Les  rapports  de  la  multiplication  defquels  réfulte  la  raifon  com- 

pofée , s’appellent  raifons  compofantes  ou  /impies  ainfi , dans  le  premier 
exemple  qu’on  vient  d’apporter  ^ font  des  raifons  compofantes 
de  j;  J & de  même  dans  le  fécond  exemple , 3>  f font  les  raifons  com- 

pofantes de 

94.  96  & 98.  Lorfqu’il  n’y  a que  deiix  raifons  compofantes , & 
■qu’elles  font  égales , la  raifon  compofée  eft  appell'ée  doublée  : par  exem- 
ple , fi  î~j , la  raifon  compofée.^  eft  doublée.  En  nombres , les  raifons 

8c'f  étant  égales  ,1a  raifon  compofée  ^ eft  doublée.  Ainfi  , une  railon 
doublée  eft  le  produit  de  deux  raifons  égales , & s’il  n’y  a qu’une  raifon 
fimple  , la  raifon  qui  en  eft  doublée  eft  le  produit  de  cette  railon  firople. 
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fhultipliée  une  fois  par  elle-même.  Or , pour  multiplier  une  raiibn  par 
elle- même , il  faut  multiplier  Tantécédenc  par  l’antécédent,  & le  con* 
iëquent  par  le  conféquent  : par  exemple , le  produit  de  la  raifon  | multi* 
pliée  par  elle- même  eft  U paroît  par-là  que,  pour  avoir  la  raifon  doublée 
d’une  autre  raifon , il  &ut  prendre  le  quarré  de  l’antécédent  & celui 
du  conféquent , la  raifon  de  ces  quarrés  eft  doublée  de  la  première  rai- 
fon. On  peut  donc  dire  en  général  que  la  raifon  des  quarrés  eft  doublée 
de  celle  des  racines.  Dans  notre  exemple , les  quarrés  font  36  & 4 , & 
les  racines  6 & 2. 

5>5 , 97  & 99.  Lorfqu’il  y a trois  raifons  compofantes , & qu’elles 
font  égales , la  raifon  compofée  eft  appellée  triplée  ; par  exemple  , fi 
j = 3=f,  la  raifon  compofée  ^ eft  triplée  : de  même  la  raifon,^  eft 
triplée  de  trois  raifons  égales,  ^,5,  Une  raifon  triplée  eft  donc  le 
produit  de  trois  raifons  égales  ; & s’il  n’y  a qu’une  raifon  fimple  , la 
raifon  qui  en  eft  triplée  eft  le  produit  de  cette  raifon  fimple  multipliée 
deux  fois  par  elle- même  , ce  qui  fefait  en  prenant  le  cube  de  l’antécé- 
dent & celui  du  conféquent  : ainfi  la  raifon  triplée  de  | eft  ^ j de  même  , 
celle  def  eft  D’où  il  paroît  que  les  cubes , comme  64  & 27  , font 
en  raifon  triplée  des  racines  4 & 3. 

100. 11  paroit,  par  ce  que  l’on  vient  de  dire,  qu’une  raifon  doublée 
eft  le  quarré  de  la  raifon  fimple  , & qu’une  raifon  triplée  eft  le  cube  de 
la  raifon  fimple.  Par  exemple,  ^eft  le  quarré  de  | & eft  le  cube  de  *. 

102.  Il  y a beaucoup  de  différence  entre  une  raifon  double  & une 
raifon  doublée,  & encre  une  raifon  triple  & une  raifon  triplée  ; une  rai- 
fon eft  appellée  double , lorfque  l’antécédent  eft  double  du  conféquent  ; 
ainfi  , le  rapport  de  10  à 5 eft  une  raifon  double.  La  raifon  eft  appellée 
triple  , lorfque  l’antécédent  eft  triple  du  conféquent  : ainfi , le  rapport 
de  1 5 à 5 eft  une  raifon  triple  ; au  contraire , la  raifon  eft  appellée 
fous- double  ^ quand  l’antécédent  eft  la  moitié  du  conféquent  j 
xriple  , quand  l’antécédent  eft  le  tiers  du  conféquent. 

On  tire  de  ces  notions  de  la  raifon  doublée  & triplée  une  propofitiou 
de  grand  ufage  dans  les  Mathématiques  j nous  allons  en  &ire  le  théo- 
rème fuivant. 


Théorêhib  vil 

i 

103.  La  raifort  qui  ef  entre  deux  quarrés  ef  doublée  de  celle  qui  efi. 
entre  les  racines  : la  raifon  qui  ef  entre  les  cubes  ef  triplée  de  cellfi  des- 
racines. 

Souyent  on  énonce  ce  théorème  autrement , en  difantque/cr  quarrés 
font  en  raijon  doublée  des  racines  > (S*  que  les  cubes Jont  en  raifon  triplés 
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des  racines.  Les  deux  parties  de  ce  théorème  font  contenues  dans  les 
notions  qu’on  vient  de  donner  des  raifons  doublées  & triplées  ; ainfi  il 
fuiHra  de  les  expliquer  en  peu  de  mots , en  apportant  des  exemples  de 
l’une  & de  l’autre  partie. 

Démonstration. 

I.  Partie.  64  eft  lequarré  de  8 , & 9 eft  quarré  de  3.  Or,  la  raifon 
de  ces  deux  quarrés,  qui  eft  eft  doublée  de  celle  des  racines  8 & 3 , 
pulfque , pour  avoir  la  raifon  doublée  de  | , il  fuffit  de  prendre  le  quarré 
de  l’antécédent  & celui  du  conféquent.  Pareillement  ,1  eft  le  quarré 
de  I , & Z 5 eft  le  quarré  de  5.  Or,  la  raifon  de  ^ eft  doublée  de  ^ , qui 
eft  le  rapport  des  racines-  En  lettres,  la  raifon  eft  doublée  de  ^ qui  eft 
le  rapport  des  racines  a Sx.  b. 

IL  Partie.  8 eft  le  cube  de  2 , & 64  eft  le  cube  de  4.  Or  ,1a  raifon  de 
ces  deux  cubes , qui  eft  eft  triplée  de| , qui  eft  le  rapport  des  racines 
2 & 4.  De  même , la  raifon  7^  eft  triplée  de^ , qui  eft  la  raifon  des  ra- 
cines. En  lettres  , aaa  eft  le  cube  de  ^ & bbb  eft  le  cube  de  é : or , la 
raifon  de  ces  cubes , qui  eft  ^ , eft  triplée  de  j , qui  eft  celle  des  racines  ; 
ce  qu’il  falloir  démontrer. 

C0R01.XAIRB. 

104.  Quand  deux  raifons  font  égales,  le  produit  des  antécédents 
eft  à celui  des  conféquents , comme  lequarré  d’un  des  deux  antécédents 
eft  à celui  de  fon  conféquent:  fi  <i . ^ c .d^  on  aura  ac  .bdv.  aa  ,bb  \ 
car  la  raifon  de  ac  à bd  eft  doublée  des  raifons  égales  de  à ^ & de  c à 
ou  fimplement  de  l’une  des  deux  : pareillement , la  raifon  des  quarrés 
aa  & bb  eft  doublée  de  celle  des  racines  a Sx  b •.  ainfi , les  deux  raifons 
de  ac\bdSx  de  aa  à bb  font  égales. 

Ce  que  nous  avons  dit  fur  les  raifons  doublées  & triplées  étant  aflez 
difficile,  Sx  en  même  temps  d’une  grande  conféquence , fur- tout  pour 
la  Géométrie , il  ne  fera  pas  inutile  d’y  ajouter  encore  quelque  chofe  » 
•pour  mieux  entendre  la  nature  de  ces  raifons. 

105.  En  fuppofant  les  deux  raifons  j & ^égales,  fij=e  on  aura 
auffi  J =e  : par  conféquent , le  rapport  doublé  fj  qui  eft  le  produit 
des  deux  raifons^ & 3 « eft  ^ produit  des  deux  expofants ; ainfi, 
Çie  fignifie  4,  l’expofant  du  rapport  doublé  fera  1 6j  c’eft-à-dire , que 
ac  contiendra  1 6 fois  , ou  fera  1 6 fois  plus  grand  que  bd.  On  voit  donc 
que^  lorfqu’un  nombre  marque  la  raifon  de  deux  grandeurs,  le  quarré  de 
ce  nombre  exprime  le  rapport  doublé  de  cette  raifon  : c’eft  pourquoi , j 
étant  l’expofant  de  la  raifon  | , 9 , quarré  de  3 , exprime  le  rapport  des 
tdeuxnombres  3 6 & 4 , qui  font  en  raifon  doublée  de  6 à 2. 
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10 6. Il  fuit  de  là  que,  les  quarrés  étant  entPeux  en  raifon  doublée 
des  racines  , ü une  des  racines  contient  5 fois  Pautre , le  quarré  de  la 
première  contiendra  25  fois  , ou  fera  25  fois  plus  grand  que  le  quarré 
de  la  fécondé  : fi  une  des  racines  étoit  8 fois  plus  grande  que  fautre  , 
le  quarré  de  la  première  feroit  64  fois  (64eft  le  quarré  de  8)  plus  grand 
que  le  quarré  de  la  fécondé , &c. 

1 07.  [1  faut  raifonner  de  même  à proportion  touchant  la  raifon  tri- 
plée; ainfi,  en  füppofant  les  trois  raifons  f,  égales , fi  on 

aura  auflÎ3=e  & |==«;  & par  conféquent , le  rapport  triplé  qui  eft 
le  produit  de  ces  trois  raifons , eft  égal  à eee  ou  e’  produit  de  leyrs  expo- 
fants , c^eft- à-dire  que , e étant  l’expofant  d’une  raifon  compofante  , le 
cube  de  e,  qui  eft  e’ , eft  l’expofantde  la  raifon  triplée;  fi  on  fuppofe 
donc  que  e =4,  l’expofant  de  la  raifon  triplée  fera  64 , ou , ce  qui  eft 
la  même  chofe,  l’antécédent  de  cette  raifon  contiendra  64  fois,  ou 
fera  64  fois  plus  grand  que  fon  conféquent  ; & en  général , fi  un  nombre 
exprime  combien  l’antécédent  d’une  raifon  contient  fon  conféquent , 
le  cube  de  ce  nombre  marque  combien  l’antécédent  de  la  raifon  triplée 
contient  fon  conféquent  : d’où  il  faut  conclure  que  les  cubes  étant  en. 
raifon  triplée  de  leurs  racines;  fi  une  des  racines  eft,  par  exemple,  5 
fois  plus  grande  que  l’autre  , le  cube  de  la  première  eft  125  fois  (125 
eft  le  cube  de  5 ) plus  grand  que  le  cube  de  la  fécondé. 

108.  On  voit  bien  que  , fi  la  valeur  d’une  raifon  étoit  exprimée  par 
une  fraâion  , le  rapport  doublé  feroit  égal  au  quarré  de  cette  fraélion  , 
& le  rapport  triplé  feroit  égal  au  cube  de  la  fraétion  : foit , par  exemple  , 
la  raifon  f,  qui  eft  égale  à la  fraélion  \ , puifque  8 contient  les  deux  tiers 
de  1 2 , le  rapport  qui  eft  doublé  de  la  raifon^,  eft  égal  à|,  quarré 
de  la  fraétion  3 , & le  rapport  , qui  eft  triplé  de  eft  égal  à ^ , 
cube  de 

J 

109.  Nous  avons  fuppofé  que  |eft  le  quarré  de  la  fraétion  & 
que  " en  eft  le  cube , parce  que , pour  avoir  le  quarré  d’une  fraétion , il 
&ut  prendre  le  quarré  du  numérateur  & celui  du  dénominateur  ; &- 
pour  en  avoir  le  cube , il  faut  élever  le  numérateur  & le  dénominateur 
chacun  à fon  cube  J comme  nous  le  prouverons  dans  le  Traité  des 
fraétions- 

110.  Remarque  I.  Si  une  raifon  eft  le  produit  de  deux  autres  rai- 

fons égales  exprimées  en  différents  termes  , on  dit  indifféremment  que 
ce  produit  eft  la  raifon  doublée  des  deux  raifons  fimples  « ou  d’une  de 
ces  raifons  ; ainfi , la  raifon  *2  étant  le  produit  des  deux  f & , on  dit 

que  cette  raifon  ^ eft  doublée  de  ces  deux , on  dit  aufïi  qu’elle  eft  dou-^ 
blée  de  l’une  des  deux , foit  l’une , foit  l’autre.. 
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1 1 1.  Remarque  IL  Qjuand  on  a deux  raifons  telles  quô  J,  | & 
que , pour  les  multiplier , on  en  renverfe  une  , comme  fi  on  prend  ^ ail 
lieu  de  3,  alors  le  produit ^eft  laraifon  compolée  de  la  raifon  direifte  de- 
û & ^ & de  la  raifon  inverfe  de  c à De  même , i o & 1 2 font  en  raifon 
compoféede  la  raifon direéte  de  2 à 3 &de  la  raifon  inverfe  de 4 à 5. 

1 1 2.  Les  raifons  compofantes  des  railons  doublées  font  appellées 
fous  doublées , & celles  des  raifons  tiipîécs  font  appellées  fous- triplées  \ 
ainfi  , fi  eft  une  raifon  doublée  ; les  deux  raifons  compofantes  égales 
J,  3 font  chacune  fous-doublées  de  : le  rapport  f eft  auifi  l'ous-doublé 
de  De  même , les  trois  raifons  égales  5,  f iont  chacime  fous- triplées 

la  raifon  5 eft  au fti  fous- triplée  de  ‘çf-  Au  lieu  de  s'énoncer  comme 
ona  fait  en  rapportant  les  exemples  ci  de  (lus , on  dit  ordinairement  que 
a & ^ font  en  raifon  fous-doublée  de  ac\hj^  ou  de  aa  à bby  & qu’ils  font- 
en  raifon  fous-triplée  de  aeg  à bdh  ou  de  aaa  à bbb. 

i\zB.  Ce  que  nous  avons  dit  fur  les  railons  compofées  peut  fervir  à 
réfoudre  les  réglés  de  trois  compofées , en  les  réduifant  à.une  feule  réglé, 
de  trois  fimple.  Voici  l’exemple  que  nous  avons  déjà  rélolu  par  une 
autre  méthode  : 20  hommes  ont  fait  1 2 toifes  en  8 jours  $ on  demande 
combien  30  hommes  en  feront  en  24  jours.  On  voit  par  l’état  de  la- 
queftion  que,  pour  déterminer  le  nombre  cherché  de  toifes  , il  faut 
avoir  égard  aux  hommes  & aux  jours , & que  1 2 toifes  & le  nombre  de 
toifes  cherché  font  en  raifon  compofée  tant  des  hommes  que  des  jours. 
Le  rapport  ou  la  raifon  des  hommes  que  l’on  fuppofedepartôc  d’autre  , 
eft  de  20  à 30 , & celle  des  jours  eft  de  8 à 24.  Or , la  raifon  compofée 
de  ces  deux  eft  de  20x8  à 30x24,  c’eft-à-dire,  de  160  à 720  : on  fera 
donc  la  proportion  1 60 . 720  : : 12.x , dont  le  quatrième  terme  eft  54. 

1 1 2 C.  Dans  cet  exemple,  les  racines  du  premier  produit  font  prifes 
du  premier  membre , & celles  du  fécond  fe  trouvent  toutes  les  deux 
dans  le  fécond , parce  que  les  deux  nombres  de  toifes  font  en  raifon 
compofée  de  la  raifon  direéte  des  hommes  & de  la  raifon  diredte  des 
jours , puifque  plus  il  y aura  d’hommes , plus  ils  feront  de  toifes , & que 
pareillement , plus  il  y aura  de  jours , plus  auffi  il  y aura  de  toifes  faites. 
Mais  il  y a des  queftions  où  le  rapport  des  deux  derniers  termes  eft 
compofé  d’une  raifon  direfte  & d’une  raifon  inverfe.  Soit,  par  exemple, 
la  queftion  fuivante  : 20  hommes  on,  fait  1 2 toifes  en  8 jours  j en  com- 
bien de  jours  30  hommes  feront-ils  54  toifes  ? Le  rapport  de  8 jours  & 
du  nombre  x de  jours  qu’on  cherche  eft  compofé  de  la  raifon  inverfe 
des  hommes  & de  la  direéle  des  toifes^  parce  qu’il  y aura  d’autant  moins 
de  jours  qu’il  y a plus  d’hommes , & qu’il  y aura  d’autant  plus  de  jours 

qu’il  y a plus  de  toifes  d’ouvrage  à faire.  La  raifon  inverfe  deé 

hommes 
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Hommes  eR  de  30  à 20, 6c  la  direâe  destoifes  eft  de  1 2 à 54;  ainfi,  la 
raifon  compofée  fera  de  30X  12  à 20x54  ou  de  360  à 1086$ 
on  dira  donc  : 360 . 1080  : : 8 . . on  trouvera  le  quatrième  terme 

égal  à 24. 

ii2X>.  Il  fe  peut  faire  que  les  deux  raifons  compofantes  foient 
toutes  deux  inverfes , comme  dans  Pexemple  fuivant  : 40  hommes  ont 
fait  un  ouvrage  en  25  jours  en  travaillant  12  heures  par  jour  ; on 
demande  en  combien  de  jours  50  hommes  feront  le  même  ouvrage  en 
travaillant  1 5 heures  par  jour.  La  raifon  de  2 5 jours  6c  du  nombre  x de 
jours  qu’on  cherche  eR  compofée  des  raifons  inverfes  des  ouvriers  6c 
des  heures , parce  que  plus  il  y aura  d’ouvriers,  moins  ils  emploieront 
de  jours;  6c  pareillement,  plus  il  y aura  d’heures  de  travail,  moins  il 
&udra  de  jours.  Voici  donc  comment  il  faut  difpofer  les  termes  de  la 
réglé  de  trois  en  cette  queRion,  50  X 15. 4C^X  1 2 : : 25  . . on  trou- 

vera 1 6 pour  quatrième  terme. 

S’il  y avoit  quatre  termes  à chaque  membre  de  la  queRion , la  raifon 
des  deux  derniers  termes  feroit  compofée  de  trois  raifons  ; s’il  y avoit 
cinq  termes , cette  raifon  feroit  compofée  de  quatre  raifons , 6cc. 

DES  PROGRESSIONS  GÉO  M ÉTRK^U  E 5. 

Mous  avons  donné  la  définition  de  la  progrefiion  géométrique  (j/)* 

ii2i^.  On  peut  exprimer  la  progrefiion  géométrique  de  cette 
maniéré  générale y a.  ae  .ae*  .aé* . ae* . aé^ , car  il  eR  évident  que 
chaque  antécédent  contient  fon  conféquent  de  la  même  maniéré  , 
laquelle  eR  marquée  par  la  fraétion  \ , puifque , fi  on  divife  un  terme  par 
le  fuivant , comme  ae*  par  ae^ , le  quotient  eR  7 (Liv.  1 , Art.  1 6 %B.  ) Ce 
n’eR  donc  pas  e qui  eR  l’expofant  de  la  progrefiion,  mais  la  fraâion  ^ 
Lorfque  la  progrefiion  va  en  augmentant , e fignifie  un  nombre  entier 
feul  ou  un  nombre  entier  avec  une  fraétion  ; fi  elle  va  en  diminuant , 
e ne  fignifie  qu’une  fiaétion. 

Il  Z F.  On  peut  continuer  cette  progrefiion  vers  la  gauche  en 
mettant  des  frayions  qui  aient  toutes  a.  pour  numérateurs,  6c  pour 
dénominateurs  les  diffôrentes  puiflànces  de  la  lettre  e , en  cette  manié- 
ré : 4-  — . <*.  ae.  ae\  ae^.  ae*y  6cc.  H eR  fecile  de  voir  que 

chaque  fraâion  contient  la  fujvante  de  la  même  maniéré , puifqu’elle 
eR  le  produit  de  la  fuivante  par  ~ ; par  exemple  ^ eR  le  produit 

/.  Partit, 
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1 1 2 (7.  Si  <t  = I la  progreffion  deviendra 


1 

^4 


I 

TT 


. «* . e* . e%  &c.  qui  eft  la  même  que  celle-ci  e ^ . e ? . e — ^.e — *.  c® . 

. é’  . e* . a*,  &c.  par  les  Articles  \S$B  & iS^D  du  premier  Livre. 

1 1 2 Æ 11  paroît  que  dans  cette  progrellion , dont  l’unité  ou  e°  eft 
entre  les  expofants  pofîtifs  & les  expofants  négatifs,  les  deux  pro- 
greflîons , la  géométrique  & l’arithmétique , font  réunies  : les  termes 
de  la  géométrique  font  les  différentes  puiflances  de  la  grandeur  c 

font  auffi  appellées  puiiTance  de  a),  & ceux  de  l’arithmé- 
tique , font  les  expofants , tant  pofîtifs  que  négatifs. 

1 1 2 /.  Les  termes  qui  fuivent  e®  ou  l’unité , ne  font  que  les  puifîances 
de  e prifes  de  fuite  j ainfî,  puifque  e peut  fîgnifîer  toutes  fortes  de 
grandeurs,  il  s’enfuit  que  les  puiflànces  fuccefîlves  d’une  grandeur 
forment  une  progreffion  : telle  eft  la  progreffion  fuivante  ^ a .a*  .a} 
»a*  y &c.  H paroît  encore , d’ailleurs , que  ces  puifîances  forment 
une  progreffion,  puifque  chaque  terme  eft  le  produit  du  précédent 
multiplié  par  æ : a* , par  exemple , eft  le  produit  de  a}  par  a..  En  général , 
plufîeurs  termes  font  en  progreffion  lorfque  chacun  d’eux  contient  le 
précédent  de  la  même  maniéré  > car  alors  chaque  terme  contient  aufîî 
egalement  le  fuivant. 


THéoaÊMB  L 


Il  J.  Dans  toute  frogrejjîon  géométrique,  le  quatre  du  premier 
terme  ejl  au  quart é du  Jecond , comme  le  premier  ejl  au  troijieme  $ 
& le  cube  du  premier  terme  ejl  au  cube  du  fécond  ^ comme  le  premier 
ejl  au  quatrième. 

Soit  la  progreffion  géométrique  2.6. 18.54,  &c.  2 eft  le  pre> 
mier  terme , & fon  quarré  eft  4 j 6 eft  le  fécond  terme  > & fon  quarré 
eft  3 6 , je  dis  qu’on  a la  proportion  4.36::2.i8j  & pour  les  cubes  > 
8 étant  le  cube  du  premier  terme  2 , & 2 1 6 celui  du  fécond  terme  6 > 
on  a encore  la  proportion  8 . 21 6 : : 2 . 54.  En  général , fi  on  a la  pro- 
greffion a,b  ,c  .d.f.g,  &c.  on  aura  aa  ,bb  a ,c  on  aura  aufît 
ed  ,b^  \ a ,d. 


Démonstration. 

■ I.  Partie.  A caufe  de  la  progreffion a.b.c.d ,f, g,  &c.  la  raifoi» 
de  a à é eft  égale  à celle  de  é à c ; ainfî , le  produit  de  ces  deux  raifoos 
eft  égal  à ^«.qui  eft  le  produit  de  la  première  multipliée  par  elle-même> 
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c’eft-k-dire,  que^=|j.  Or^=î(i9),  puifque  a 9a  c font  les 
quotients  des  quantités  ah  & bc  diviîées  par  la  même  grandeur  h. 
Donc  ou  ^ = ou  bien,  aa  ,bh  ::  a , c y ce  qu’il  falloit 

démontrer. 

II.  Partie.  a>  .h'  w a . d\  car,  à caufe  de  la  progreffion  4^ 
a.h  .c  ,d  .f.  g y les  trois  raifons  de  a à ^ , de  é à c,  de  c à font 
égales j ainfi,  leur  produit  eftégal  à celui  de  la  première,  multipliée 
deux  fois  par  elle-même,c’eft-à  dire, que  Or  ^=3,. puifque 

les  quantités  a 9a  d font  les  quotients  de  aie  & hed  divifés  par  la  même 
grandeur  bc.  Doncj^==3,  ou  bien,  a}  ,b^::  a ,dy  ce  qu’il  falloit 
démontrer. 

Corollaire. 

1 1 4.  Il  fuit  de  ce  Théorème , que  la  raifon  qui  eil  entre  le  premier  & 
le  troifieme  terme  d’une  progrefïïon  géométrique  eft  doublée  de  celle 
qui  ed  entre  le  premier  & le  fécond  ÿ ainfi,  dans  l’exemple  propofé  du 
Théorème  précédent,  la  raifon  f eft  doublée  de  en  voici  la  démonf. 
tration:  7=^,  c’eft- à-dire , que  la  raifon  du  premier  au  troifieme 
terme  eft  égale  à celle  du  quarré  du  premier  terme  au  quarré  du 
fécond , comme  on  vient  de  le  démontrer  dans  la  première  partie  de  ce 
Théorème.  Or,  la  fécondé  de  ces  raifons,  qui  eftf^,  eft  doublée  de  J, 
parce  que  la  raifon  qui  eft  entre  les  quarrés  eft  doublée  de  celle  qui  eft 
entre  les  racines  ; donc  la  raifon  7 , égale  à , eft  aufti  doublée  de  |. 

. Au  lieu  de  dire  que  la  raifon  du  premier  terme  au  troifteme  eft 
doublée  de  celle  du  premier  au  fécond , on  s’exprime  fouvent  autre- 
ment , en  difant  que  le  premier  & le  troifieme  terme  d’une  progrelfion 
font  entr’eux  en  raifon  doublée  du  premier  au  fécond. 

1 1 5.  De  même,  la  raifon  du  premier  au  quatrième  terme  eft  triplée 
de  celle  du  premier  au  fécond  ; car , par  la  fecopde  partie  du  Thorê- 

me  précédent,  Or  la  raifon  ^ eft  triplée  de  , parce  que 

les  cubes  font  en  raifon  triplée  des  racines  ( 10^)  : donc  le  rapport 

7 égal  à -|j-eft  auffi  triplée  de  -j  j c’eft-à-dire  , que  la  raifon  du  premier 

au  quatrième  terme  eft  triplée  de  celle  du  premier  au  fécond,  ou  bien 
le  premier  Sa  le  quatrième  terme  ibnt  entr’eux  en  laifon  triplée  du 
premier  au  fécond. 
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DÉMONSTRATION  MÉTAPHYSIQUE  DU  COROLLAIRE 

ST  DU  THàORMM  S* 

1 1 5 J9.  On  peut  démontrer  les  deux  parties  du  Corollaire  & du 
Théorème  par  une  raifo'n  métaphyfîque.  Pour  cet  effet,  )e  prends  la 
progreffion  ^ a . h .c . d , ey  &c.  fi  le  premier  terme  contient  4 fois 
le  fécond,  & le  fécond  4 fois  le  troifieme,  il  eft  évident  que  le  premier 
contiendra  4 fois  4,  ou  16  fois  le  troifieme;  & de  même,  le  troifieme 
terme  contenant  4 fois  le  quatrième  , le  premier  contiendra  1 6 fois  4 , 
c^efi-  à-  dire , 64  fois  le  quatrième  ; ainfi , la  raifon  du  premier  terme 
au  troifieme  fera  doublée  de  celle  du  premier  au  fécond,  & la  raifon 
du  premier  au  quatrième  fera  triplée  de  celle  du  premier  au  fécond  ; 8c 
par  conféquent  le  quarré  du  premier  terme  fera  au  quarré  du  fécond  , 
comme  le  premier  efi  au  troifieme , & le  cube  du  premier  terme  efi  au 
cube  du  fécond , comme  le  premier  eft  au  quatrième. 

1 1 6.  Ce  Théorème  peut  s’exprimer  d’une  maniéré  générale , en* 
difant  : Dans  une  progreffion  géométrique  » la  puijfance  m <Yun  terme 
quelconque  efl  à la  puijjance  femhlable  du  terme  fuivanty  comme  le- 
premier  de  ces  deux  termes  ejl  k celui  dont  le  rang  ejl  marqué  par  le 
nombre  entier  m , en  comptant  depuis  ce  premier  non  compris.  Pat 
exemple,  le  cube  ou  la  troifieme  puiflance  du  premier  terme  d’une 
progreffion  eft  au  cube  du  fécond , comme  le  premier  eft  au  troifieme 
après  le  premier  ( ce  troifieme  terme  après  le  premier  eft  le  quatrième 
de  la  progreffion  ) : de  même , la  quatrième  puiflance  du  fixieme  eft  à 
la  quatrième  puiflance  du  feptieme  comme  le  fixieme  eft  au  dixième  de 
la  progreffion,  qureft  le  quatrième  après  le  fixieme  non  compris  ; ainfi  , 
dans  la  progreffion  y — a . ae.  ae* . ae* . ae* . ae* . ae^ . até . ae* . ae^ , on 
a la  proportion  aV® . æV*  : ; ae^ . aâ  y c’eft-à-dire,  la  quatrième  puif- 
fance  du  fixieme  terme  ae^  eft  à la  quatrième  puiflance  du  feptieme  oje^y 
comme  le  fixieme  terme  eft  au  dixième  : cela  eft  évident  ; car , l’une  & 
l’autre  raifon  de  cette  proportion  fe  réduit  à celle  de  i à e* , en  divifant 
les  termes  de  la  première  par  a^e*'" , & ceux  de  la  fécondé  par  ae'. 

THioRÊlSB  IL 

l\SB.  Un  terme  quelconque  d*une  progreffion  géométrique  eft  égal 
au  produit  du  premier  par  le  quotient  du  conjequent  divije  par 
V antécédent  ; par  ce  quotient,  dis- je  y élevé  a la  puiftance  marquée  par 
le  nombre  de  termes  qui  précèdent  : ce  nombre  eft  le  même  que  celui 
des  termes  de  la  progreffion , depuis  le  premier  non  compris  jufqu’à 
celui  dont  il  s’agit  inclufivement. 

i f 


I 


>7J 
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DiMONSTa^TIOH. 

Soit  la  progreffion  générale  — a .ae  . ae* . ae* . aé* , &c.  il  eft 
évident  que  le  cinquième  terme  aé*  eft  le  produit  du  premier  par  le 
quotient  e élevé  à la  quatrième  puilTance  ; cela  vient  de  ce  que  le 
quotient  e ne  commençant  à fe  trouver  qu*au  fécond  terme , la  puif- 
fance  de  ce  quotient  au  cinquième  terme  ne  peut  être  que  la  quatrième  : 
en  général , le  degré  du  quotient  e , dans  -un  terme  que  j’appelle  T , 
eft  toujours  marqué  par  le  nombre  des  termes , depuis  le  premier  non 
compris  jufqu’à  T inclufivement. 

1 1 6 C.  Si  on  défigne  un  terme  par  T & le  nombre  des  terrines  après 
le  premier  jufqu’à  T compris  par  /z , on  aura  la  formule  T = ae’  qui 
exprime  le  Théorème  ^ & qui  fervira  à faire  trouver  le  terme  en 
queftion,  en  fuppofant  qu'on  connoit  le  premier  terme  de  la  pro- 
grellîon  & le  quotient  du  conféquent  divifé  par  l’antécédent.  Si , par 
exemple , on  cherche  le  cinquième  terme  d’une  progrelfion  dont  le 
premier  terme  eR  3 & le  quotient  2 , il  faudra  prendre  la  quatrième 
puiflance  de  a qui  eft  1 6 , & multiplier  3 par  1 6 > le  produit  48  fera  le 
cinquième  terme  cherché. 

XHionéiiB  IIL 

ïl6D,  Dans  toiae  frogrtjjion  géométrique  , le  produit  des  extrêmes 
ejl  égal  à celui  de  deux  termes  également  éloignés  des  extrêmes  ; & fi 
le  nombre  des  termes  de  la  progrejjion  ejl  impair , ces  produits  font 
égaux  chacun  au  quarré  du  terme  moyen. 

Dbmonstb.X7ion. 

Soit  la  progrelfion  ^ a.  ae.ae* . ae* . a^ . aé* . tfc* , &c.  le  produit 
de  a par  ae^  eft  égal  à celui  de  ae  par  aé* , & chacun  des  deux  efi  égal 
au  quarré  du  terme  moyen  ae*.  Le  premier  produit  eR  égal  au  fécond  , 
parce  que , li  d’une  part  il  manque  un  e aü  premier  terme  qui  fe  trouve 
au  fécond,  aulfi  il  y a un  e de  plus  au  dernier  terme  qu’à  l’avant* 
dernier.  11  en  eR  de  même  des  autres  cas. 

Probxêisb  I. 

J 16  £,  Trouver  la  Jomme  s de  tous  les  termes  <Pune  progreffion , 
dont  on  connoît  le  premier  terme  sl,  le  quotient  e du  conféquent  divifé 
par  V antécédent  y & le  nombre  des  termes , favoir  n-f- 1* 

I * ^ ^ 

V oici  la  formule  s = — — IZ-Î. , c’ eR- à-dire , qu’il  &ut  multiplier  le 
premier  terme  e par  le  quotient  élevé  à la  puiflance  ^ enfuite 
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éter  le  premier  terme  a du  produit  j enfin , divifer  le  refte  par  e — i , le 

quotient  fera  la  fomme  des  termes  : en  voici  la  preuve.  ' 

Dans  toute  progreilion , la  fomme  des  antécédents  eft  à la  fomme  des 
conféquents , comme  le  premier  antécédent  eR  à fon  conféquent  Or , 
la  fomme  des  antécédents  font  tous  les  termes , excepté  le  dernier , qui 
cft  (i  I SB)  : cette  fomme  eft  donc  s — ae*,  & la  fomme  des  conlé- 
quents  font  tous  les  termes,  excepté  le  premier,  c^eft-à-dire,  s — a.. 
Voici  la  proportion  ,s — ae*  .s — awd.ae.  Donc  sae — aaee' = as — aa  ; 
en  divifant  tout  par  a , 6c  mettant  ' à la  place  de  ee’  qui  lui  eR  égal , 
on  aura  se — + y enfuite  ajoutant  à chaque  membre, 

& retranchant  s de  chacun , on  aura  après  la  réduction  se — j ' 

— »<zy  & divifant  chaque  membre  par  e — i,  on  trouvera  la  for- 

mule  s = zil 

C I 


Problêms  II. 


\lSF.  Etant  données  deux  termes  confecuttfs  <Tune  progrejjfion 
géométrique^  trouver  tous  les  autres  termes^  en  allant  tant  vers  la 
droite  que  vers  la  gauche. 

Soient  les  deux  termes  donnés  a 8c  B : pour  trouver  le  troifieme 
terme  vers  la  droite , je  multiplie  le  moyen  proportionnel  B par  lui- 
même  J enfuite  je  divife  le  quarré  BB  par  le  premier  terme , le  quo- 
tient 7 eR  le  troifieme  terme  (72).  Or  ^ eR  le  produit  de  la  rai- 
fon|  par  le  fécond  terme  B,  ou  de  B par  la  raifon^  (i5C)j  d’où  il 
paroît  que  pour  avoir  un  terme  il  n’y  a qu’à  multiplier  le  précédent  par 

le  rapport  J.  Le  quatrième  terme  fer  a donc le  cinquième  ■—  ; ainfî 

de  fuite.  Pour  avoir  les  termes  qui  font  vers  la  gauche  de  a , il  faut 
multiplier  a par  j , puis  multiplier  le  produit  ^ par  | , & de  même 


multiplier  le  nouveau  produit  par  j ; ainfi  de  fuite , on  aura  la  pro- 


ai 


i*  a B* 


greflîon-^— • — • — . . ^ , &c.  dont  chaque  antécé- 
dent contient  également  fon  eonléquent , puifqüe  chaque  terme  eft 
toujours  le  produit  dn  fuwant  pat  ;.  Par  exemple  , il  eft  le  produit 


• - . Bi  <4  Bi  a 

du  fuivant  — par  r ; car  — x - 

4*  ^ 4»  B 


h' 


Quand  æ = i , la  pro-’ 


greffion  devient  ï.B  .B'.B^.  B*  y &c. 
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PB.OBXBHB  111. 

I 

116^.  Etant  donné  un  terme  d’une  progrej/ion  avec  le  rapport 
tfui  y régné , trouver  tous  les  autres  termes  en  allant  tant  vers  la 
droite  que  vers  la  gauche. 

Soit  le  premier  terme  a & le  rapport  de  ce  terme  au  fuivant , foit 
Si  on  appelle  le  terme  fuivant  , on  aura  r .s:',  a ,x . ainfi  7 fera  le 
fécond  terme  de  la  progreffion.  Or  7 eft  le  produit  du  rapport  inverfe  ; 
par  Æ ou  de  par  7 Donc , pour  avoir  le  troilieme , il  faudra  audi  multi- 
plier le  fécond  terme  7 par  De  même , le  quatrième  fera  le  produit 
du  troilieme  ^ par  7 , ainfi  de  fuite. 

Mais , pour  continuer  la  progreffion  vers  la  gauche , il  faudra  multi-* 
plier  par  ~ ; c’eft  pourquoi  7 précédera  a , — précédera  7 , &c.  on 


• - rfY»  •• 

aura  donc  la  progreuion  — ^ > o-  > — > &c; 

' ••  s*  s r rr  rrr 


dans  laquelle  chaque  terme  eft  le  produit  du  fuivant  par  f 

1 1 6 À Quand  le  premier  terme  a eft  Tunité , le  rapport  7 ( en  le 
fuppofant  réduit  aux  plus  petits  termes  ) a l’unité  pour  numérateur  j 

ainfi  r=i  : c’eft  pourquoi  la  progreffion  devient-^  —•  —•  ~ ~ » a 

. s . s* . s’ . s*,  ôcc. 

PbobxbmbIV. 

1 1 6 /.  Injerer  un  ou  pilleurs  moyens  proportionnels  entre  deux 
termes  donnés.  ^ 

i''.  Il  s’agit  d’inférer  un  feul  moyen  proportionnel  entre  les  deux 
termes  donnés  a Su.  b.  J’appelle  x ce  moyen  proportionnel  : on  aura 
donc  -fr  <t.x  .b;  par  conféquent  ab  = xx  ou  xx  — ab»  d’où  l’on' 
tirera  x^=.\/ ah.  C’eft  ce  que  nous  avons  déjà  vu  (42C). 

2®.  Si  on  veut  inférer  deux  moyens  proportionnels  x Se  y entre  a 8c.  b, 
on  aura  la  progreffion  ~ a .x  .y  .b  \ donc  a* . at*  : : a . (i  1 5)  j ainfi' 
a}b  ==  ax^ , & en  divifant  chaque  membre  par  <z , on  aura  a'b = a:*  , 
ou  Ac’  z=  a'b  i par  conféquent , en  tirant  la  racine  cubique  de  part  & 

î 

d autre , on  aura  Af=y'a*i.'Connoiflant  a?  , on  trouvera  facilement  y i 

1 

car , par  l’hy  pothefe  a.x  on\/  a'b . j' , & élevant  chacun  de  ces  ter- 

nies au  cube,  on  aura-^  a* . a'b  .y^ ,•  ainfi,  en  prenant  le  quarré  du 
moyen  proportionnel  a'b,  & le  divilant  par  le  premier  terme  a*,  le  quo- 

\ J 

tient  fera,  ou  ab'  = y^  (72  ).  Donc  y = ah'. 
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1 1 6K-.  En  général , il  faut  élever  aScx  chacun  à une  puilTance  d’un 
degré  plus  grand  d’une  unité  que  le  nombre  des  moyens  proportion- 
nels cherches  : fi  on  veut  avoir  quatre  moyens  proportionnels  > il  faut 
élever  a Scx  chacun  d la  cinquième  puiflknce , & faire  la  proportion 

.x'  i:a  .b  .X , défigne  toujours  le  premier  des  moyens  proportion- 
nels. Si  le  nombre  des  moyens  proportionnels  eft  marqué  par  /z , on 
aura  la  proportion  æ*  + ' . x" + ‘ : æ . é. 

11  nous  refte  à parler  d’une  propriété  de  la  raifon  géométrique  qui 
regarde  les  incommerfurables  : pour  cela , nous  allons  donner  les 
définitions  fuivantes. 

1 1 7.  Les  expofants  d’une  raifon  font  les  plus  petits  termes  qui  ont 
entr’eux  un  rapport  égal  à la  raifon  dont  ils  font  les  expofants  : par 
exemple  , les  expofants  de  la  raifon  de  3 à 6 font  i & 2 , parce  que  i 
& 2 font  les  plus  petits  nombres  qui  aient  entr’eux  la  même  raifon 
que  3 & 6.  Les  expofants  de  la  raifon  font  2 & 5 , parce  que  2 & 5 
font  les  plus  petits  nombres  qui  aient  entr’eux  le  même  rapport  que  4 
& 10.  En  lettres,  la  raifon  ^ a pour  expofants  æ & é,  parce  que  le 
rapport  | eft  égal  à ^ ( 1 8) , & d’ailleurs  a Sx,  b font  les  plus  petits  termes 
auxquels  on  puifie  réduire  la  raifon 

Q.uand  on  dit  l’expofant  d’une  raifon , cela  fignifie  le  quotient  de 
l’antécédent  divifépar  le  conféquent  (25)  i mais , lorfqu’on  parle  des 
expofants  d’une  raifon , on  entend  ce  qu’on  vient  d’expliquer. 

11 8.  La  raifon  qui  eft  entre  les  expofants  eft  appellée  moindre 
rapport;  ainfî,  la  raifon  \ eft  le  moindre  rapport  de  | : de  même  | eft 
le  moindre  rapport  de  Enfin  î eft  le  moindre  rapport  de  On 
pourroit  dire  aufii  que  ^ eft  la  raifon  | , réduite  à fes  plus  petits  termes  ^ 
ainfi  des  autres  exemples. 

1 19.  La  raifon  | n’a  point  d’autres  expofants  que  5 & 7,  puifqu’ils 
font  les  plus  petits  nombres  qui  aient  entr’eux  une  raifon  égale  à | ; 
ainfi  I eft  un  moindre  rapport.  Il  y a donc  des  ràifons  qui  peuvent  fe 
réduire  à de  plus  petits  termes , tels  que  | & 7^ , & d’autres  qui  ne 
peuvent  être  réduites  à de  plus  petits  termes , comme  |. 

1 20.  Il  y a une  réglé  pour  diftinguer  les  unes  des  autres , la  voici  : 
lorfqu’oi;  peut  divifer  l’antécédent  & le  conféquent  d’une  raifon  par 
un  divifeur  commun  différent  de  l’unité , cette  raifon  peut  être  réduite 
à de  plus  petits  termes  : par  exemple , la  raifon  ^ peut  être  réduite  à de 
plus  petits  termes , parce  que  1 2 & 8 peuvent  êtredivifés  l’un  & l’autre 
par  4 : cette  divifipn  étant  faite , on  trouve  les  quotients  3 & 2 qui  font 
en  même  raifon  quç  1 2 êt  8 ( i p )• 
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I a I . Mais , fi  les  deux  termes  d’une  raifon  n’ont  point  d’autre  divi<- 
leur  commun  que  l’unité;  pour  lors , la  raifon  ne  peut  fe  réduire  à de 
plus  petits  termes  : par  exemple , la  raifon  | ne  peut  être  réduite  > parce 
que  8 & 9 n’ont  d’autre  divifeur  commun  que  l’unité. 

12  2.  Les  nombres  qui  n’ont  point  d’autre  divifeur  commun  que 
l’unité  , font  appellés  premiers  entr*eux  : ainfi  ^ 8 & 9 font  premiers 
entr’eux. 

12^.  11  fuit  de  là  que  les  expofants  d’une  raifon  font  premiers  en> 
tr’eux  ; & réciproquement , les  nombres  premiers  entr’eux  font  des 
expofants , puifque , n’ayant  point  de  divifeur  commun  autre  que 
l’unité , la  raifon  de  ces  nombres  ne  peut  être  réduite  à de  plus  petits 
termes  : par  exemple,  8 & 9 étant  premiers  entr’eux  , font  néceflaire- 
tnentles  expofants  de  toute  raifon  égale  à celle  de  8 à 9. 

1 24.  Nous  avons  dit  qu’il  y avoit  des  raifons  de  nombre  à nombre  , 
& des  raifons  qui  ne  font  pas  de  nombre  à nombre  qu’on  appelle  /ôur</£.r 
ou  rapports  incommenfurables.  La  raifon  de  nombre  à nombre  eft  celle 
qui  peut  s’exprimer  par  des  nombres.  Telle  efUa  raifon  d’une  ligne  d’un 
pied  à une  ligne  de  trois  pieds  , qui  peut  être  exprimée  par  -j.  La  raifon 
fourde  eft  celle  qu’on  ne  peut  exprimer  par  des  nombres.  On  démontre 
en  Géométrie  que  la  raifon  qui  eft  entre'  la  diagonale  & le  côté  d’un 
qu.arré  eft  fourde  j enforte  qu’il  n’y  a point  de  nombres , tels  qu’ils 
foient , qui  aient  entr’eux  le  même  rapport  que  ces  deux  lignes.  La  dé- 
monftration  de  cette  propofîtion  touchant  la  diagonale  & le  côté  du 
quarré , fuppofe  plufîeurs  autres  propofitions  que  nous  allons  expofec 
en  peu  de  mots. 

125.  Deux  raifons  égales  ont  les  mêmes  expofants  : par  exemple  , 
les  deux  raifons  ^ & | étant  égales , fi  2 & 3 font  les  expofants  def® , ils 
le  font  aufli  de  | ; car  , fi  | avoit  pour  expofant  de  plus  petits  nombres 
que  2 & 3 , la  raifon  de  ces  moindres- nombres  feroit  égale  à celle  de 
I dont  ils  feroient  les  expofants  ; ôc  par  conféquent , la  raifon  de  ces  ex- 
pofants feroit  aufti  égale  à celle  de  ||  : donc , 2 & 5 ne  feroient  pas  les 
expofants  de  ^ ; ce  qui  eft  contre  la  fuppofition. 

1 26.  Toute  raifon  doublée  de  raifon  de  nombre  à nombre  a pour 

expofants  des  nombres  quarrés  : foit , par  exemple , la  raifon  ^ , qui  eft 
doublée  des  raifons  égales  | ; je  dis  que  cette  raifon  doublée  a 

néceflairement  pour  expofants  des  nombres  quarrés;  car  les  deux  raifons 
fimples  I & 5 , dont  le  rapport  ^ eft  doublé , font  égales  par  l’hy  pothefe  ; 
donc,  elles  ont  les  mêmes  expofants  : ainfi,  1 & 2 étant  les  expofants 
de  ^ , ils  font  aufli  les  expofants  de  -g-  Cela  pofé , les  deux  raifons  ^ | 

Ibnt  égales  à ces  deuxi&î;  par  conféquent,  le  produit  des  deux  pre- 
L Fartit.  Z 
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mieres  qui  eft  , eft  égale  au  produit  des  deux  dernieres,  qui  eftjî 
d’ailleurs , il  elt  clair  que  i & 4 font  premiers  entr’eux  j par  conléquent, 
I & 4 font  lesexpofants  de  la  raifon  doublée  Or , ces  deux  nombres 
1 & 4 font  des  quarrés , puifque  le  premier  eft  le  produit  des  deux  anté- 
cédents égaux  I ôc  I , & le  fécond  eft  le  produit  des  deux  conféquents 
égaux  2 Sc  2 : donc,  la  raifon  doublée  ^ a pour  expofants  des  nombres 
quarrés. 

Afin  de  démontrer  cette  propofition  fur  les  raifons  doublées  d’une 
maniéré  générale  , il  faudroit  prouver  que,  lorfque  deux  nombres  font 
premiers  entr’eux , leurs  quarrés  font  aufli  premiers  entr’eux,  par  exem- 
ple , que  I & 2 étant  premiers  entr’eux , il  s’enfuit  que  les  quarrés  i & 
4 le  font  aufti;  mais,  comme  cela  demande  une  fuite  de  plufieurs  dé- 
monftrations , nous  n’avons  pas  cru  devoir  les  déduire  ici , de  peur  de 
trop  allonger  ce  Traité. 

CoROlLAIRB  I. 

1 27.  Il  fuit  de  là,  qu’une  raifon  doublée  qui  n’a  pas  pour  expofants. 
des  nombres  quarrés , n’eft  pas  raifon  doublée  de  raifons  de  nombre  à 
nombre , c’eft- à-dire , que  les  raifons  dont  elle  eft  doublée  ne  font  pas 
de  nombre  à nombre  ; car , la  raifon  doublée  auroit  pour  expofants  des 
nombres  quarrés,  li  les  raifons  dont  elle  eft  doublée  ètoient  de  nombre 
à nombre,  comme  on  vient  de  le  faire  voir. 

1 28. 11  faut  donc  bien  prendre  garde  que  la  raifon  doublée  , qui  n’a 
pas  pour  expofants  des  nombres  quarrés  , peut  être  de  nombre  à nonx- 
bre  i mais  celles  dont  elle  eft  doublée  ne  peuvent  être  de  nombre  à nom- 
bre : fuppofez  que  la  raifon  ^foit  une  raifon  doublée  qui  n’ait  pas  pour 
expofants  des  nombres  quarrés  : les  raifons  compofantes  ^ ^ ne  font 

pas  de  nombre  à nombre  j mais  la  raifon  peut  être  de  nombre  à nom- 
bre: par  exemple,  ûc  peut  être  à comme  i eft  à 2 ; ces  deux  nombres; 
1 & X ne  font  pas  tous  les  deux  quarrés,  il  n’y  a que  i qui  le  foit. 

Nous  allons  placer  ici  une  remarque  fur  les  racines  incommenfura- 
bles , ^que  nous  n’avons  pas  placée  dans  le  traité  de  l’extraéUon  des, 
racines , parce  qu’elle  s’entendra  plus  facilement  ici 

Rb  MARQUE  s. 

1 2 9.  Quoique  les  racines  des  nombres , qui  ne  font  pas  des  puiflances 
parfaites , foient  incommeniurables  par  rapport  à l’unité  ôc  aux  nombres 
entiers  ou  fraélionnaires  formés  de  l’unité , elles  peuvent  être  commen- 
furables  entt’elles  : par  exemple ,5l/a&3|/2,  qui  font  les  racines, 
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tjuarrées  de  50 &de  18  (Liv.  I, art.  223 ) , font commenfurables entre 
elles  > c’eft-à-dire , qw’elles  font  comme  nombre  à nombre  ; car  les 
deux  racines  51/2&5V/Î  font  les  produits  des  nombres  5 & 5 mul- 
ïipliés  par  la  même  grandeur  2 j donc  la  première  eft  à la  fécondé 
comme  5 eft  à 3 (1 8)  : elles  font  donc  comme  nombre  à nombre,  ou  , 
ce  qui  revient  au  même , elles  font  commenfurables  entr’elles. 

Après  avoir  parlé  aflez  au  long  des  proportions  & des  progreftions 
géométriques,  nous  allons  expofer  ce  qu^il  y a de  plus néceftaire  fur  les 
proportions  & les  progreftions  arithmétiques. 

DES  PROPORTIONS  ET  DES  PROGRESSIONS 

ji  B.  1 T HM  àT  I qir  BS, 

Nous  avons  donné  les  définitions  de  la  proportion  & de  la  progreftion 
arithmétique  ( 3 1 & 37  ). 

ix^  B.  On  peut  exprimer  la  proportion  arithmétique  d’une  maniéré 
générale  en  cette  forte  , a . a-\-d  b . b , d , tn  fuppofant  que  le  con- 

féquent  furpafle  l’antécédent  de  la  quantité  d.  Mais , li  c’eft  l’antécédent 
qui  furpaft'e  le  conféquent  de  la  même  quantité  d , on  marquera  la  pro- 
portion en  cette  maniéré  y a.  a — d:  b . b — d.  On  exprime  quelquefois 
l’un  & l’autre  cas  enfemble , en  mettant  a. a-^d b. b±d. 

1 29  C.  On  peut  aufti  exprimer  la  progreftion  arithmétique  générale- 
ment en  cette  forte  , ,a-\-  d . a^id.  a-^^d.a-^/^d  ,a-{-  lÿdy  &c. 

lorfquelle  eft  croiflante;  & de  cette  maniéré , -f"  ^ ^ ^ ^ — 5 

d.a — Ôfc.  quand  elle  eft  décroiflànte,  i/eft  la  différence  d’un  terme  à 
l’autre  fuivant  : on  dit  que  c’eft  la  différence  qui  régné  dans  la  progreC- 
fîon.  Ces  deux  progreftions  peuvent  être  réunies  enfemble , en  prenant 
les  termes  de  la  fécondé  dans  un  ordre  rétrograde  en  cette  maniéré  , 
*-7- a — tÿd.a — ^d.a — -^d.a — zd.a — d.a.a-\-d.a-\-zd.a-\-'^d.a-\-^d y &c. 

129  X>.  Sia=o,&  d ==.1  y cette  progreftion  fe  réduira  à celle-ci  , 
-7 — 5.  — 4.  — 3.  — 2 — I. O. 1.2. 3. 4;  il  paroît  donc  que  zéro 
peut  être  le  terme  d’une  progreftion  arithmétique.  Il  eft  toujours  le 
premier  terme  d’une  progreftion  croiflante  , quand  le  fécond  terme  eft 
égal  à la  différence  qui  régné  dans  la  progreftion , comme  dans  cet 
exemple,  -7O.  2</.  3^/. 4^/.  5^/,  &c.  zéro  peut  aufti  être  un  terme 

d’une  proportion  arithmétique , comme  dans  cet  exemple  ,0-4:8. 12, 
parce  que  4 furpaft’e  zéro  de  la  même  maniéré  que  1 2 furpaffe  8 ÿ mais, 
zéro  ne  peut  être  un  des  termes  d’une  proportion  ou  d’une  progreftion 
géométrique  dont  les  autres  termes  font  des  quantités  finies  & déter- 
minées. 

' i2ÿ  E.  Puifque  toute  progreftion  arithmétique  peut  s’exprimer  en- 

2 ij 
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cette  maniere,~<z . a-j-i/,  a-\-id . efl croiflante^ 
ou  en  cette  autre  maniéré , —a.. a — d.a — zd.a. — &c.  quand 

elle  eft  décroüTante  ; il  s’enfuit  que  chaque  terme  d’une  progreflion 
arithmétique  e(l  le  premier  terme  plus  ou  moins  la  différence  multi- 
pliée  par  le  nombre  des  termes  après  le  premier , jufqu’au  terme  propofé. 
inclufivement  : ainfi  , le  troifieme  terme  après  le  premier  de  la  progref^ 
lion  ci-deffus  eft  Æ 3^^ou  — •^d.  Le  nombre  des  termes  après  le  pre- 

mier jufqu’au  terme  propofé  inclufivement  y eil  le  même  que  celui  de& 
termes  qui  précèdent  le  terme  propofé. 

1 29  F.  La  différence  du  premier  terme  à un  autre  de  la  progreflion  , 
eft  la  différence  du  premier  au  fécond , multipHée  par  le  nombre  de; 
termes  après  le  premier  jufqu’à  celui  dont  il  s’agit  inclufivement.  Soit 
a le  premier  terme  de  la  progreflion  , & la  différence  du  premier  au 
fécond , la  différence  du  premier  terme  au  huitième  de  la  progreflion  ^ 
qui  eft  le  feptieme  après  le  premier , eft  jd  j car  ce  feptieme  terme- 
après  le  premier  eft  a-|-  1 29  F.)  Or , la  différence  entre  a & a-f-  ’jdy 

eft  7</.  Si  la  progreflion  eft  décroiflànte  la  différence  eft — jd. 

TuÉO&ÊMB  1.  BT  FONDAMENTAL. 

130,.  JD  arts  une  proportion  arithmétique  , la  Jbmme  des  extrêmes  ejh' 
égalé  à lafomme  des  moyens,^ 

Soit  la  proportion  arithmétique  5 . 8 : 9 . 1 2 : je  dis  que  la  fomme 
des  extrêmes  3 -|- 1 a eft  égale  à la  fomme  des  moyens  8 

Dém  onstbation. 

Confidérez  que  fi  le  premier  extrême  5 eft  furpaflè  de  3 par  le  premier 
moyen  8 , aulfi  le  fécond  extrême  1 2 furpaffe  néceflairement  le  fécond 
moyen  9 de  la  même  quantité  3 ; autrement  y il  n’y  auroit  pas  de  pro- 
portion arithmétique  : donc,  le  défaut  du  premier  extrême  eft  compen- 
sé par  l’excès  du  fécond;  c’eft  pourquoi , la  fomme  des  extrêmes  54* 
doit  être  égale  à la  fomme  des  moyens  8-^-9. 

11  eft  évident  que  le  même  raifonnement  peut  être  appliqué  à tout 
autre  exemple  de  proportion  arithmétique , dont  les  conféquents  furpaf- 
lèroient  également  les  antécédents.  Ce  feroit  aufli  la  même  chofe  , fi  les 
antécédents  furpaffoient  également  les  conféquents  ; car , pour  lors  y^ 
l’excès  du  premier  extrême  compenferoit  le  défaut  de  l’autre. 

Autre  Démonstration. 

Si  Æ . 5 : e .J':  je  dis  que  a -\-f=zb  + e ; car  , foit  fiippofé  b plus  grand 
que  l’antécédent  a delà  quantité  d,  il  faudra  queyfoit  aufli  plus  grand 
que  fon  antécédent  e de  la  quantité  d ; autrement , il  n’y  auroit  pas  d& 
proportion  arithmétique  entre  les  quatre  grandeurs  u , é , e , Cela. 
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étant , é eft  égal  à puifque  h contient  & de  plus  d,  qui  eft  la 

différence  ou  l'excès  de  b fur  a : par  la  même  raifon  + d ; ainfi  y 

dans  la  proportion  a.b  : e .f,  on  peut  mettre  a à la  place  de é , 6c 
e-\-d à la  place de^',  ce  qui  donnera  tL . a-\-d:  e.e-\-d.  Or, il  eft  évident 
que  dans  cette  proportion  la  fomme  des  extrêmes  a-^e-\-d,  eft  égale 
à la  fomme  des  moyens  æ 4- puifque  ce  font  les  mêmes  grandeurs 
qui  compofent  la  fomme  des  extrêmes  & celle  des  moyens  i donc  , &Cr 
Si  les  antécédents  avoient  été  plus  grands  que  les  conféquents , en- 
forte  que  b eût  été  égal  à a — dy  ôc/^égal  à e — d y on  auroit  démontré 
la  même  chofe  en  fubftituant  a. — d à la  place  de  é , & e — d à celle  de  fi 
En  exprimant  la  proportion , comme  on  Pa  dit  art.  1 2^  il  n'y  a pas. 
befoin  de  démonftration. 

C0K01.1.ATRB. 

1 3 1 . Dans  une  proportion  continue  arithmétique  , la  fomme  des  ex- 
trêmes eft  égale  au  double  du  moyen  proportionnel  : par  exemple  y 
fi  on  a la  proportion  continue  arithmétique  -7  5 • 8 . 1 1 , la  fomme  des 
extrêmes  5 + * • ou  16  égale  8 + 8 ou  16,  double  du  moyen  propor- 
tionnel 8.  C'eft  une  fuite  manifefte  du  théorème , parce  que  le  double 
du  moyen  proportionnel  eft  la  fomme  des  moyens  , laquelle  par  confé- 
quent  doit  être  égale  à la  fomme  des  extrêmes. 

1 3 1 if.  Après  ce  que  l'on  vient  de  dire , il  n'eft  pas  difficile  d'apper- 
cevoir  comment  on  trouve  on  terme  d’une  proportion  arithmétique 
dont  les  trois  autres  font  connus.  Je  fuppofe  qu'on  connoiffe  les  trois' 
premiers  termes  a yb  ,Cy  6c  qu'on  cherche  le  quatrième  que  j'appelle 
X : par  l'hypothefe  a. . b i c , Xy  on  aura  donc  l'égalité  <z+^ir==é-l-£;  6c  par 
conféquent , en  retranchant  a de  part  6c  d'autre  ^ il  reftcra  xz=è-\-e — 
c'eft- à- dire  que , pour  avoir  le  quatrième  terme  cherché , il  faut  ajouter 
les  deux  moyens  enfemble  , 6c  retrancher  de  la  fomme  le  premier 
terme.  On  fera  voir  de  même  que , fi  on  a les  deux  extrêmes  avec  uir 
moyen , on  aura  l'autre  moyen , en  ajoutant  enfemble  les  deux  extrê- 
naes  > 6c  retranchant  le  moyen  connu  de  la  fomme  des  extrêmes.  Si  on 
a le§  extrêmes  a 6cy*avec  le  moyen  b , l'autre  moyen  fera  xz=a  -\f — b: 
131  C.  Si  la  propofition  eft  continue  , pour  trouver  le  troifîenie  ter- 
me on  doublera  le  moyen  proportionnel , 6c  on  retranchera  le  premier 
terme  : le  premier  terme  foit  a , le  fécond  é , le  troifleme  fèra;r=2é — ai 
fi  les  deux  extrêmes  font  connus , 6c  qu'on  cherche  le  moyen  propor-, 
tionnel , il  faut  ajouter  les  deux  extrêmes  6c  prendre  la  moitié  de  la 
fpmme.  Soient  les  deux  extrêmes  connus  a 6c  £ , le  moyen  proportion^ 
nel  X fera^*  j car  par  l'hypothefe æ .xix.es  donc,  ^x■=uL-^e^  6ceOi 
divifant  chaque  membre  par  2 ^ on  aura 


ï82  des  proportions. 

1 3 2.  La  propofition  inverfe  du  théorème  fondamental  eR  encore 
vraie  ; c’eft- à-dire  que , lila  fomme  des  extrêmes  ell  égale  à çelle  des 
moyens , les  quatre  grandeurs  font  en  proportion  arithmétique.  Par 
exemple  , fi  <z -)-/==  ^ -f- c , il  faut  que  a.b  \ e , f \ car  , la  fomme 
étant  égale  à cette  autre  il  eft  clair  que,  fi  b furpaife  a de  la  quan- 
tité t/ , il  faudra  quey'furpaffe  e de  la.  même  quantité  i autrement 
<i-|^'ne  feroit  pas  égal  à é-|-e  : ainfi,  on  aura  la  proportion  a.b:  e .J'y 
puifque  chacun  des  conféquents  b ôcj'  furpaflè  fon  antécédent  de  la 
même  quantité. 

1 3 3 . Il  fuit  de  là  qu*on  peut  faire  les  changements  appellés  alternant 
inverteado  dans  une  proportion  arithmétique  fans  la  détruire. 

THÉORÊniB  11. 

1335.  Dans  unej>rogrejJion  arithmétique  , la  Jomme  de  deux  termes 
également  éloignes  des  deux  extrêmes  y ejl  égale  à la  Jomme  de  ces  ex^ 
trêmes-, 

D^momstratiok. 

Dans  la  progreflîon  arithmétique  —a.b  .c . d .e .J. g , les  termes 
c&efont  également  éloignés  des  extrêmes  aôcgije  dis  donc  que 
c-j-ez=a-j-g  ; car  les  termes  côce  de  la  progrelfion  étant  également 
éloignés  des  extrêmes,  la  différence  de  àc  eft  égale  à celle  de  e à^, 
c^eft-à-dire,  qu^on  a la  proportion  arithmétique  a.cie.g  : ainu, 
c-\-e=xi-\-g 'y  ce  qu’il ^ falloit  démontrer. 

COROLXAIRB  I. 

1 3 3 C.  Si  le  nombre  des  termes  de  la  progreflîon  arithmétique  eft 
impair , le  double  du  terme  qui  eft  au  milieu  eft  égal  à la  fomme  des 
deux  extrêmes , ou  de  deux  termes  également  éloignés  des  extrêmes. 
Dans  notre  exemple  2«/=a-|-jg  ou  c-^e  j car , à caufe  de  la  progreflîon  , 
Qn  a c e , par  conféquent  2dt=c-j-e. 

C O R O L X A I R’  B .IL 

133D.  Si  on  multiplie  la  fomme  du  premier  & du  dernier  terme 
d’une  progreflîon  par  la  moitié  du  nombre  des  termes  qu’elle  contient , 
le  produit  fera  égal  à la  fomme  de  tous  ces  termes.  Si , par  exemple  , 
le  nombre  des  termes  eft  1 2 , il  faut  multiplier  la  fomme  du  premier 
St  du  derniei*  terme  par  6 ; mais , fi  le  nombre  des  termes  étoit  1 3 , il 
faudroit  multiplier  cette  fomme  par  6 j,  à caufe  du  terme  moyen. 

PRÔBXBMB  I. 

1 3 3 Æ".  Trouver  la  fomme  des  termes  d*une  progreffion  arithmétique 
dont  on  connoit  le  premier  terme  , la  différence  du  premier  au  fécond  & 
le  nombre  des  termes,  • 
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On  cherchera  d’abord  le  dernier  terme  par  l’article  (i  *9  -^)  » enfuite 
on  rajoutera  au  premier  ^ôc  on  multipliera  la  fomme  par  la  moitié  du 
nombre  des  termes  de  la  progreffion , le  produit  fera  la  fomme  des 
termes  (i  J 5 /)). 

ProB'Lbmb  il 

133F.  Les  deux  premiers  termes  d*une  progrejjfion  arithmétique  étant 
donnés  , trouver  les  termes  fuivants. 

Soient  les  deux  premiers  termes  a & 5 , on  trouvera  le  troifieme  en 
ôtant  le  premier  du  double  du  fécond  (i  3 1 C)  ,on  aura  le  quatrième  en 
ôtant  le  fécond  du  double  du  troifieme  : de  même,  on  aura  le  cinquième 
en  ôtant  le  troifieme  du  double  du  quatrième , ainfi  de  fuite  \ la  pro> 
greflion  fera  donc  a.h  . ib — a.'-^b — za  . 4^ — 3a.  tÿb — 4^  , &C. 
On  voit  que  la  différence  qui  régné  dans  la  progreffion  eft  b — a. 

Si  le  premier  terme  a de  la  progreffion  eft  zéro,  la  progreffion  de- 
vient — ^ 0 . 1 3 . 2^ . 3^  . 4^  . &c. 

On  peut  aufli  trouver  les  termes  de  la  progreffion  qui  fuivent  les 
deux  premiers  , en  ajoutant  au  terme  qui  précédé  celui  qu’on  cherche  , 
la  différence  du  premier  au  fécond  , quand  la  progreffion  eft  croiflante  > 
c’eft-à-dire  que  dans  ce  cas,  pour  avoir  un  terme,  par  exemple  le 
troifieme , il  faut  ajouter  la  différence  au  fécond  , la  fomme  fera  la 
troifieme  : de  même,  le  quatrième  eft  la  fomme  du  troifieme  & de  la 
différence.  Si  la  progreffion  va  en  diminuant , il  faut  ôter  la  différence 
du  terme  précédent , le  refte  fera  le  terme  fuivant.  Soit  d la  différence 
des  deux  premiers  termes  <i  & è , on  aura  dans  le  premier  cas  — a . a 
•\-d.a-\-2d.a-\-‘^d.a-\-^d,  &c.  ôc  dans  le  fécond  cas,  —a  . a — d .a- 
' — 2d .a — 3^/,  &c. 

Pkobxemb  III. 

1 3 3 <?.  Le  premier  terme  d*une progrejjion  arithmétique  étant  donné' 
avec  un  autre  dont  le  rang  foit  déterminé  ^ par  exemple  le  Jixieme 
trouver  les  termes  moyens  ou  interpofés. 

Il  ne  s’agit  que  de  trouver  le  lécond  terme  , puifque  , les  deux  pre- 
miers étant  connus , on  trouvera  facilement  les  autres  par  le  problème, 
précédent.  Soit  donc  le  premier  terme  a , le  fixieme  m , & fuppofons. 
que  la  progreffion  eft  croiflante  : ce  fixieme  terme , qui  eft  le  cinquième 
après  le  premier , eft  la  fomme  de  a & de  la  différence  d’un  terme  à l’autre 
fuivant , multipliée  par  5 (1  lyF),  Si  donc  du  terme  connu  /non  ôte 
le  premier  terme  a , & qu’on  divife  le  refte  m — a par  5 , le  quotient 
fera  la  différence  : fi  on  ajouté  cette  différence  au  premier  terme  , li> 
fomme  fera  le  fécond  terme.  Or,  quand  on  aura  le  fécond  terme  , oifc 


li 
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trouvera  facilement  les  fuivants  par  le  Problème  II,  article  1 53  Le 

j>remier  étant  fuppofé  10 , le  fixieme  30  , le  fécond  fera  14. 

Si  le  premier  terme  æ = o , pn  divifera  lîmplement  le  terme  m par 
5 , le  quotient  fera  le  fécond  terme  , parce  que,  quand  le  premier  terme 
eft  zéro , le  fécond  terme  eft  la  différence  de  la  progrelTion. 

Quand  la  progreflion  eft  décroiffante , le  terme  m eft  le  premier  terme 
a.  moins  la  différence  multipliée  par  5 , (je  fuppofe  qu’il  y a 5 termes 
après  a.  jufqu’à  m inclufivement  ).  Si  donc  on  ôte  /«  de  æ , le  refte  a — m 
fera  la  différence  multipliée  par  5 : par  conféquent , fi  on  divife  ce  refte 
a — /«par  5,  le  quotient  fera  la  différence,  laquelle  étant  ôtée  du 
premier  terme  æ , le  refte  fera  le  fécond  terme.  Si  le  premier  terme  eft 
3 O & le  fixieme  i o , le  fécond  fera  14. 

Problème  IV. 

1 3 3 /f.  Trouver  tant  de  moyens  proportionnels  aritkmeiiques  qvdon 
voudra  entre  deux  termes  donnes  a 6*  m. 

La  pratique  de  ce  problème  paroît  clairement  après  ce  que  nous 
venons  de  dire  dans  le  précédent.  Il  fuffit  dediviferm — a ou  a — m par 
le  nombre  des  termes  après  a jufqu’à  m inclufivement  : fi  donc  on  veut 
avoir  quatre  moyens  proportionnels  entre  a & m,  on  divifera  jn — a ou 
A — 7n  par  5 , félon  que  la  proportion  fera  croiffante  ou  décroiffante. 
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* 34’  T Orfqu’on  conçoit  qu’un  tout  eft  divifé  en  parties  aliquotes  ou 
1 J égales  , & qu’on  prend  un  certain  nombre  de  ces  parties  , 
cela  s’appelle  Jraclion  : on  peut  donc  dire  qu’une  fradlion  n’eft  autre 
ch'ofe  qu’une  ou  plufieurs  parties  aliquotes  d’un  tout.  La  fraftion  s’ex- 
prime par  deux  nombres,  dont  l’un  marque  en  combien  de  parties 
égales  le  tout  eft  divifé , & on  l’appelle  dénominateur  \ & l’autre  montre 
combien  on  prend  de  ces  parties , &on  le  nomme  numérateur  : on  écrit 
. le  dénominateur  au-deffousdu  numérateur  en  lesféparant  par  une  petite 
ligne , en  cette  forte , { : on  énonce  cette  fraâion  en  difant , trois  cin- 
quièmes : 3 eft  le  numérateur  , parce  qu’il  défigne  combien  on  prend 
4e  parties  > c’eft-à-dire , de  cinquièmes  ; & 5 eft  le  dénominateur  , 
parce  qu’il  marque  que  le  tout  eft  divifé  en  cinq  parties  égales. 

1 3 5.  Si  la  fraâion  eft  exprimée  par  des  lettres , comme  j ,elle  marque 
que  le  tout  eft  partagé  en  un  nombre  de  parties  qui  eft  indéterminé  de 
défigné  par  le  dénominateur  é , & qu’on  prend  auffi  un  nombre  indé- 
. tçrmioé  de  çes  parties  qui  eft  marqué  par  le  numérateur  «, 
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136.  Le  numérateur  d’une  fraôion  peut  être  égal,  ou  plus  petit  ou 
plus  grand  que  fon  dénominateur  : lorfque  le  numérateur  eft  égal  au 
dénominateur,  la  fraétion  eft  égale  au  tout,  que  l’on  regarde  comme 
l’unité  : par  exemple  ,5=1.  La  raifon  en  eft  qu’un  tout  eft  égal  à 
toutes  Tes  parties  enfemble  j ainfi  quatre  quatrièmes , marqués  par  la 
fraâion  ^ , valent  le  tout  : fi  le  numérateur  eft  plus  petit  que  le  déno- 
minateur, la  fraétion  vaut  moins  que  l’unité  : telle  eft  la  fraétion  Enfin  , 
quand  le  numérateur  eft  plus  grand  que  le  dénominateur , la  fraâion 
eft  plus  grande  que  l’unité,  comme  On  peut  ajouter  que , quand  le 
numérateur  eft  le  quart,  le  tiers,  la  moitié,  les  trois  quarts,  &c.  du 
dénominateur,  la  fraétioh  eft  le  quart,  le  tiers,  la  moitié,  les  trois 
quarts,  6cc.  de  l’unité.  En  général ,1a  fraâion  eft  par  rapport  à l’unité 
ce  que  le  numérateur  eft  par  rapport  au  dénominateur  : par  exemple, 
la  fraâion  | eft  à i comme  4 eft  à 7 j car  i = | ; or  ^ eft  à j comme  4 à 7. 
Appelions  chaque  feptieme  a , cette  proportion  Te  réduira  à celle-ci , 
4a . 7Æ  ::  4 . 7 , qui  eft  évidente  par  elle  même. 

1^6 B.  Q.uoique  nous  difions qu’une  fraôion  peut  être  égale  à l’unité, 
ou  même  plus  grande,  cependant,  à parler  à la  rigueur,  lafraétion 
proprement  dite  eft  toujours  moindre  que  l’unité , parce  que  la  fraétion 
eft  une  ou  plufieurs  parties  égales  d’un  tout  confidéré  comme  l’unité. 

137.  Si  on  a deux  fraâions  dont  les  numérateurs  foient  moindres 
que  leurs  dénominateurs  & qu’ils  en  different  également , celle  qui 
eft  exprimée  par  de  plus  grands  nombres  eft  la  plus  grande  : ainfi , de 
ces  deux  fraâions  |f  & ^ , dont  les  numérateurs  different  de  leurs  déno- 
minateurs feulement  par  l’unité , la  première  eft  plus  grande  que  la 
fécondé , car  la  première  eft  plus  petite  que  le  tout , feulement  d’un 
quinzième , puifque  la  fraétion  eft  égale  au  tout , au  lieu  que  la  fécondé 
eft  moindre  que  le  tout  d’un  dixième.  Or,  il  eft  évident  qu’un  quin- 
zième eft  plus  petit  qu’un  dixième  : donc  la  première  différé  moins  du 
tout  que  la  fécondé  j ainfi  elle  eft  plus  grande  que  cette  fécondé. 

Mais,  fi  les  numérateurs  font  plus  grands  que  les  dénomina- 
teurs » & qu’ils  en  different  également , la  fta<ftion  exprimée  par  de 
plus  grands  nombres  eft  la  plus  petite  : la  fraâion  ^ eft  moindre  que 
cette  autre  g,  parce  que  la  première  ne  furpaffe  l’unité  que  d’un 
douzième , au  lieu  que  la  fécondé  furpaffe  l’unité  d’un  fixieme. 

138.  Puifqu’une  fraétion  eft  égale  à i ,. quand  le  numérateur  & le 
dénominateur  font  égaux,  il  fuit  qu’elle  eft  égale  à z , fi  le  numérateur 
eft  double  du  dénominateur^  qu’elle  vaut  3 , fi  le  numérateur  eft  triple 
du  dénominateur  ; qu’elle  vaut  4 , s’il  eft  quadruple , &c.  par  exemple  , 
lafraéÜon^  étant  égale  à i j on  a aulfi  |=  2,  = 3 , v==4>  t = 5j&Ç* 

/.  Partie,  A a 
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c’eft-à-dire  que  * fi  quatre  quatrièmes  valent  i , huit  quatrièmes  valent  2^ 
douze  quatrièmes  valent  3 , &c.  ce  qui  eft  évident , puifque  huit 
quatrièmes  font  le  double  de  4 quatrièmes , & que  douze  quatrièmes 
en  font  le  triple , &c.  En  général , la  valeur  d’une  fraélum  dépend  du 
nombre  de  fois  que  le  numérateur  contient  le  dénominateur  ; enforte 
qu’une  fraélion  eft  toujours  égale  au  quotient  du  numérateur  divifé 
par  le  dénominateur  : par  exemple , la  fraélion  ^ eft  égale  à 5 , parce 
que  le  quotient  de  20,  divifé  par  4,  eft  5.  Or,  nous  avons  vu  que  U 
valeur  d’une  raifon  étoit  aufli  égale  au  quotient  de  l’antécédent  divifé 
par  le  conféquent  (2  5)  : ainfi , pour  me  fervir  du  même  exemple , la 
raifon  de  20  à 4 eft  égale  à 5 ; c’eft  pourquoi  la  fraétion  ^ eft  la  même 
chofe  que  la  raifon  de  20  à 4;  & en  général,  une  fraélion  eft  la  même 
chofe  que  le  rapport  ou  la  raifon  du  numérateur  au  dénominateur  : 
c’eft  une  fécondé  notion  que  l’on  peut  donner  de  la  fraékion. 

On  voit  par  ce  que  nous  venons  de  dire , que  le  numérateur  d’une 
fraébon  peut  aufli  être  appellé  antécédent  & dividende^  & que  le 
dénominateur  peut  de  même  être  appellé  conjéquent  & divifeur. 

139.  Lorfque  le  numérateur  eft  mojndre  que  le  dénominateur, 
quoique  l’on  ne  puifîe  faire  alors  la  divifion  du  premier  par  le  fécond, 
la  fraétion  eft  cependant  une  diviflon  indiquée  \ ainfi , la  fradtion  | 
marque  que  3 eft  divifé  par  5 , c’eft- à- dire,  que  l’on  prend  feulement 
la  cinquième  partie  de  3 : je  dis  la  cinquième  partie , parce  que  le 
dénominateur  eft  5 ; de- là  il  fuit  que  cette  expreflion  trois  cinquièmes  y 
de  celle-ci , la  cinquième  partie  de  trois,  fignifie  la  même  chofe  , puifque 
la  fradtion  j peut  être  énoncée  de  l’une  & de  l’autre  maniéré.  11  en  eft  de 
même  des  autres  fradkions  ; celle-ci , par  exemple  ^ , peurêtre  énoncée 
en  difant,  douze  quatrièmes,  ou  la  quatrienve  partie  de  douze:  la 
première  expreflion  eft  la  plus  ordinaire , & répond  diredtement  à la 
première  notion  qu’on  a donnée  des  fradtions. 

140.  Pour  mieux  concevoir  que  trois  cinquièmes  & la  cinquième 
partie  de  trois  font  la  même  chofe , appliquons  ces  deux  expreflîons  à 
un  exemple  particulier  : je  dis  donc  que  trois  cinquièmes  d^un  écu  , 
6c  la  cinquième  partie  de  trois  écus , font  la  même  valeur  ; car , fi  la  pre* 
miere  expreflion  marque  trois  cinquièmes,  quoique  la  fécondé  exprime 
feulement  un  cinquième , aufli  en  récompenfe  cette  fécondé  expret 
Eon  fignifie  que  l’on  prend  la  cinquième  partie  de  trois  écus,  au  lieu 
que  la  première  marque  que  l’on  ne  prend  que  trois  cinquièmes  d’un 
feul  écu,  ce  qui , comme  on  voit,  revient  à la  même  chofe  : d’ailleurs, 
chacune  de  ces  expreflions  fignifie  une  quantité  triple  du  cinquième 
d’un  écu , & par  conléquent  elles  défignent  des  quantités  égales. 
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1 41 , Il  paroît  par-là  que  la  quantité  | æ ou  } x eft  égale  à ^ , puifque 
la  première  eft  trois  cinquièmes  de  la  grandeur  <i , & la  fécondé  eft  la 
cinquième  partie  de  trois  a.  : de  même  i<z=^ouj,&3Xa=3.  Cette 
expreflîon  ^ X lignifie  la  fraétion  3 multipliée  par  a , ou  a multiplié 
par  3,  & celle-ci  3 fignifie  a divifé  par  d:  c’eft  donc  la  même  chofe  de 
multiplier  a par  3 , ou  de  divifer  a.  par  d. 

142. 11  fuit  de  ce  qu’on  a dit  jufqu’ici , qu’une  fradion  eft  d’autant 
plus  grande,  que  le  numérateur  eft  grand  par  rapport  au  dénominateur  : 
par  exemple , la  fraâion  ^ eft  plus  grande  que  | i au  contraire , une 
iraétion  eft  d’autant  plus  petite  que  le  dénominateur  eft  grand  pat 
rapport  au  numérateur  : par  exemple , \ eft  moindre  que 

143. 11  &ut  obferver  qu’une  fraétion  peut  changer  de  termes  fans 

changer  de  valeur.  Exemples  : parce  qu’il  y a même  raifon  de  5 

à 10  que  de  3 à 6 : de  meme  > en  un  mot,  quand  le  rapport  qui 
eft  entre  les  deux  termes  d’une  fra(ftion  eft  égal  au  rapport  qui  eft 
entre  les  deux  termes  d’une  autre  fraâion,  les  valeurs  de  ces  deux 
fraéiions  font  égales. 

On  fait  fur  les  fractions  les  mêmes  opérations  que  fur  les  entiers, 
& on  en  fait  aufti  de  particulières , dont  les  principales  confiftent  à les 
réduire  à de  plus  petits  termes , à les  réduire  au  même  dénominateur , 
à réduire  les  entiers  en  fraétions , & les  firaétions  en  entiers  j enfin , à 
évaluer  les  frayions.  Nous  allons  donner  la  méthode  de  faire  toutes  ces 
opérations , tant  communes  que  particulières , en  comn^nçant  par 
celles-ci  ^ & quoique  les  réglés  que  nous  donnerons  conviennent 
également  aux  fraâions  numériques  & aux  frayions  algébriques , c’eft> 
à-dire , qui  font  exprimées  par  lettres  , cependant  nous  parlerons  prefque 
toujours  des  fraétions  en  nombres  que  nous  nous  propofons  principale- 
ment , & nous  donnerons  feulement  des  exemples  des  fraétions  en 
lettres , pour  faire  voir  que  la  réglé  peut  y être  appliquée. 

déduire  les  Fretetions  à d^  moifj.dres  termes. 

144.  Pour  réduire  une  fraétion  à de  moindres  termes,  il  faut  divifer 
le  numérateur  ôc  le  dénominateur  par  le  même  divifeur,  6c  les  deux 
quotients  feront,  une  fraûion.de  même  valeur  que  la  propofée,  quoique 
les  ternies  en  foient  plus  petitss-  Exemple  : la  fraâiion  peut  fe  réduire 
à de  plus  petits  termes,  en  divifant  le  numérateur  6t  le  dénominateur 
par  Z y on  aura  31^73  : de  même,  fioa  divife  par  % les  termes  de  la 
ftaétion  a , il  viendra.^  =^. 

^ f 

Four  réduire. la  firaâion  ^gi^rique.  à de  moindres»  termes, vil 

A a ij 
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faut  divifer  le  numérateur  & le  dénominateur  par  le  divifeur  commun  d, 

a ai  ■ 

on  aura 

Il  y a bien  de  la  différence  entre  divifer  les  termes  d’une  fraftion  & 
divifer  la  fraâion  même  : nous  expliquerons  dans  la  fuite  la  méthode 
de  divifer  une  fraâion. 

145.  La  maniéré  la  plus  facile  de  réduire  les  fraéUons  numériques 

à de  plus  petits  termes , efl  de  prendre  la  moitié  du  numérateur  6c 
celle  du  dénominateur.  Exemple  : ^ = f*.  Autre  exemple  : 

|s=|3=îl==^=f.  En  prenant  la  moitié  du  numérateur  6c  celle  du 
dénominateur,  on  fait  la  même  chofe  que  fi  on  divifoit  l’un  6c  l’autre 
par  2. 

11  eft  clair  qu’on  ne  peut  fe  fervir  de  cette  méthode  que  quand  les 
deux  termes  de  la  fiaétion  font  chacun  des  nombres  pairs  : c’cft 
pour  cela  que , dans  le  premier  exemple , on  efi  refié  à la  fraéfion  , 
quoiqu’on  puifie  encore  la  réduire  à de  moindres  termes  en  faifant  la 
divifion  par  5 , ce  qui  donnera 

La  méthode  de  réduire  une  fraâion  à de  moindres  termes , en  divi> 
fant  le  numérateur  6c  le  dénominateur  par  un  divifeur  commun , efl 
fondée  fur  le  huitième  principe  (19)  touchant  les  raifons,  dans  lequel 
on  a fait  voir  que , fi  on  divife  deux  grandeurs  par  une  troifieme  ,laraifon 
des  quotients  efi  égale  à celle  des  grandeurs  avant  la  divifion  : ce  prin* 
cipe  doit  s’appliquer  aux  fraétions , puifque  ce  font  de  véritables  raifons; 

D’ailleurs , en  divifant  les  deux  termes  d’une  fraétion  par  le  même 
divifeur,  on  diminue  le  nombre  des  parties  à proportion  qu’on  en 
augmente  la  grandeur  : par  exemple,  en  divifant  les  deux  termes  de  la 
fraélion  par  3 , les  parties  défignèes  par  le  dénominateur  de  la  nou- 
velle fraâion  | font  trois  fois  plus  grandes  qu’elles  n’étoient  mais  aufil 
il  y en  a trois  fois  moins , (avoir  4 au  lieu  de  1 2 : ainfi , les  deux 
fraélions  6c  | font  de  même  valeur. 

RsHAa  qvEf. 

I. 

1 46.  Plus  le  divifeur  eft  grand  , plus  les  termes  auxquels  la  fraction 
efi  réduite  font  petits  : par  exemple , fi  on  divife  les  deux  termes  de  la 
fraélion  par  6,  on  aura  la  fraélfon  *,  dont  les  termes  font  plus  petits 
que  fi  on  avoit  divifé  le  numérateur  6c  le  dénominateur  de  la  même 
fraéüon  ^ par  2 , ce  qui  auroit  donné  ^ : cela  vient  de  ce  que , plus  le 
divifeur  eft  grand , plus  le  quotient  eft  petit , quand  c’eft  le  même 
nombre  qu’on  divife  par  un  grand  ôc  un  petit  divifeur. 
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IL 

147.  Q\iand  un  des  termes  eft  Punité,  il  eft  impolllble  de  réduire 
la  fraftion  à de  plus  petits  termes  : par  exemple  , j ne  peut  fe  réduire  à 
de  moindres  termes.  De  même , quand  le  numérateur  n’eft  furpafle  que 
d’une  unité  par  le  dénominateur , on  ne  peut  aufli  réduire  la  fraétion 
à de  moindres  termes  : par  çxemele,  la  fraétion  7^  ne  peut,  être  réduite. 

Nous  avons  dit  dans  la  première  remarque  qui  précédé,  que  plus  le 
divifeur  eft  grand , plus  les  termes  auxquels  la  fraÂion  eft  réduite  font 
petits  ; d’oà  l’on  peut  conclure  que , ft  on  divifoic  le  numérateur  & le 
dénominateur  par  le  plus  grand  divifeur  commun  , pour  lors  la  frac- 
tion feroit  réduite  aux  plus  petits  termes  poftlbles.  Or , il  y a une  mé- 
thode pour  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  de  deux  nombres  > 
que  nous  allons  expofer  dans  le  Problème  fuivant. 

Problème. 

1 47  J?-  Trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  de  deux  nombres. 

Il  faut  divifer  le  plus  grand  ncMnbre  par  le  plus  petit  ; & ft  la  divifton 
fe  fait  exaélement,  c’eft- à-dire  fans  refte,  le  plus  petit  nombre  eft  le 
plus  grand  divifeur  commun , comme  on  le  verra  dans  le  deuxieme 
exemple  : mais , s’il  y a un  refte , il  faut  divifer  le  nombre  qui  a fervi  de 
divifeur  par  ce  refte  ; & ft  la  divifton  fe  fait  exaôement , le  refte  par 
lequel  on  a divifé  eft  le  plus  grand  divifeur  commun.  Que  s’il  y a un  refte 
^ après  la  fécondé  divifton , il  faut  divifer  le  nombre  qui  vient  de  fervir  de 

divifeur  par  le  refte  de  la  fécondé  divifton  j & ft  la  troifteme  divifton  fe 
fait  exaétement,  le  fécond  refte  par  lequel  on  a divifé  eft  le  plus  grand 
divifeur  commun  : mais , s’il  y a encore  un  refte  après  la  troifteme  divifton, 
il  faut  continuer  d’opérer  de  la  même  maniéré  \ enforte  que  le  nombre 
qui  a fervi  de  divifeur  foit  divifé  enfuite  par  le  dernier  refte , & ainfi  de 
fuite  jufqu’à  ce  qu’on  ait  trouvé  un  divifeur  exaét;  ce  fera  le  plus  grand 
divifeur  commun  des  deux  nombres  propofés.  Si , en  faifant  toutes  les 
diviftons  que  nous  avons  marquées,  il  ne  fe  trouvoit  point  d’autre 
divifeur  exaâ  que  l’unité , elle  feroit  le  plus  grand  divifeur  commun. 

Dans  toutes  les  diviftons  prefcrites  pour  cette  opération , on  ne  fait 
point  d’attention  aux  quotients , mais  feulement  au  divifeur  & au  refte 
de  chaque  divifton , afin  que  l’un  ferve  de  dividende , & l’autre,  c’eft- 
à-dire  le  refte , ferve  de  divifeur  dans  la  divifton  fuivante , comme  onl 
vient  de  le  dire. 

Soient  les  nombres  5120  & 504  dont  il  s^’agit  de  trouver  le  plus 
grand  divifeur  commun.  11  faut  d’abord  divifer  5 120  par  le  moindre 
nombre  504:  on  trouve  au  quotient  10,  Sc  il  ^fte  bo,  on  ne  fait 
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point  d’ufage  du  quotient  ; mais  on  divife  504,  qui  étoit  le  divifeur, 
par  le  refte  80.  Cette  fécondé  divifion  étant  faite,  on  trouve  au  quo- 
tient 6 avec  le  refte  24  : on  fait  encore  la  divifion  du  dernier  divifeur 
80  par  le  refte  24,  en  négligeant  toujours  le  quotient  j & après  cette 
troifieme  divifion , il  y a encore  un  refte , favoir  8 , par  lequel  on 
divife  enfin  24 , qui  étoit  le  divifeur  dans  la  troifieme  divifion.  Or , la 
quatrième  divifion  ne  laifiant  point  de  refte  , c’eft  une  marque  que  8 
eft  le  plus  grand  divifeur  commun  de  5 1 20  & de  504. 

Si  on  propofe  de  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  de  46  & 
de  1 242 , il  faut  divifer  le  plus  grand  nombre  1 242  par  46  j & comme 
cette  divifion  fe  fait  exactement , on  eft  afiliré  que  le  plus  grand  divi- 
feur commun  de  46  ôc  de  1242  eft  le  nombre  46.  Cela  eft  évident, 
car  le  plus  grand  divifeur  commun  de  46  6c  de  1 242  doit  être  divifeur 
de  46.  Or , 46  eft  divifeur  de  46 , parce  que  toute  quantité  eft  contenue 
une  fois  dans  elle-même  ; 6c  d’ailleurs  il  n’y  a point  de  nombre  plus 
grand  que  46  qui  puifte  divifer  ce  nombre  46  : donc , puifque  46 
divife  aufiî  1242  exactement,  il  s’enfuit  qu’il  eft  le  plus  grand  divifeur 
commun  de  46  6c  de  1 242. 

Enfin , fi  on  cherche  le  plus  grand  divifeur  commun  de  8 1 6c  de 
345  , on  verra  que  c’eft  l’unité , parce  qu’en  faifant  les  différentes 
divifions  prefcrites  par  la  méthode,  on  ne  trouvera  aucun  divifeur 
exaCt  avant  l’unité. 

Avant  de  démontrer  la  méthode  propofée  pour  trouver  le  plus  grand 
divifeur  commun , il  eft  néceffaire  de  donner  les  axiomes  fuivants , fur 
lefquels  la  démonftration  eft  fondée. 

Premier  Axiome. 

147C.  Tout  divifeur  exaCt  d’une  grandeur  eft  aufiî  divifeur  exaâ; 
des  multiples  de  cette  grandeur  : par  exemple , 3 étant  divifeur  exa^ 
de  1 2 , il  eft  aufiî  divifeur  exaCt  de  5 fois  1 2 ou  de  60,  multiple  de  1 2. 
En  général,  fi  d eft  divifeur  exaCt  de  il  eft  aulfi  divifeur  exaCt  de  ab, 

multiple  de  ^ (on  fuppofe  que  a fignifie  un  nombre  entier)  j c’eft- 
à-dire  que,  fi  d eft  contenu  exactement  dans  il  eft  aufiî  contenu 
exaClement  dans  chaque  multiple  de  ^ ; fi , par  exemple , d eft  contenu 
trois  fois  fans  refte  dans  ^ , il  eft  évident  qu’il  fera  contenu  exactement 
cinq  fois  davantage  dans  5^. 

Second  Axiome. 

147ZX  Ün  divifeur  exaCt  de  chacune  des  parties  d’un  tout  eft  aufiî 
divifeur  exaCt  du  tout  ; par  exemple,  6 étant  divifeur  de  18  6c  de  12, 
il  eft  aulft  divifeur  de  30 , dont  j 8-  6c  1 2 font  les  deux  parties  ; de  même. 
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en  lettres , fi  a=ib-^c^  & que  d foit  djvifeur  de  ^ & de  c,  il  eft  aufli 
diyifeur  de  a ,•  car  il  eft  évident  que , fi  eft  contenu  exactement  dans  b 
& dans  c: , il  efi;  aufil  contenu  exactement  dans  le  tout  a , dont  b de  c 
font  les  deux  parties. 

Troisième  Axiome. 


1 4/i?.  Un  divifeur  exaCt  d’une  grandeur  & d’une  de  fes  parties  eft 
aufli  divifeur  exaCt  de  l’autre  partie , qui , avec  la  première , égale  le 
tout  : par  exemple , 4 éi?ant  divifeur  de  20  & de  1 2 , partie  de  20 , eft 
aufli  divifeur  exaft  de  b , autre  partie  de  20.  En  général  ,fia=^-j-^> 
& que  foit  divifeur  du  tout  <z  & de  fa  partie  ^,il  eft  aufli  divifeur  de 
autre  partie  de  a : c’eft  comme  fi  l’oh  difoit  que , fi  eft  contenu 
exactement  dans  le  tout  a.  & dans  la  partie  b,  'û  eft  aufli  contenu 
exaâement  dans  l’autre  partie  c. 

Cela  pofé , que  la  plus  grande  des  deux  quantités  dont  on  cherche 
le  plus  grand  divifeur  commun  foit  nommée  a & l’autre  ^ & le  quotient 
de  a divifé  par  b foit  repréfenté  par  /tz  6c  le  refte  par  c : on  fait  que  le 
refte  de  la  divifion , ajouté  au  produit  du  divifeur  par  le  quotient , eft 
égal  au  dividende;  par  conféquent  a-=zbm-\-c.  Suivant  la  méthode 
propofée , b doit  être  le  dividende , 6c  c le  divifeur  de  la  fécondé  divifion, 
dont  le  quotient  fera  appellé  n 6c  le  refte  d;  on  aura  donc  encore 
comme  dans  la  première  divifion  b=cn^d.  Comme  nous  fuppofons 
que  la  fécondé  divifion  n’a  pu  être  faite  exadiement,  non  plus  que  la 
première , il  en  faut  faire  une  troifienie  en  prenant  c pour  dividende 
6c  d pour  divifeur , lequel  nous  fuppoferons  divifer  exactement  c , 6c 
donner  au  quotient  yV  ainfi  c=.df. 


Nous  avons  donc  les  trois  f 

égalités  ou  équations.  ^ ZI ^ 

Il  s’agit  de  faire  voir,  1®.  que  d,  premier  divifeur  exaCt  qu’on  a 
trouvé,  eft  divifeur  exaÂ  des  quantités  propofées  a.  6c  é/  2®.  que  d 
eft  le  plus  grand  divifeur  commun  de  a 6c  de  ^ ; c’eft  ce  que  nous 
allons  démontrer. 


DiMOMSTRàTlOM. 


1 47  F.  PREMIERE  Partie.  </eft  divifeur  de  c par  l’hypothefe  ; 
donc  il  eft  divifeur  de  en , multiple  de  c ( 1 47  C),  D’ailleurs , il  eft  divi- 
feur de  lui- même , parce  que  toute' grandeur  eft  contenue  une  fois  dans 
elle-même  ; donc  d étant  divifeur  de  en  6c  de  d,  il  eft  divifeur  de 
égal  à en-\-d  (i  47D)  : d étant  divifeur  de  é,  il  eft  aufli  divifeur  de  bm^ 
tnultiple  de  b / mais  fi  eft  encore  divifeur  de  c par  l’hypothefe  : donc  il 
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eft  divifeur  àe  a j égal  à bm-\-c;  ainfi,  d e(l  divifeur  de  a & de  5,  ce 

qu’il  falloic  démontrer  en  premier  lieu. 

I ^jG.  Seconde  Partie.  Le  plus  grand  jdivifeur  commun  de  a. 
& de  é eft  divifeur  de  multiple  de  h (14^0»  donc  étant  divifeur 
de  a & de  bm  , partie  de  a , il  eft  aulïi  divifeur  de  c , autre  partie  de  la 
grandeur  a , égale  à bm-\-c  (147J?).  Le  plus  grand  divifeur  commun 
de  a & de  ^ eft  donc  divifeur  de  c;  par  conféquent  il  eft  divifeur  de  en, 
multiple  de  c : d’oil  il  fuit  qu’il  eft  aufli  divifeur  de  d^  parce  qu’étant 
divifeur  du  tout  é,  égal  à cn-\-d  & de  fa  partie  c/i,  il  faut  qu’il  foit 
aufli  divifeur  de  l’autre  partie  d.  Voilà  donc  le  plus  grand  divifeur 
commun  de  a & de  é qui  eft  divifeur  de  d;  donc  d eft  lui-même  ce  plus 
grand  divifeur  commun , autrement  d auroit  un  divifeur  plus  grand 
que  d lui-  même , ce  qui  eft  impoflîble. 

On  a fuppofé  dans  cette  démonftration  qu’il  ne  falloir  faire  que  trois 
divifions  pour  trouver  un  divifeur  exaél  j mais  il  eft  facile  d’appercevoir 
que , s’il  y avoir  plus  de  trois  divifions  à faire  , le  même  raifonnemeiit 
feroit  voir  que  le  premier  divifeur  exaét  que  l’on  trouveroit  feroit  le 
plus  grand  divifeur  commun  des  deux  nombres  propofés. 

147//.  Nous  avons  obfervé  que , pour  réduire  une  fradlion  aux  plus 
petits  termes , il  faut  divifer  le  numérateur  & le  dénominateur  par  le 
plus  grand  divifeur  commun;  ainfi,  la  fraftion  fera  réduite  aux 
plus  petits  termes , en  divifant  les  deux  nombres  5 1 20  & 504  par  8 , qui 
eft  leur  plus  grand  divifeur  commun , ce  qui  donnera  pour  quotients 
640  & 6 3 , defquels  il  faut  faire  la  fraélion  qui  eft  égale  à & qui 
eft  réduite  aux  plus  petits  termes.  De  même , la  fraâion  fe  réduit 
à parce  qu’en  divifant  46  & 1242  par  leur  plus  grand  divifeur 
commun , qui  eft  46 , on  nouve  pour  quotients  i ôc  27.  Enfin , la  frac- 
tion^ ne  peut  être  réduite  à de  plus  petits  termes,  puifqu’en  divifant 
le  numérateur  & le  dénominateur  par  l’unité,  qui  eft  leur  plus  grand 
divifeur  commun , les  quotients  ne  font  pas  différents  des  dividendes. 

On,  peut  voir  à préfent  pourquoi  les  fraftions , dont  on  a parlé  dans 
la  fécondé  remarque  précédente , ne  peuvent  être  féduites  à de  plus 
petits  termes,  car  il  eft  vifible  qu’elles  n’ont  pas  d’autre  diyifeur 
commun  que  l’unité. 

Réduire  les  TraMlons , au  même  dénominateur,  . 

148.  Pour  réduire  deux  fraâions,  commet  &|  au  même  dénomi- 
nateur fans  en  changer  la  valeur , il  faut  multiplier  les  deux  termes  de 
Ta.  première  par  3 , dénominateur  de  la  fécondé,  il  vient  ^ , & multiplier 
pareillement  les  deux  termes  de  la  fécondé  par  6 , dénominateur  de  la 

première, 
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pfetniere ce  qui  donne  aufli  H ; les  deux  ftaftions,  réduites  font  donc 
^ & jg , qui  font  de  même  valeur  que  les  deux  premières  | & y , & qui 
ont  néceflairement  le  même  dénominateur  1 8< 

Il  y a deux  chofes  à démontrer  fur  cette  réglé  : la  première , eft  qu’en 
fuivant  la  méthode  prefcrite , les  deux  fraâions  réduites  font  de  même  • 
valeur  que  les  propofées  i & la  fécondé , que  les  deux  fraéUons  réduites 
ont  un  même  dénominateur  : c’en  ce  que  nous  allons  faire  voir. 

1 ° ■ Les  deux  fraâions  réduites  font  de  même  valeur  que  les  deux 
premières  ; car , fi  on  multiplie  deux  grandeurs  par  une  troifieme  , la 
railbn  des  produits  eft  égale  à celle  des  racines  (i8)<  Or,  en  fuivant 
la  méthode  prefcrite , les  deux  termës<  de  la  première  fraétion  font 
multipliés  pax  un  même  nombre , favoir , par  le  dénominateur  de  la 
fécondé , & de  même  les  deux  termes  .de  la  fécondé  font  multipliés 
par  le  dénominateur  de  la  première  j ainft , les  deux  nouvelles  fractions 
font  égales  aux  deux  premières. 

On  peut  dire  auftî  que , fi  les  deux  nouvelles  frayions  contiennent  un 
plus  grand  nombre  de  parties  que  les  premières , auftl  ces  parties  font 
plus  petites  à proportion  que  celle  des  premières  ÿ par  conféquent  les 
deux  fraébions  d’une  part  font  égales  aux  deux  autres. 

2^.  Les  deuxfraébons  réduites  ont  le  même  dénominateur , puifqu’en 
fuivant  la  méthode , le  dénominateur  de  la  première  fraétion  réduite 
eft  le  produit  de  6 par  3 , & le  dénominateur  de  la  fécondé  eft  le 
produit  de  3 par  6 , lefquels  produits  font  néceflairement  égaux. 

149.  S’il  y avoit  trois  fraâions  à réduire  au  même  dénominateur,  il 
faudrait  multiplier  le  numérateur  & le.  dénominateur  de  chacune  par 
le  produit  des  dénominateurs  des  deux  autres.  Soient  les  trois  fradUons 
7?  s réduire  au  même  dénominateur  : on  trouvera,  en  fuivant  la 
réglé , les  trois  réduites  5^ , § , p. 

On  fuit  la  même  méthode  pour  les  fraâions  littérales.  Exemple  : les 
fi'adlions  g , 5 fe  réduifent  à celles-ci  > gj , 

{50.  En  réduifânt  deux  fradtions  au  même  dénominateur,  on  peut 
voir  quelle  eft  la  plus  grande  ; on  peut  même  connoitre  quel  eft  le 
rapport  exaâ  de  l’une  & de  l’autre , car  elles  font  entr’elles  comme  les 
numérateurs-  des  fraâiions  réduites.  Si  on  a , par  exemple , les  deux 
firaârions  $ & | dont  on  cherche  le  rapport , il  faut  les  réduire  au  même 
dénominateur , & on  aura  les  deux,nouvelles  fraâions  jy  & , qui  font 

égales  aux  premières.  Or , ces  deux  dernieres  frayions  font  entr’elles 
comme  les  numérateurs  28  & 157  caries  deux  fradtions  font  les  quo- 
tients des  numérateurs  divifés  par  le  dénominateur  ( 1 3 8)  j & d’ailleurs 
le  dénominateur,  qui  eft  le  divifeur,  étant  ici  le  même,  les  quotients 

/.  Partie.  B b 
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font  entr’eux  comme  les  dividendes,  c’eft  à- dire , comme  les  numè-r 

rateurs(i9). 

Les  fractions  n’étant  que  des  raifons,  on  peut  audi  dire , conformé^ 
ment  au  troifieme  Théorème , article  57,  que , quand  oh  compare  deux 
fraélions , la  première  eft  à la  fécondé  comme  le  produit  du  numérateur 
de  la  première , par  le  dénominateur  de  la  fécondé , ell  au  produit  du 
numérateur  de  la  fécondé  par  le  dénominateur  de  la  première.  Cela 
revient  au  même  <jue  ce  que  nous  venons  de  dire. 

151.  Mais , lorfque  deux  fraétions  ont  un  même  numérateur , elles 

font  entr’elles  réciproquement  comme  les  dénominateurs  : par  exem> 
pie  J eft  à I comme  7 eft  à 5.  Pour  le  démontrer  d’une  maniéré  géné- 
rale , je  prends  les  deux  fraéUons  j Sc  j , & je  prouve  ajnfi  que  f . 
f : : c . é : ft  on  réduit  les  deux  fraâions  au  même  dénominateur , on 
aura  ^ qui  font  par  conféquent  entr’elles  comme  les  numé- 

rateurs ac  Si.ab.Ox , la  raifon  de  ces  deux  numérateurs  eft  égale  à celle 
de  c à puifque  âc  & font  les  produits  des  grandeurs  c Sx.  b multi- 
pliées par  la  même  quantité  a / par  conféquent  les  deux  fraétions 
^ ^ , ou  leurs  équivalentes  f & f , font  entr’elles  comme  c Sx.  b, 

c’eft-Ldire , que  ces  deux  dernieres  fractions  font  réciproquement 
comme  leurs  dénominateurs.  . 

1 5 . 11  fuit  de- là  que,  quand  on  a deux  quantités  comme  x,  y ^ 

Il  on  fait  deux  fraétions  qui  aient  pour  dénominateurs  ces  deux 
quantités , & l’unité  ou  quelqu’autre  nombre  pour  numérateur , ces 
deux  fraéàions  font  entr’elles  réciproquement  ou  en  raifon  inverfe  des 
quantités  : par  exemple , x . y : : j , c’eft-à-dire  , jr  eft  à y comme 
J eft  à i , & non  pas  comme  ; eft  à } , ce  qui  feroit  en  raifon  direûe 
de  .îT  & de  y. 

. Réduire  un  nombre  entier  en  TraSion, 

152.  Pour  réduire  un  nombre  entier  en  fraétion  de  même  valeur 
que  l’entier,  il  faut  écrire  l’unité  au-deftbus  du  nombre  pour  fervhr  de 
dénominateur  : par  exemple , 5 eft  égal  à car  une  fraâion  eft  égale 
au  quotient  du  numérateur  divifé  par  le  dénominateur  : or , le  quotient 
de  5 , divifé  par  i , eft  égal  à 5 , puifque  i eft  contenu  cinq  fois  dans  5.. 

153.  Si  on  vouloit  avoir  un  autre  dénominateur  que  l’unité,  il 
faudroit  multiplier  le  nombre  propofé  par  le  dénominateur,  & le  produit 
feroit  le  numérateur  de  la  fraéUon  cherchée  : par  exemple  , pour 
réduire  5 en  une  fraétion  qui  ait  3 pour  dénominateur , je  multiplie  5 
par  3 , & le  produit  1 5 eft  le  numérateur  de  la  fraction  ^ , qui  eft  égale 
à 5 , puifque  le  numérateur , qui  eft  le  produit  de  5 par  3 , ou , ce  qui 
eft  la  même  chofe,  de  3 par  5,  contient  5 fois  le  dénominateur  3.. 
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C^eft  la  même  chofe  poulies  quantités  algébrique?:  par  exemple» 
ôe  fi  on  veut  avoir  un  autre  dénominateur  que  l’unité  , comme 

on  trouvera  a 

Réduire  une  TraSion  en  entier. 

154.  Pour  réduire  une  fradtion  en  entier  ( ce  qui  ne  fe  peut  que 

Suand  le  numérateur  efi:  égal  Ou  plus  grand  que  le  dénominateur)  » 
faut  divifer  le  numérateur  par  le  dénominateur , & le  quotient 
exprimera  la  valeur  de  la  fradbon  : par  exemple , fi  on  veut  réduire  en 
eutier  la  fraâion  on  divife  15  par  3,  ôc  le  quotient  5 marque  la 
valeur  de  la  fraéfion  propofée. 

155.  Si  la  divifion  ne  pouvoit  fe  faire  exaâement,  comme  dans  la 
fraûion  y > la  valeur  de  cette  fraftion  feroit  l’entier  5 que  L’on  trou- 
veroit  au  quotient  » plus , le  refte  du  numérateur,  c’eft-à  dire  2 , à qui 
il  faudroit  toujours  donner  le  même  dénominateur  3 ; ainfî  -y  = 5 +f* 
Cela  s’entend  facilement  après  ce  que  nous  avons  dit , fur*  tout  en 
parlant  de  la  rédudtion  des  entiers  en  fraélidns. 

On  fait  de  même  pour  les  fraftions  littérales  : par  exemple , y = æ : 
de  même  7=^/  mais  il.eft  facile  de  voir  que  cette  rédudliori  nVlieu 
que  quand  les  lettres  du  dénominateur  fbnt  toutes  communes  au 
numérateur  i ainfi,  la  fradtion  y ne  peut  fe  réduire  en  entier. 

Evaluer  une  FraSion. 

156.  Evaluer  une  fraâiion , c’eft  la  réduire  en  parties  connues  d’un 
tout  : fi  on  a , par  exemple , la  fradtion  | d’un  pied',  & qu’on  la  réduife 
en  pouces , c’eft  évaluer  la  fradtion  j d’un  pied. 

1 57.  Pour  faire  cette  évaluation , il  faut  divifer  lè  nombre  qui  marque 
combien  le  tout  contient  de  parties , par  le  dénominateur  de  la  fradtion , 
&:'après  cela,  multiplier  le  quotient  par  le  numérateur;  ainfi,  dans 
l’exemple  propofé , le  pied  contenant  12  pouces , je  divife  1 2 par  le 
dénominateut  3 , & je  multiplie  enfuite  le  quotient  4 par  le  puméra" 
teur  2,  le  produit  8 fait  voir  que  \ d’un  pied  vaut  8 pouces. 

Voici  la  démonftration  de  cette  méthode  appliquée  à notre  exemple  : 
puifque  le  pied  contient  1 2 pouces , il  s’enfuit  que  | d’un  pied  vaut  les 
deux  tiers  de  1 2 pouces  ; & par  conféquent , pour  évaluer  cette  frac- 
tion , il  faut  prendre  les  deux  tiers  de  i z pouces:  or,  pour  prendre 
les  deux  tiers  de  1 2 , il  .n’y  a qu’à  en  prendre  d’abord  le  tiers  , & le 
tnulnpliet  enfuite  par  2'ÿ  c’effc-à-Ære,  qu’il  &ut  divifer  la  par-  j , & 
multiplier  le  quotient  par  a. 

1 58.  Au  lieu;de  divûer  1 2 par  3 , & de  multiplier  enfuite  le  quotient 
par  a,  on  pourroit  commendenpàrlà  multiplication., Ac  faire  enfuite  la 
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divHion , en  gardant  toujours  le  même  divifeiir  & le  même  muTcipliea* 
leur,  c’eft-à-dire , qu’on  pourroit d’abord  multiplier  1 2 par  2 , & divifer 
enfuite  le  produit  par  3 , & on  trouveroit  la  même  valeur  de  la  fraâion  ^ 
car,  en  divifant  1 2 par  3 , 8c  multipliant  enfuite  le  quotient  par  2 , il  eft. 
vifible  que  le  réfultat  de  l’opération  eft  double  du  quotient  de  1 2 divifé 
par  3.  Or  pareillement , en  multipliant  d’abord  1 2 par  2 , 8c  divifant 
enfuite  le  produit  par  3 , on  trouve  un  quotient  double  de  celui  de  1 2 
divifé  par  3 , puifque  le.pjjoduit  que  Ton  divife  eft  double  de  1 2 : donc 
le  réfultat  de  î’qpértSlïSn  eft  le  même  dans  les  deux  cas.  On  peut  toujours 
faire  le  même  raifonnement  fur  tout  autre  exemple  j donc  il  eft  indiffé- 
. rent  de  commencer  par  la  multiplication  ou  par  la  divifîon. 

159.  Il  fuit  de-là  que,  pour  évaluer  une  fraétion,  on  peut  d’abord 
multiplier  le  nombre  qui  marque  combien  le  tout  contient  de  parties 
par  le  numérateur  de  la  fraétion,  8c  eniuite  divifer  le  produit  par  le 
dénominateur  de  la  fraélion  : par  exemple , fuppofé  qu’un  écu  vaille 
60  fols,  8c  que  je  veuille  évaluer  la  fraélion  ” d’un  écu,  je  multiplie 
d’abord  60  par  le  numérateur  4,  parce  que  l’écu  vaut  60  folsj  après 
cela,  je  divife  le  produit  240  par  le  dénominateur  5 , 8c  je  trouve  au 
quotient  48 , ce  qui  marque  que  la  fraétion  | d’un  écu  vaut  48  fols. 

1 60.  Remarquez  qu’il  arrive  affez  fouvent  qu’on  ne  peut  faire  la 
divifîon  fans  refte , comme  dans  Fexemple  fuivant  : foit  la  fraftion  | 
d’une  toife  qu’on  propofe  d’évaluer  en  pieds.  Suivant  la  fécondé 
méthode , il  faut  multiplier  6 par  le  ruimérateur  8 , parce  que  la  toife 
contient  ftx  pieds , 8c  divifer  enfuite  le  produit  48  par  le  dénomina- 
teur  9 , on  trouvera  au  quotient  5 , 8c  la  fraétion  | j par  conféquent  | de 
toife  vaut  5 pieds  8c  f d’un  pied. 

Cette  demiere  fraétion  | de  pied  peut  encore  être  évaluée  en  pouces, 
par  la  même  méthode,  c’eft-à-dire , qu’il  faut  multiplier  1 2 par  le  numé- 
rateur 3 , parce  que  le  pied  contient  1 2 pouces , 8c  divifer  le  produit  38^ 
par  9 , le  quotient  fera  4 ; ainft , la  fraâion  | de  pied  vaut  4 pouces  ; par 
conféquent , la  première  fraétion  | de  toife  vaut  5 pieds  4 pouces. 

Voici  encore  un  autre  exemple  : fuppofànt  l’écu  de  60  fols , on 
demande  combien  vaut  la  fraétion  ^ d’un  écu.  Je  réduis  d’abord  en 
fols  la  fràéfion  propofée , en  multipliant  60  par  4 , 8c  divifant  enfuite  le 
produit  240  par  7 , ce  qui  me  donne  pour  quotient  34  fols  8c  | d’un  fol  1 
Je  réduis  pareillement  en  deniers,  la  fraâiori.  d’un  fol , 8c  je  trouve 
qu’après  avoir  multiplié  1 2 par  2 , 8c  divifé  le  produit  24  par  7 , le 
quotient  eft  3 , plus  | ; ainlî , la  fraéfion  * d’un  fol  vaut  3 deniers  8c  | d’un 
denier  ; par  conféquent  la  fraâion  | d’un  écu  vaut  34  fols  3.  deniersi 
Sc  ^ d’un  denier  j on  peut  négliger  ~ d’un.deniex. 
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Nous  parlerons  encore  d’une  opération  propre  aux  firaâions^  mais 
ce  ne  fera  qu’après  avoir  expliqué  la  multiplication. 

Nous  allons  parler  préfentement  des  opérations  communes  aux 
fraâions  & aux  entiers  : ces  opérations  font  l’addition  , la  fouftraétion  , 
la  multiplication,  la  diviûon,  la  formation  des  puiflànces  & l’extraétion 
des  racines. 

Db  l’AdDITIOH  DBS  FBXCTIo'lfS. 

1 6 1 . Pour  ajouter  deux  ou  plulîeurs  fraétions , il  faut  d’abord  les 

réduire  au  même  dénominateur , il  elles  en  ont  de  diiférents , & enfuite 
ajouter  ehfemblè  les  numérateurs , en  lailTant  le  dénominateur  commun  , 
& on  a la  fomme  des  fraétions.  Exemple  : je  veux  ajouter  les  deux 
fraétions  ^ ; j pour  cela , je  les  réduis  d’abord  au  même  dénomina* 

teur , ce  qui  donne  ^ ^ , après  quoi  j’ajoute  les  numérateurs  fans 

rien  changer  au  dénominateur , & la  fomme  eft  , c’eft-à-dire , vingt- 
trois  vingtièmes. 

La  raifon  de  cette  pratique  eft  évidente , car  l’on  voit  aifément  que 
huit  vingtièmes  & quinze  vingtièmes  font  vingt-trois  vingtièmes  j il 
fuffit  donc , quand  les  fraétions  ont  même  dénominateur , d’ajouter 
les  numérateurs , en  lailTant  le  dénominateur  commun. 

On  opéré  de  même  fur  les  fraétions  algébriques  : foient , par  exem- 
ple , les  deux  fraétions  7 & 7 , qu’il  faut  ajouter  ; je  les  réduis  au  même 
dénominateur , ce  qui  produit  ^ > après  quoi  j’ajoute  feulement  les 

numérateurs  en  laiflant  le  dénominateur  commun , la  fomme  eft 

162.  Si  on  propofe  un  entier  & une  fraftion  à ajouter  avec  un  entier 
& une  fraâiion , il  faut  ajouter  l’entier  avec  l’entier,  & la  fraâion  avec 
la  fraétion  : par  exemple , pour  ajouter  12  + 5 avec  1 5 -j"  r * j®  prends  la 
fomme  des  entiers  qui  eft  27 , enfuite  j’ajoute  les  fraéiions , après  les 
avoir  réduites  au  même  dénominateur  ainfi,  la  fomme  des  entiers  8c 
des  fraâions  eft  27  -|- 

Db  xa  Soustraction  dbs  Fractions. 

16}.  Pour  fouftraire  une  fraélion  d’une  autre,  il  faut  les  réduire 
au  même  dénominateur , quand  elles  en  ont  qui  font  différents , & 
6ter  enfuite  le  numérateur  de  celle  qu’on  veut  fouftraire  du  numé-, 
rateur  de  l’autre  , en  laiffant  le  dénominateur  commun.  Exemple  : pour 
fouftraire  5 de  | , j’ôte  le  numérateur  2 dé  3 , & je  laiffe  le  même  déno-, 
minateur  5 , il  refte  j.  Si  ces  fraétions  n’av oient  pas  eu  le  meftie  déno- 
minateur , il  auroit  fallu  les  y réduire  avant  que  de  faire  la  fouftraftion. 

La  raifon  de  cette  opération  s’entend  affez  , c’eft  la  même  que  celle 
de  l’addition. 
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Qiiand  les  fraélions  font  littérales , on  opéré  de  la  même  maniéré. 
Exemple  : de  la  fraûion  ; on  veut  fouftraire  celle-ci  il  faut  réduire 
Fune  & Pautre  à celles-ci  ^ qui  font  égales  aux  premières  & qui 
ont  même  dénominateur , & ôter  enfuite  le  numérateur  de  la  fécondé 
des  réduites  du  numérateur  de  la  première , on  aura  , qui  eft  le 
relie  ou  la  différence  des  deux  fraétions. 

1 64.  Si  on  propofe  un  entier  & une  fradlion  à fouftraire  d’un  entier 

& d’une  fraélion , il  faut  ôter  l’entier  de  l’entier , 8t  la  fraélion  de  la 
fraâion  : par  exemple , pour  fouftraire  9 -j- 1 de  i a -f" i » j’ôte  9 de  12} 
& après  avoir  réduit  les  deux  fraâions  ^ | au  même  dénominateur  , 

j’ôte  encore  la  première  de  la  fécondé , ôc  je  trouve  que  le  refte  des 
entiers  8c  des  fraâions  eft  } + Si  la  fraélion  du  nombre  à fouftraire 
avoit  été  plus  grande  que  celle  de  l’autre  nombre,  il  auroit  fallu 
commencer  par  réduire  une  unité  de  12  en  une  fraélion  qui  auroit 
eu  le  même  dénominateur  que  | & l’ajouter  avec  | , enfuite  opérer 
comme  on  vient  de  le  dire. 

De  la  Multiplication  des  Fractions.  . 

/ 

On  peut  multiplier  une  fraélion  par  un  nombre  entier  ou  par  une 
autre  fraftion.  Nous  allons  donner  la  méthode  pour  l’un  & l’autre  cas. 

165.  I Pour  multiplier  une  fraélion  par  un  entier  , il  faut  multiplier 
feulement  le  numérateur  de  la  fraélion  par  l’entier , & lailfer  le  même 
dénominateur.  Exemple  : Je  veux  multiplier  | par  4 ; pour  cela , je 
multiplie  le  numérateur  3 par  4,  & gardant  le  même  dénominateur, 
j!aurai  la  fraâion  ^ , qui  eft  le  produit  de  \ par  4. 

La  raifon  eft  que,  quand  on  veut  multiplier^  P^r  4,  on  cherche  une 
fraélion  quatre  fois  plus  grande  que  j(Liv.  l ^ Art.  36  ).  Ox , en  multi- 
pliant feulement  le  numérateur  par  4 , la  fraâion  qui  vient  de  cette 
multiplication  eft  quatre  fois  plus  grande  que|;  car  une  fraélion  eft 
d’autant  plus  grande  que  fon  numérateur  eft  plus  grand,  par  rapport 
au  dénominateur  (142).  Or,  en  multipliant  le  numérateur  3 par  4, 
le  produit  1 2 eft  quatre  fois  plus  grand  que  3 j par  conféquent  la 
fraàiion  eft  quatre  fois  plus  grande  que|  j donc  y eft  le  véritable 
produit  de  \ par  4 , ce  qu’il  falloir  démontrer. 

i6i)B.  Il  fuit  de-là  que  , fi  on  multiplie  une  fraélion  par  fon  déno- 
minateur, le  produit  fera  égal  au  numérateur  de  la  fraélion  qu’on  a 
multipliée  : par  exemple , fi  on  multiplie  la  fraélion  ^ par  5 , le  produit 
fera  égal  à 3 ; car,  comme  on  vient  de  le  prouver,  le  produit  de  | par  5 
fe  trouve  en  multipliant  le  numérateur  3;  par  5 ,.ou,  ce  qui  revient  au 
même,  en  inultipliant  5 par  3 : donc  le  nouveau  numérateur  5 x 3' 
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contient  trois  fois  le  dénominateur  5 > & par  conféquent  la  nouvelle 
£-aâion  — eft  égale  à 5 ( 1 3 8). 

166.  2°.  Pour  multiplier  deux  fraâions  Pune  par  Pautre , il  faut 
non-feulement  multiplier  les  deux  numérateurs , mais  aufli  les  deux 
dénominateurs  Pun  par  Pautre.  Exemple  : On  veut  multiplier  les  deux 
fraétions  f & | Pune  par  Pautre  , il  &ut  multiplier  3 par  4 ôc  5 par  6 , 
& on  aura  produit  d^s  fraélions  propofées. 

Afin  de  concevoir  la  raifon  de  cette  réglé , il  faut  faire  attention 
x]ue , pour  multiplier  | par  4 , on  doit  multiplier  feulement  le  numéra- 
teur 3 par  4,  & on  aura  la  fraétion^,  qui  eft  le  véritable  produit, 
jcomme  nous  venons  de  le  démontrer.  Or , le  produit  de  | par  ^ doit  être 
fix  fois  plus  petit  que  puifque  le  multiplicateur  c^eft*à-^dire,, 
4 divifé  par  6 , eft  fix  fois  plus  petit  que  le  multiplicateur  4 ; il  faut 
donc  rendre  la  fradtion  ^ fix  fois  plus  petite.  Or,  pour  rendre  une  frac- 
tion plus  petite,  il  n’y  a qu’à  augmenter  le  dénominateur  en  laiflant  le 
même  numérateur  (142)  j par  conféquent,  pour  rendre  la  fraétion  y 
fix  fois  plus  petite,  il  n’y  a qu’à  rendre  fon  dénominateur  fix  fois  plits 
grand , c’eft- à-dire , le  multiplier  par  6 j donc  , pour  multiplier  une 
fraétion  par  une  autre , il  faut  non-feulement  multiplier  le  numérateur 
par  le  numérateur , mais  auffi  le  dénominateur  par  le  dénominateur. 

On  auroit  pu  prouver  auflî  cette  méthode  par  l’article  141;  car  les 
fradtions  n’étant  que  des  raifons , on  doit  multiplier  deux  fraétions  de 
la  même  maniéré  que  deu^  raifons.  Or , pour  avoir  le  produit  de  deux 
raifons , il  faut  multiplier  l’antécédent  de  l’une  par  l’antécédent  de 
l’autre , & le  conféquent  par  le  conféquent.  On  doit  donc  auflî , quand  jl 
s’agit  de  la  multiplication  de  deux  fradUons , multiplier  le  numérateur 
: par  le  numérateur , & le  dénominateur  par  le  dénominateur. 

On  obferve  la  même  méthode  pour  la  multiplication  des  frayions 
littérales,  i®.  Le  produit  de  - par  c eft  7.  a".  Le  produit  de  î par  j 

eft  O- 

lé/.  Si  on  vouloir  multiplier  un  entier  & une  fradtion  par  un  entier 
& une  fraâion , il  faudroit  réduire  le  multiplicande  à une  feule  frac- 
tion , & le  multiplicateur  auflî  à une  autre  fradtion , & enfuite  multiplier 
.ces  deux  nouvelles  fraâjons  l’une  par  l’autre  : par  exemple  , pour  mul- 
tiplier 8+1  par  7 + ^,  il  faut  réduire  premièrement  le  multiplicande  . 8 
. + î en  un  fradtion  ; pour  cela,  je  réduis  d’abord  8 à une  fradtion  qui  ait 
un  même  dénominateur  que  | , & je  trouve  8 ; enfuite  j’ajoute  | 
: avec  7 , la  fomme  ~ eft  le  multiplicande  total.  En  fécond  lieu , je  réduds 
de  la  même  maniéré  le  multiplicateur  à la  feule  firaâion  +.  Enfin , je 
multiplie  4r  par  le  produit  eft -41^,  que  l’on  peut  réduire  en  entiec. 
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\SjB.  Il  eft  vifible  qu’on  pourroit  aufli  multiplier  tout  le  multi- 
plicande tant  par  l’entier  que  par  la  fraâion  du  multiplicateur.  Il  fau- 
droit  donc , dans  notre  exemple , multiplier  8 -j-*  î par  7 & par  | , ce 
qui  donneroit  5 6 , dont  les  deux  premières  fraâ:ions  fe 

réduifenc  à & 34"î  - les  entiers  étant  ajoutés  enfemble , on 

trouvera  64  j j , ou  64  + ^ « "h  m j ou  enfin  64  -j-  , 

en  ajoutant  les  trois  fraâions  enfemble. 

Nous  n’avons  pas  parlé  de  la  multiplication  des  entiers  par  des 
firaéHons , parce  qu’il  eft  évident  que  ce  cas  fe  rapporte  au  premier , 
dans  lequel  il  s’agit  de  la  multiplication  des  fra(ftions  par  des  entiers  : 
par  exemple , on  doit  avoir  le  même  produit , foit  qu’on  multiplie  4 
par  I , ou  bien  | par  4. 

RBIIA.RQ17BS. 

I. 

1 68.  Nous  avons  vu  que>  pour  ajouter  & fouftraire  les  fraéUons , il 
falloir  les  réduire  au  même  dénominateur  ; mais  cette  préparation  n’eft 
pas  néceflaire  pour  la  multiplication , non  plus  que  pour  la  divifion  des 
iraélions. 

I I. 

169.  Dans  la  multiplication  des  fraélions,  quand  le  multiplicateur 
eft  plus  petit  que  l’unité  , le  produit  eft  aufll  moindre  que  le  multipli- 
cande : par  exemple , j multiplié  par  donne  au  produit  la  fraéUon 
qui  eft  moindre  que  j ; car  la  fraéUon  ne  vaut  pas  j , c’eft-à-dire , un 
tiers , il  faudroit  qu’il  y eût  & non  pas 

La  raifon  pourquoi  le  produit  eft  alors  plus  petit  que  le  multipli- 
cande, c’eft  que,  plus  le  multiplicateur  eft  petit,  plus  aufti  le  produit 
eft  petit.  Or , Il  on  multiplie  par  l’unité , le  produit  eft  égal  au  multi- 
plicande i donc , fi  on  multiplie  par  un  multiplicateur  plus  petit  que 
l’unité , le  produit  doit  être  moindre  que  le  multiplicande. 

Cela  fe  peut  auflî  prouver  par  la  proportion  qui  fe  trouve  dans  toute 
multiplication  : voici  cétte  proportion  j le  produit  eft  au  multiplicande , 
comme  le  multiplicateur  eft  à l’unité  (Liv.  I,  Art.  141  )}  par  confé- 
quent , fi  le  multiplicateur  eft  plus  petit  que  l’unité , il  faut  que  le 
' produit  foit  moindre  que  le  multiplicande. 

On  peut  ajouter  que , multiplier  par  une  fraâion  moindre  que  l’unité , 
c’eft  prendre  feulement  quelque  partie  du  multiplié  : par  exemple , 
. multiplier  par  | , c’eft  prendre  la  moitié  du  multiplié  ; par  conféquent 
. le  produit  doit  être  moindre  que  le  multiplié. 

. ■ lyo.  Les  fi:aâion$  dont  nous  avons  parlé  jufqu’à  préfent  font  des 

fraâioos 
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fraf^ions  fîmples.  Il  y en  a d’autres  qu’on  appelle  frayions  compofées , 
ou  autrement , fraûions  de  fraisions , & que  l’on  réduit  à des  fraétions 
fîmples  par  la  multiplication.  Voici,  par  exemple,  une  fraétion  de  frac- 
tion I de  5 , c’eft  à-dire , trois  cinquièmes  de  quatre  fixiemes.  Pour 
entendre  ce  qu’elle  exprime , il  faut  l’appliquer  à un  cas  particulier , 
en  cherchant , par  exemple , ce  que  valent  trois  cinquièmes  de  quatre 
fixiemes  d’un  écu  de  trois  livres.  Premièrement , quatre  fixiemes  d’un 
écu  de  trois  livres  font  40  fols.  En  fécond  lieu , trois  cinquièmes  de  40 
fols  font  24  fols.  Ainfi  , trois  cinquièmes  de  quatre  fixiemes  d’un  écu 
valent  24  lois.  11  s’agit  donc  de  réduire  | de^à  une  fra^ion  fimple  : or,, 
pour  cela,  il  faut  multiplier  | par  |,&  le  produit  la  firaéfion  fimple 
qui  exprime  la  valeur  de  la  fraâion  de  fraâion  \ de  Cela  eft  évident 
dans  le  cas  particulier  dont  nous  venons  de  parler  j car , puifque  le 
trentième  d’un  écu  de  trois  livres  eft  deux  fols , il  s’enfuit  que  douze 
trentièmes  de  l’écu  font  24  fols  : c’eft  la  valeur  que  nous  avions  déjà 
trouvée. 

Afin  d’appercevoir  la  raifon  générale  8c  métaphyfique  de  cette  opé*' 
ration  , prenons  \ au  lieu  de  f . Je  dis  donc  que  j de  J eft  égal  à qui 
eft  le  produit  de  | par  ; car  j de  ^ , c’eft-à-dire  un  cinquième  de  ^ , n’eft 
autre  chofe  que  la  cinquième  partie  de  la  fraélion  Or , la  cinquième 
partie  de  g eft  le  produit  jx  f ou  ^ , puifqu’en  multipliant  le  dénomina- 
teur 6 par  5 , la  fraâion  g devient  5 fois  moindre  qu’elle  n’eft  ( 142)  : 
donc  J de  g eft  Cela  pofé , il  eft  clair  que  f de  | eft  trois  fois  plus  grand 
que  ; il  faut  donc  multiplier  cette  derniere  fraétion  par  3 , c’eft-à- 
dire  , qu’il  faut  encore  multiplier  le  numérateur  de  fo  3 > 8c  on  aura 
le  produit  égal  à | de  g.  Par  conféquènt,  pour  réduire  f de  g à une 
feule  fraction , il  faut  multiplier | par  |.  En  un  mot,  pour  avoir  une 
fraétion  égale  à|  de  |,'il  faut  prendre  trois  cinquièmes  de  Or,  prendre 
trois  cinquièmes  de  g , c’eft  multiplier  la  fraâion  g par 

tj  I . S’il  y avoit  plus  de  deux  fraétions , il  faudroit  aufiî  les  multi- 
plier les  unes  par  les  autres , afin  de  les  réduire  à une  feule  fraâion.  Par 
exemple , | de  g de|  fe  réduit  au  produit  C’eft  la  même 

chofe  pour  les  fractions  littérales. 

I 

De  xa  Division  des  Fractions. 

On  peut  divifer  une  fraétion  par  un  entier , ou  bien  une  fraétion  par 
une  autre  fraâion,  ou  enfin  un  entier  par  une  fraétion.  Nous  allons 
donner  la  méthode  pour  ces  trois  cas. 

272. 1 ®.  Pour  divifer  une  fraiftion  par  un  entier,  il  faut  multiplier  le 

dénominateur  de  la  fraéUon  par  l’entier  qui  eft  le  djvifeur , en  laiftânc 
J.  Partie,  Ç g 
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le  même  numérateur  ; par  exemple , pour  divifer  ^ par  4,1!  faut  muiti<^ 

plier  le  dénominateur  3 par  4 , & le  quotient  fera 

Afin  de  concevoir  la  raifon  de  cette  pratique  > il  faut  faire  attention 
que  , quand  on  veut  divifer  | par  4 , on  en  cherche  une  autre  qui  n^en 
oit  que  la  quartieme  partie  , ou  , ce  qui.  efl  la  même  choie , qui  foit 
quatre  fois  plus  petite  ( Liv.  1 , art.  6 2 D).  Or , pour  rendre  une  fraâion 
plus  petite  ,'il  n’y  a qu’à  augmenter  fon  dénominateur  ( 142  ) j ainfi  , 
pour  faire  la  fraftion  j quatre  fois  plus  petite  , il  n’y  a qu’à  rendre  Ibn 
dénominateur  quatre  fois  plus  grand,  c’eft-à-dire  , le  multiplier  par 
4 & laiiTer  le  même  numérateur  ; ce  qu’il  falloir  démontrer. 

173.  Si  on  peut  divifer  exaâement  le  numérateur  de  la  fraâion  par 
l’entier  , il  vaut  mieux  faire  cette  divifion  du  numérateur , en  laiffant 
le  même  dénominateur  : par  exemple , le  quotient  de  lafraâion^divilée 
par  3 eft  La  raifon  de  cette  pratique  efi  évidente  ^ puifqu’en  divifant 
le  numérateur  par  3 , il  vient  une  nouvelle  fraélion  dont  le  numérateur 
n’eftque  le  tiers  de  celui  de  la  première  j & par  conféquerit,  cette  nou- 
velle fraélion  n’eft  auffi  que  le  tiers  de  la  première. 

1 74.  2^.  Pour  divifer  une  fraétion  par  une  autre , il  faut  multiplier  le 
numérateur  de  la  fraétion , qui  efl  le  dividende , par  le  dénominateur  de 
de  celle  qui  fert  le  divifeur  , le  produit  fera  le  numérateur  du  quotient  ; 
enfuite  il  faut  multiplier  le  dénominateur  du  dividende  par  le  numé- 
rateur du  divifeur  , & le  produit  fera  le  dénominateur  du  quotient  : 
par  exemple  , fi  on  veut  divifer  ^ par  | , il  faudra  multiplier  a , numéra- 
teur du  dividende  , par  5 , dénominateur  du  divifeur , & le  produit  1 o 
fera  le  numérateur  du  quotient  ; après  cela , il  faudra  encore  multipliet 
le  dénominateur  3 du  diyidende  par  le  numérateur  4 du  divifeur , on 
aura  le  produit  12  pour  le  dénominateur  du  quotient , qui  fera^;. 

' Voici  la  démonfiration  de  cette  méthode  : fi  on  divife  une  grandeur 
par  plufieurs  divifeurs , un  quotient  eft  d’autant  plus  grand  que  le  divi- 
feur eft  petit.  Or  on  a fait  voir , dans  le  premier  cas  , que  le  quotient  de 
I divifé  par  4 eft  n ; ainfi , le  quotient  de  j divifé  par  \ doit  être  cinq  fois 
plus  grand  que  ^ , puifque  f n’eft  que  la  cinquième  partie  de  4;  mais, 
pour  rendre  la  fraétion  cinq  fois  plus  grande , il  n’y  a qu’à  multiplier 
le  numérateur  par  5 ; ce  qui  donnera  îf  ; ainfi  , cette  fra^on  eft  le  quo- 
tient  7 divifé  par  ^ : donc , pour  divifer  une  fraftion  par  une  autre,  il 
•faut  multiplier  le  numérateur  du  dividende  par  le  dénominateur  du 
divifeur , & le  dénominateur  du  dividende  par  le  pumérateur  du  divi- 
feur. 

On  peut  divifer  de  la  même  rnaniere  deux  fradtions  littérales  l’une 
^ar/l’autre.  Exemple,;  Le  quotiept  .de  ^par  5 eft 
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174J5.  Dans  la  pratique , il  eft  plus  fimple  de  prendre  l’inverfe  de  la 
fraâtion  qui  doit  fervir  de  divifeur  ; après  quoi , on  multiplie  le  divi- 
dende par  cette  inverfe  , & on  trouve  au  produit  le  quotient  qu’on 
cherche  : ainfi , pour  diVifer  J par  3 , je  prends  l’inverfe  de  cette  derniere 
fraftion , c’en  enfuite  je  multiplie  f par  ^ & le  produit  ^ eft  le  quo- 
tient cherché. 

175.  Quand  deux  fraâions  ont  le  même  dénominateur  , pour  lors  , 

afin  de  divifer  une  de  ces  fradtions  par  l’autre  , il  fuffit  de  divifer  le 
numérateur  du  dividende  par  le  numérateur  du  divifeur  : ainfi , le  quo- 
tient de  |par^  eft  j.  Pour  le  démontrer  d’une  maniéré  générale , prenons 
deux  fraÂioris  littérales  qui  aient  le  même  dénominateur , telles  que  | 
& J : il  faut  prouver  que  le  quotient  de  la  première  diviféè  par  la  fé- 
condé eft  ;.  Selon  la  réglé  générale  de  l’article  précédent  174,  Iç 
quotient  de  j par  5 eft  Or  (18)  ^ ’ 

176.  On  peut  déduire  de  là  une  réglé  générale  pour  divifer  deux 

fradltions  l’une  par  l’autre.  Voici  cette  réglé  : il  faut  réduire  les  deux 
fradfioiîs  au  même  dénominatejur , & enfuite  divifer  le  numérateur  du 
dividende  par 'le  numérateur  du  divifeur;  par  exemple  ,ppur  divifer 
I par|,  je  réduis  d’abord  ces  deux  fraftibns  au  même  dénominateur  , 
& je  trouve  enfuite  je  divife  10  par  1 2 , ce  qui  donne  ^ : ainfi, 

le  quotient  de  j par  | eft  7".-  Ce  quotient  eft  le  même  que  celui  qu’on  a 
trouvé  par  la  première  méthode,  de  ce  fécond  cas. 

177.  3®.  Pouf  divifer' un  nombre  entier  par  .une  fraiftion il  faut  ré- 

duire l’entier  à une  fraélion  qui  ait  l’imité  pour  dénominateur  j '&  après 
cela  opérer,  comm.ç  nous  avons  dit  qu’on  devoit  faire  pour  divifer  une 
fraftion  par  une  autre.  Exemple  : Si  6n  veut  divifer  6 .par  il  faut 
réduire  6 à la  fraftion  ; qui  eft  égale  à 6,  & enfuite  divifer  cette  fraftion 
J par  i j le  quotient  fera  7=8.  . . ■ 

Ce  troifieme  cas  fe  réduifant  au  fécond , n’a  pas  befdin  d’âùtre  dé- 
monftration  que  celle'  que  nous  avons  donnée  pour  le  fécond. 

On  a déjà  vu  qufe  la  méthode  du  fécond  cas  peuf  êtré  appliquée  àuk 
fraftions  littérales  : il  refte  à donner  des  exemples  pour  le  premier  & le 
troifieme  cas.  Le  quotient  de  5 par  c eft  Le  quotient  de  a=-  par 

3 f’  ...  * • ^ ‘ ' 

178.  Si  on  vouloir  diVifer  un  entier  &' une  fiiaftion  par  un,  entier  & 
une  fraftion,  il  faudfoît  réduife  le  dividende  à’ une  feule  fraftion , & 
le  divifeur  pareillement  à une  feule  fraftion , ôt  enfl/ite  dfvifer  la  pre- 
mière de  ces  nouvelles  fraftiohs  par  l’autre  ' loit,  par  exemple  , 3-4"î^ 
divifer  par  4 d- 1 : je  réduis  le  dividende  à la 'ffaftloh  f , & le  divifeur 
à cette  autre  après  çelà  je  divife  | paf  je'trôuy^;  aü  quOtieiit  H. 

• . I * . , • / . . - . • ■ '-i  ^ - r 1 ‘ ‘ ii  * *' 
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178  B.  Lorfque  les  nombres  entiers  du  dividende  & du  dtvifeur  (ont 
exprimés  par  plulieurs  chifïres,  il  eR  plus  fîmple  de  réduire  le  dividende 
& le  divifeur  en  nombres  entiers  qui  aient  entr’eux  le  même  rapport 
que  ce  dividende  & ce  divifeur.  Pour  cet  effet , il  faut  réduire  d’abord  les 
deux  fraéÜons  au  même  dénominateur i après  quoi,  on  multiplie  le 
dividende  & le  divifeur  par  le  nominateur  commun  ; enfuite  on  fait 
la  divifîon , ôc  le  quotient  eft  le  même  qu’il  auroit  été  fans  ces  prépa- 
rations , parce  que  le  dividende  & le  divifeur  ayant  été  multipliés  par 
im  même  multiplicateur  que  je  fuppofe  , par  exemple  , être  1 1 , le  fe> 
cond  fera  contenu  dans  le  premier  autant  de  fois  qu’il  y étoit  avant  la 
multiplication , puifque  l’un  & l’autre  eü  1 2 fois  plus  grand  qu’il  n’étoit. 
Soient , par  exemple , les  deux  nombres  548  ^ & 34f^  divifer  l’un  par 
l’autre  : je  les  multiplie  par  1 2 qui  eR  le  dénominateur  commun  des 
fraélions  réduites , ce  qui  me  donne  les  deux  nombres  6579  & 416; 
je  divife  enfuite  le  premier  pat  le  fécond  , & je  trouve  15  ^ : c’eft  tfr 
quotient  des  deux  nombres  ^48  :(  & 3 4 

Le  produit  du  dividende  548  ^ par  1 2 eft  6579  ; car , en  mutipliant 
d’abord  le  nombre  entier  548  pat  1 2 , le  produit  eR  65^76  j & d’ailleurs 
en  multipliant  aufli  par  1 2 lafraftion  réduite  on  trouve  3 , parce  que  , 
quand  on  multiplie  une  firaâioa  par  fon  dénominateur , le  produit  eR 
toujours  égal  au  numérateur  ( 1 6 5 5).  On  trouvera  de  même  que  le 
produit  du  divifeur  34  ^ par  1 2 eR  41 6. 

178  C.  S’il  n’yavoit  que  le  dividende  ou  le  divifeur  qui  eût  une 
fradiion , il  faudrait  multiplier  l’un  & l’autre  par  le  dénominateur  de 
cette  fradtion. 

» 

179.  Remarquez  que,  fî  la  fradlion  qui  fert  de  divifeur  eflplüs  petite 
que  l’unité,  le  quotient  fera  plus  grand  que  le  dividende  : comme  fi  on 
divife  I par  ^ , le  quotient  = i eR  plus  grand  que  le  dividende 

• La  raifbn  de  cette  remarque  cfl  que  le  quotient  eR  d’autant  plus 
grand  que  le  divifeur  eR  petit.  Or,  quand  le  divifeur  eR  l’unité , le 
.quotient  efl  égal  au  dividende  ; par  conféquent , fi  le  divifeur  efl  plus 
petit  què  l’imité  , le  quotient  doit  être  plus  grand  que  le  dividende. 

D’ailleurs,,  on  a dit  ( Liv.  I , art.  161)  que  dans  toute  divifionle 
dividende  eR  au  divifeur  comme  le  quotient  efl  à l’unité  j & alternando, 
le  dividende  efl  au  quotient  comme  le  divifeur  efl  à l’unité  ; par  confé- 
quent ,.  fi  Le  divifeur  efl  plus  petit  que  l’unité,  le  dividende  efl  auffi  plus 
pétit  que  le  quotient. 

On  peut  encore  ajouter  que,  divifer  par  une  fraétion  moindre  que 
l’unité ,.  c’efl  chercher  combien  de  fois  cette  fraélion  efl  contenue  dans 
le  dividende  ; par  exemple  , combien  de  fois  î eR  contenu  dans  1 00. 
'Or , il  éfl  é^dent  qnc  ^eR  contenu  plus  de  cent  fois  dans  100. 
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DB  ZA  rO&MATION  DBS'  PUISSANCES  DBS  FRACTIONS. 


Nous  ne  dirons  qu’un  mot  de  cette  opération , parce  qu’elle  eft 
très- facile  à entendre  , après  tout  ce  que  nous  avons  dit  jufqu’ici. 

1 8o.  Pour  avoir  le  quarré  d’une fraétion , il  faut  élever  le  numérateur 
&le  dénominateur,  chacun  à Ton  quarré.  Exemple:  Le  quarré  de  j eft 
De  même  que  le  quarré  i eft 

Pour  avoir  le  cube  d’une  fraétion,  il  faut  élever  le  numérateur  & le 
dénominateur , chacun  à fon  cube.  Exemple:  Le  cube  de  \ eft  7^. 

En  général , pour  avoir  une  puiftance  d’une  fraétion , il  faut  élever 
le  numérateur  ôc  le  dénominateur  à la  même  puiftance  que  celle  à 
laquelle  on  veut  élever  la  fraâion. 

La  raifon  de  cette  opération  eft  bien  claire  ; car , pour  élever  la  frac- 
tion  \ à Ton  quarré  , il  faut  multiplier  \ par  Or , en  multipliant  7 par  * , 
on  aura  au  produit  une  fraétion , favoir  ^ , dont  le  numérateur  eft  le 
quarré  de  2 , & le  dénominateur  le  quarré  de  3 i par  conféquent , pour 
élever  une  ftaélion  à fon  quarré , il  faut  prendre  le  quarré  du  numéra» 
teur  Sc  celui  du  dénominateür.  C’eft  la  même  raifon  pour  les  autres 
puiftànces. 

On  opéré  de  même  fur  les  fraâions  littérales.  Exemples  : le 

IJ  , J a + d ^aa+xad-^rdd  j t j ^ n 

quarré  de  - eft  — . Le  quarré  de eft . Le  cube  de  7 eft  n* 

b hb  ^ c €€  . b 

Il  paroit  que  le  quarré  ou  quelqu’autre  puiftance  fupérieure  d’une 
fraélion  proprement  dite  eft  moindre  que  la  fraéfion  j le  quarré  de  ; 
n’eft  que  la  moitié  de  ; , le  quarré  de  la  frâétion  j n’en  eft  que  le  tiers, 
le  quarré  de  ^ n’en  eft  que  le  quart , &c.  c’eft  une  fuite  de  ce  que  nous 
avons  remarqué  fur  la  multiplication  des  fraétions  , lorfque  le  multipli- 
cateur eft  moindre  que  l’unité , Art.  1 6<;r. 

De  l’Extraction  des  Racines  des  Fractions. 


181.  Pour  extraire  la  racine  quarrée  d’une  fraétion , il  faut  tirer  celle 
du  numérateur  & celle  du  dénominateur.  Exemples  : La  racine  quarrée 
de  5 eft-j  : La  racine  quarrée  de  eft 

En  général , pour  extraire  la  racine  quelconque  d’une  fraâàon , il 
faut  tirer  la  racine  femblable  du  numérateur  & du  dénominateur  de  la 
fraéfion.  Exemple  : La  racine  quatrième  de  ^ eft 

La  raifon  de  cette  opération  fe  déduit  de  la  formation  des  puiftànces 
des  fraéüons  j car  fi , pour  élever  une  fraâion  à fon  quarré , il  faut  élever 
le  numérateur  & le  dénominateur  chacun  à fon  quarré , il  fuit  que 
pour  tirer  la  racine  quarrée  d’une  fraétion,  il  faut  tirer  celle  du  nu- 
mérateur Sc  celle  du  dénominateur , puifque  la  formation  des  puiftance» 
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& l’extra£lion  des  racines,  font  des  opérations  contraires.  On  peut 
appliquer  le  même  raifonnement  aux  autres  racines  , troifiemes  , qua- 
trièmes , &c. 

Il  faut  opérer  de  la  même  maniéré  pour  Textraftion  des  racines 
des  fraétions  littérales.  Exemples  : La  racine  quarrée  de  ^ eft  j.  La 

racine  cubique  de  eft 

182.  Si  le  numérateur  & le  dénominateur  ne  font  pas  Fun  & l’autre 
des  puiflances  parfaites  de  la  racine  que  l’on  cherche , on  ne  peut  trou- 
ver exaétemenr  cette  racine  : par  exemple , on  ne  peut  pas  tirer  exafte- 
ment  la  racine  quarrée  de  \ , parce  que  le  dénominateur  n’eft  pas  un 
quarré  parfait  ; mais  alors  on  peut  approcher  aulïi  près  que  l’on  veut 
de  la  véritable  racine.  Pour  cet  effet , il  faut,  i^.  multiplier  les  deux 
termes  de  la  fra(ftion  par  le  dénominateur , afin  que  la  nouvelle  frac- 
tion qui  viendra  ait  un  quarré  pour  dénominateur.  Dans  l’exemple 
propofé , je  multiplie  les  deux  termes  de  la  fraftion  | par  5 , ce  qui 
donne  la  nouvelle  fraélion  , dont  le  dénominateur  eft  un  quarré. 
a®.  Il  faut  écrire  à la  fuite  des  deux  termes  de  la  nouvelle  fraftiôn  une 
ou  plufieurs  tranches  de  deux  zéros  chacune.  On  peut  mettre  autant 
de  tranches  que  l’on  veut  : plus  il  y en  aura , plus  on  approchera  de  la 
véritable  racine  ; mais  on  doit  en  mettre  le  même  nombre  au  numéra- 
teur & au  dénominateur.  3°.  On  tirera  enfuite  la  racine  quarrée  du  nu- 
mérateur & celle  du  dénominateur  ; (celle-ci  fera  exaéfe  , mais  la  pre- 
• miere  ne  le  fera  pas.  ) La  fraûion  formée  de  ces  deux  racines  fera  la 
racine  quarrée  approchée  de  la  fraftion  propofée. 

Dans  notre  exemple  , après  avoir  réduit  la  fraâion  \ à celle-ci  ^ , 
j’écris  enfuite  deux  tranches  de  deux  zéros  à la  fin  de  chacun  des  ter- 
mes il  vient  Enfin,  je  tire  les  racines  quarrées  des  deux  ter- 
mes 200000  & 2 5 0000  , & j’en  forme  la  fradtion  ^ , qui  eft  un  peu 
moindre  que  la  racine  véritable  | , mais  qui  n’en  différé  pas  de  la 
500“*  partie  de  l’unité  : en  voici  la  démonftration.  La  fradionf  eft 
égale  à , parce  que  l’on  a multiplié  les  deux  termes  de  la  première 
. fradtion  par  5.  Par  la  même  raifon , ^ eft  égale  à ^ puifqu’en  ajou- 
tant quatre  zéros  à chacun  des  termes  de  la  fradUon  , on  a multiplié 
'les  deux  termes  de  cette  fradfion  par  loooç  (Liv.  I,art.  49).  Paa: 
conféquent  la  fraftion  propofée  \ eft  égale  à celle-ci  ; elles  ont 
donc  une  même  racine  : or , la  fradfion  ^ eft  un  peu  moindre  que  la 
racine  de  , mais  elle  n’en  différé  pas  de  la  500"“  partie  d’une 
unité;  car,  fi  on  mettoit  448  pour  numérateur  au  lieu  de  447,  la 
fradlion  ~ feroit  trop  grande , puifque  448  eft  plus  grand  que  la  racine 

de  200000. 
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Les  tranches  que  Ton  écrit  à la  fin  des  termes  de  la  fraâion  dont 
le  dénominateur  efl  un  quarré  , doivent  être  de  deux  zéros  , afin  que 
le  dénominateur  , augmenté  de  ces  zéros  , foit  toujours  un  nombre 
quarré  ; ce  qui  arrivera  néceflairement  ; car  le  dénominateur  étoit  un 
quarré  avant  qu’on  le  multipliât  par  l’unité  fuivie  d’une  ou  deplufieurs 
tranches  de  deux  zéros.  D’ailleurs , il  eft  évident  que  l’unité  fuivie  d’une 
ou  de  plufîeurs  tranches  de  deux  zéros  eft  un  quarré.  Or  , un  quarré 
multiplié  par  un  quarré  donne  un  produit  qui  eft  auffi  un  quarré  ; car  , 
foient  les  deux  quarrés  bh  qui  peuvent  repréfenter  tous  les  quarrés. 
Or  , le  produit  de  ces  deux  quarrés , qui  eft  aahk , eft  auflî  un  quarré  , 
favoir  celui  de  ah  y puifqu’en  multipliant  ah  par  , le  produit  eftaéa^ 

ou  aabb. 

183.  Si  on  veut  tirer  la  racine  cubique  approchée  de  |,  il  faut  multi- 
plier les  deux  termes  par  le  quarré  du  dénominateur , c’eft-à-dire , par 
25  , afin  que  la  nouvelle  fraftion  ^ ait  un  cube  pour  dénominateur  ; 
enfuite  on  écrira  à la  fin  des  deux  termes  100  & 125  une  ou  plufieurs 
tranches  de  trois  zéros  chacune  : enfin , on  tirera  la  racine  cubique  de 
chaque  terme.  On  fait  de  même  à proportion  pour  approcher  de  la 
racine  quatrième , cinquième,  ainfi  des  autres. 

DES  FRA  CTIO  NS  DÉCIMALES. 

1 84. 11  y a des  fraâions  qu’on  nomme  décimales  qui  font  fort  en 
ufage  dans  les  Mathématiques  ; ce  font  celles  dont  le  dénominateur 
eft  l’unité  fuivie  d’un  ou  de  plufîeurs  zéros  : telles  font  lés  fraiftions 

± ill'  Orn 

10  > joo  y 1000  y 

1 8 5 • On  a trouvé  le  fecret  de  rendre  le  calcul  de  ces  fortes  de  frac- 
tions aufli  aifé  que  celui  des  nombres  entiers  ; 6c  c’eft  ce  qui  a rendu 
l’ufage  de  ces  fraélions  fi  fréquent  dans  les  .Mathématiques.  Or , voici 
comment  on  eft  parvenu  à rendre  le  calcul  des  fraôions  décimales 
aifé  8c  femblable  à celui  des  entiers.  On  fupprime  le  dénominateur  , Ôc 
pour  marquer  les  zéros  de  ce  dénominateur , on  met  un  point  ou  une 
virgule  au  numérateür , enforte  qu’il  y ait  autant  de  chiffres  après  ce 
point  qu’il  y a de  zéros  au  dénominateur.  Ainfi  les  fradions 
îe  marquent  en  cette  maniéré  ,-4>*56j»345- 

186.  Pour  exprimer  encore  plus  précifément  lesfraébons  décimales, 
on  écrit  à la  droite  des  chiffrés  du  numérateur  d’autres  chiffres  en 
carafteres  differents  qui  défignent  le  nombre  de  zéros  du  dénominateur. 
De  plus,  lorfque  la  fraélion  eft  moindre  qu’un  entier,  c’eft-à-dire 
qu’une  unité , on  met  avant  le  point  un  zéro  qui  tient  la  place  des 

• - i 


ao8  des  fractions. 

entiers.  Les  fraâions  précédentes  doivent  donc  être  marquées  en  cette 

maniéré,  0.4' , 0.56" , 0.345"'. 

187.  S’il  y a moins  de  chiffres  au  numérateur  que  de  zéros  au  déno> 

minateur , non-feulement  on  met  un  zéro  avant  le  point  pour  marquer 
la  place  des  entiers , mais  on  en  met  aufli  immédiatement  après  le  point 
autant  qu’il  en  faut  pour  qu’il  y ait  autant  de  chifi^es  après  ce  point  qu’il 
y a de  zéros  au  dénominateur.  Ainfi  , la  fraétioh  ,53555  doit  être  écrite 
en  cette  maniéré , 0.00034’ , parce  que  le  dénominateur  contenant  cinq 
zéros  , il  doit  y avoir  cinq  chiffres  après  le  point  : de  même , fe  réduit 

à 0.004'". 

188.  Lorfqu’il  y a plus  de  chiffres  au  numérateur  que  de  zéros  au 
dénominateur , on  n’écrit  point  de  zéro  avant  le  point  qu’on  met*  au 
numérateur , parce  que  pour  lors  les  entiers  font  marqués  par  les  chif- 
fres qui  font  avant  le  point.  Ainfi , la  fraétion  ^ s’exprime  en  cette  ma- 
niéré, 4.25".  Pareillement , s’écrit  en  cette  façon,  53.4562". 
Dans  ce  cas , les  chiffres  qui  font  à la  fuite  du  point  lignifient  des  parties 
d’unités , Sc  ceux  qui  précèdent  ce  point  expriment  des  unités , des 
dixaines  , des  centaines,  &c.  Dans  le  premier  exemple  , 4.25  , le 4 
lignifie  quatre  unités  : pareillement , dans  le  fécond  exemple  ,1e  3 expri- 
me des  unités , & le  5 qui  efi  avant  le  3 marque  des  dixaines.  S’il  y avoit 
encore  un  chiffre  avant  le  5 , il  exprimeroit  des  centaines  ; ainfi  de  fuite. 

189.  Ce  qu’on  a dit  jufqu’ici  fait  voir  que , quand  il  n’y  a qu’un 
chiffre  après  le  point  , pour  lors  le  nombre  exprime  des  dixièmes 4 
lorfqu’il  y a deux  chiffres  après  le  point , le  nombre  lignifie  des  centiè- 
mes i quand  il  y en  a trois , il  exprime  des  millièmes;  s’il  y en  a quatre, 
il  lignifie  des  dix  millièmes , &c.  Mais  , dans  ces  fortés  de  fractions  , la 
valeur  des  chiffres  diminue  en  proportion  décuple,  de  même  que  dans 
les  entiers  : ainfi , quoiqull  y ait  plulieurs  chiffres  après  le  point,  fi  on 
prend  chaque chifife  en  particulier,  le  premier  après  le  point  lignifie 
des  dixièmes,  le  fécond  des  centièmes , le  troifieme  des  millièmes,  le 
quatrième  des  dix  millièmes,  &c.  Dans  cet  exemple,  53.4562",  le 
4 lignifie  quatre  dixièmes , le  5 cinq  centièmes , le  6 ' fix  millieines  , le  a 
deux  dix  millièmes.  Cela  ell  évident  ; car  , puifque  le  chiffre  3 exprime 
des  unités  , il  ell;  néceffaire  que  le  4 , qui  ell  après  le  3 , marque  des 
dixièmes , autrement  la  valeur  des  chiffres  ne  diminueroit  pas  en  pro- 
portion décuple , en  allant  vers  la  droite.  Par  la  même  raifon , le  4 ex- 
primant des  dixièmes,  il  faut  que  le  5 lignifie  des  centièmes.  Pareille- 
ment, puifque  le  5 exprime  des  centièmes,  le  6 marquera  des  millièmes, 
3c  enfin  le  2 des  dix  millièmes. 

199.  Si  on  déplace  le  poimc  qui  fe  trouve  dans  un  nombre  décimal , 

ou 
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on  chànge  la  valeur  de  ce  nombre  ; enforte  que , fi  on  avance  ce  point 
d’un  rang  vers  la  droite , il  vaut  dix  fois  plus  -,  fi  on  l’avance  de  deux 
rangs  « il  vaut  cent  fois  plus;  fi  on  l’avance  de  trois  rangs»  il  vaut  mille 
fois  plus,  &c.  par  exemple,  fi  on  a le  nombre  décimal  423.567'", 
& qu’on  avance  le  point  d’un  rang  vers  la  droite  en  cette  forte  , 
423  5.67" , il  vaut  dix  fois  plus  qu’il  ne  valoit ; car  ce  dernier  nombre 
fignifie  des  centièmes , au  lieu  que  le  précédent  ne  vaut  que -des  millie* 
mes.  Si  on  avance  le  point  de  deux  rangs  vers  la  droite  en  cette 
maniéré, 4235 6-7',  il  vaudra  cent  fois  plus  qu’il  ne  valoit  d’abord; 
car  ce  nouveau  nombre  vaut  des  dixièmes  , & le  premier  ne  vaut  que 
des  millièmes  : enfin , fi  on  avance  le  point  de  trois  rangs , on  aura  4e 
nombre  423567  ( il  eft  inutile  d’écrire  le  point  dans  ce  cas,  parce  qu’il 
feroit  à la  fin  du  nombre  ) qui  défigne  des  unités  , & qui , par  confé- 
quent , eft  mille  fois  plus  grand  que  le  premier  42  3 . 5 67"',  qui  ne  fignifie 
que  des  millièmes.  Au  contraire,  lorfqu’on  recule  le  point  vers  la 
gauche , on  diminue  la  valeur  du  nombre;  fi  on  le  recule  .d’un  rang , lé 
nombre  vaut  dix  fois  moins  ; fi  on  le  recule  de  deux  rangs , le  nombre 
vaut  cent  fois  moins  ; fi  on  le  recule  de  trois  rangs , le  nombre  vaut 
mille  fois  moins,  ainfi  de  fuite.  Le  nombre  42.3567"  vaut  dix  fois 
moins  que  le  premier  423.567'";  cet  autre  4.23567’  vaut  cent  fois 
moins  que  le  premier;  le  fuivant  0.423567’*  vaut  mille  fois  moins; 
celui-ci  0.042 3 5 67’"  vaut  dix  mille  fois  moins. 

1 9 1 . Il  .faut  remarquer  qu’on  peut  écrire  des  zéros  à la  fin  d’un 
nombre  entier  fans  augmenter  fa  valeur , pourvu  qu’on  mette  un  point 
entre  les  zéros  qu’on  écrit  & les  chiffres  précédents  ; par  exemple , fi  on  a 
le  nombre  34, on  peut  y ajouter  trois  zéros  en  cette  maniéré,  34.000"* 
fans  en  changer  la  valeur  ; car,  avant  l’addition  des  zéros,  le  nombre 
fignitioit  trente  quatre , & après  l’addition  des  zéros , le  nombre 
exprime  trente-quatre  mille  millièmes.  Or , trente-quatre  unités  valent 
autant  que  trente- quatre  mille  millièmes  , ( on  fous-entend  unités  ) 
puifqu’une  unité  vaut  mille  millièmes  d’uirités. 

192.  On  peut  de  même  ajouter  des  zéros  à un  nombre  décimal  fans 
en  augmenter  la  valeur  : par  exemple , fi  on  a le  nombre  35.924'"  , 
on  peut  y ajouter  tant  de  zéros  qu’on  voudra  fans  changer  fa  valeur  ; 
ainfi  35.9^4'"  = 3 5.  924000’'.  La  raifon  eft  que,  fi  d’une  part  on 
augmente  le  nombre  des  parties  par  l’addition  des  zéros , aufli  d’un 
autre  côté  on  diminue  la  grandeur  de  chaque  partie  dans  la  même 
proportion  ; ainfi , dans  l’exemple  propofé  , le  nombre  des  parties  eft 
mille  fois  plus  grand  après  l’addition  des  trois  zéros  ; mais  auifi  chaque 

partie  eft  mille  fois  plus  petite  quLauparavant. 

1.  F ortie.  ' D 4 
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19  J.  Il  eft  évident,  après  tout  ce  que  nous  avons  dit,  qu’on  énonce 
un  nombre  décimal  de  la  même  maniéré  qu*un  nombre  entier,  à 
Texception  qu’après  avoir  exprimé  le  nombre  des  parties  décimales,  on 
ajoute  le  nom  de  ces  parties  que  le  nombre  (ignifie  ; ainfî,  on  énonce  I9 
nombre  entier  359  24000 , en  difant , trente-  cinq  millions  neuf  cents 
vingt-quatre  mille;  & pour  énoncer  le  nombre  décimal  35.924000’'» 
on  dit  trente-cinq  millions  neuf  cents  vingt  quatre  mille  millionièmes. 
On  peut  auflî  féparer  le  nombre  décimal  en  deux  parties, en  mettant  les 
entiers  d’une  part , & les  parties  décimales  d’une  autre  ; ainfî , le  nombre 
décimal  35.924000”  peut  auflî  être  exprimé  en  difant  trente-cinq,  on 
fous-entend  unités^  plus,  neuf  cents  vingt- quatre  mille  millionièmes; 

194.  Il  fuit  de  ce  qu’on  a dit  fur  la  fîn  de  l’article  189,  qu’ori 
pourroit  aulîî  féparer  les  parties  décimales  les  unes  des  autres , en  difant 
que  le  nombre  précédent  contient  trente-cinq  unités,  plus,  9 dixièmes» 
plus , 2 centièmes , plus , 4 millièmes  : en  effet , toutes  ces  parties 
prifes  enfemble , valent  9 24000  millionièmes  ; car , 9 dixièmes  valent 
900000  millionièmes  ; 2 centièmes  valent  20000  millionièmes  ; fle 
enfin  , 4 millièmes  valent  4000  millionièmes. 

On  fiiit  fur  les  fraélions  décimales  les  mêmes  opérations  que  fur 
les  nombres  entiers  êc  de  la  même  maniéré  : il  fuffîra  de  dire  un  môc 
de  chaque  opération. 

Addition  des  Tractions  décimales, 

% 

195.  Pour  ajouter  des  fraétions  décimales,  on  les  met  les  unes  fous 
les  autres  , de  forte  que  les  parties  décimales  d’un  nombre  répondent 
aux  parties  décimales  de  même  efpece  d’un  autre  nombre , c’eft- à-dire, 
les  dixièmes  fous  les  dixièmes , les  centièmes  fous  les  centièmes , les 
millièmes  fous  les  millièmes , &c.  & après  cette  préparation  , on  prend 
la  fomme  de  ces  fraûions  de  la  même  maniéré  que  fi  c’étoient  des 
pombres  entiers  : pour  ce  qui  eft  du  point  qui  fépare  les  entiers  d’avec 
les  parties  décimales , il  faut  que  celui  que  l’on  met  dans  la  fommq 
réponde  dire^ment  à ceux  qui  font  dans  les 

nombres  qu’on  ajoute , afin  qu’il  y ait  dans  5 

la  fomme  autant  de  rangs  de  parties  déci- 

males  qu’il  y en  a dans  celui  des  nombres  45  3*’ 

qu’on  ajoute , qui  contient  le  plus  de  ces  682.9003'’fomme 
rangs.  Voyez  l’exemple. 

SouJlraBion  des  Fraûions  décimales. 

196.  Pour  fouftraire  un  nombre  décimal  d’un  autre,  il  faut  mettre 
celui  qu’on  veut  foullrairc  fbus  l’autre,  de  forte  que  les  parties 
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décimales  de  l’tin  répondent  à celles  de  l’autre  qui  font  de  même  efpece. 
Le  point  qui  fépare  les  entiers  des  -parties  décimales  doit  être  placé 
dans  le  relie  fous  les  points  qui  font  dans  les  deux  nombres.  Si  le  nombre 
dont  on  veut  fouRratre  contient  . moins  de  rangs  de  parties  décimales 
que  le  nombre  à foullraire , il  faut  ajouter  des  zéros  à la  lin  du  premier 
nombre,  jufqifà  ce  qu’il  contienne  autant  de  rangs  de  parties  décimales 
que  le  fécond;  ainfi  pour  ôter  4.556207’' 
du  nombre  536.29",  il  faut  mettre  quatre  556.290000’* 
zéros  à la  fin  du  nombre  536.29",  & les  4-35^*°7 

difpofer  comme  on  les  voit  ici  : on  trouvera 
le  relie  93^79 


53>-933793’'  «fie 


197.  Si  le  nombre  dont  on  veut  fouôraire  des  parties  décimales  ell 

entier , il  faut  le  réduire  en  parties  décinules , en  mettant  un  point  après 
les  chiffres  du  nombre  entier , & ajoutant  à la  fuite  autant  de  zéros 
qu’il  y a de  rangs  de  parties  décimales  dans  le  nombre  qu’on  veut 
foullraire;  ainfi,  pour  ôter  5.6432”  du  nom-  0000” 

bre  entier  27  ,il  faut  mettre  un  point  après  5 64?  2 

le  7 , & ajouter  quatre  zéros , on  trouvera  le  737; — ^ 

refte  21.5568“. 

; Les  zéros  que  l’on  ajoute , foit  au  nombre  entier , foit  au  nombre 
décimal , n’en  augmentent  pas  la  valeur  (191  ôc  192);  ils  ne  font 
que  le  réduire  en  parties  plus  petites  : au  refte , cette  opération  ne 
contient  aucune  difficulté  dont  il  foit  nécelîairc  d’apporter  la  raifon  , 
non  plus  que  la  précédente. 

Multiplication  des  Fraâions  décimales. 

198.  Pour  multiplier  deux  nombres  l’un  par  l’autre,  dont  l’un  ou 
tous  les  deux  renferment  des  parties  décimales , il  faut  faire  comme  fi 
les  deux  étoient  des  nombres  entiers , & le  produit  condendra  autant 
de  rangs  de  parties  décimales  qu’il  y en  a , tant  dans  le  multiplicande 
que  dans  le  multiplicateur;  c’eft  pourquoi,  4-35" 
dans  l’exemple  fuivant , il  faut  qu’il  y ait 
trois  chiffres  après  le  point  qu’on  met  au 
produit , parce  qu’il  y a crois  rangs  de  parties 
décimales  dans  le  multiplicande  & dans  le 
multiplicateur  pris  enfemble./ 

199.  Quand  il  y a plus  de  rangs  de  parties  décimales  dans  le  multt* 
plicat^e  & dans  le  mukiplicatéur  pris  enfemble , qu’il  n’y  a de  chiffres 
dans  le  produit , il  faut  mettre  avant  le  produit  autant  de  zéros  qu’il 

eft  néceffàire,  afin  qu’il  y ait  après  le  point  autant  de  rangs  de  parties 

E)  d 1 j 
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décimales  qu’il  y en  a dans  le  multiplicande  & dans  le  multiplicateur. 
Dans  l’exemple  luivant , il  faut  mettre  quatre 
zéros  au  produit  après  le  point,  parce  qu’il 
y a fept  rangs  de  parties  décimales  dans  le 
multiplicande  & dans  le  multiplicateur , 

4 dans  l’un  & 3 dans  l’autre , au  lieu  qu’il 
n’y  a que  trois  chiffres  dans  le  produit.  0.000064,8 

Pour  prouver  qu’il  doit  y avoir  autant  de  rangs  de  parties  décimales 
dans  le  produit  qu’il  y en  a , tant  dans  le  multiplicande  que  dans  le 
multiplicateur  > nous  nous  fervirons  du  premier  exemple.  Si  le  mul- 
tiplicande & le  multiplicateur  avoient  été  l’un  & l’autre  des  nombres 
entiers,  le  produit  auroit  été  le  nombre  entier  291454  mais  le  multi- 
plicande 4.35“  eft  cent  fois  moindre  que  le  nombre  entier  435  (i9o).- 
Donc  le  produit  de  4-35"  par  67  dôit  être  cent  fois  plus  petit  que 
29145^  produit  eft  29 1 .45  ' Par  la  même  raifon , le  produit 

de  4.35"  par  6 7'  doit  être  dix  fois  moindre  que  celui  de  4.35"  par 
. 67,  parce  que  6.7'  eft  dix  fois  plus  petit  que  67.  Or,  le  produit  de 
4.35“  par  67  eft  291.45“.  Donc  celui  de  4-35"  par  6.7*  doit  être 
29.145"'.  Il  eft  donc  clair  que  le  produit  d’un  nombre  décimal  par 
un  autre  doit  avoir  le  nombre  des  rangs  des  parties  décimales  du 
multiplicande , plus , le  nombre  des  rangs  de  celle  du  multiplicateur, 

Divifion  des  Frayions  décimales. 

200.  Pour  divifer  un  nombre  décimal 

par  un  autre,  il  faut  opérer  comme  dans 
la  divifion  des  nombres  entiers,  il  y aura 
dans  le  quotient  autant  de  rangs  de  parties 
décimales  qu’il  y en  a dé  plus  au  dividende 
qu’au  divifeurj  ainfi,  s’il  y a trois  rangs 
de  parties  décimales  dans  le  dividende  & 
deux  au  divifeur,  il  doit  y avoir  un  rang  9^^ 

de  parties  décimales  au  quotient,  comme  9^^ 

on  le  voit  dans  cet  exemple.  000 

201.  Il  fuit  de-  là  que , fi  le  divifeur  a autant  de  rangs  4e  parties 
décimales  que  le  dividende , le  quotient  fera  un  nombre  entier , & fi  le 
divifeur  eft  un  nombre  entier , le  quotient  contient  autant  de  rangs  de 
parties  décimales  qu’il  y en  a au  dividende. 

202.  Il  eft  aifé  de  voir  que , fi  le  dividende  eft  un  nombre  entier,  ou 
qu'il  ait  moins  de  rangs  de  parties  décimales  que  le  divifeur , il  faut 
mettre  à la  fin  du  dividende  autant  de  zéros  qu’il  eft  néceffaire  pour 
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qu’il  y ait  dans  le  dividende  au  moins  autant  de  rangs  de  parties 
décimales  qu’il  y en  a dans  le  divifeur.  Si  le  dividende  eft  un  entier  , 
il  faut  avoir  foin  de  mettre  un  point  avant  les  zéros  qu’on  écrit  à la  fin 
du  dividende.  Nous  avons  averti  (191  Sx,  192)  que  ces  zéros  n’aug- 
mentent pas  la  valeur  du  nombre. 

La  feule  chofe  qu’il  faut  prouver  par  rapport  à la  méthode  de  la 
divifîon  des  frayons  décimales , c’eÂ  que  le  nombre  de  rangs  des 
parties  décimales  du  quotient  doit  être  égal  au  furplus  des  rangs  des 
parties  décimales  du  dividende  fur  ceux  du  divifeur.  Nous  allons  appli- 
quer  la  démonftration  à notre  exemple.  1°.  Si  le  dividende  & le  divi- 
feur étoient  des  nombres  entiers , le  quotient  feroit  le  nombre  entiec 
5 342.  2®.  Mais,  fi  le  dividende  étoit  2435-95  2'"  > comn^e  on  le  fup- 
pofe  dans  l’exemple , & que  le  divifeur  feul  fût  un  nombre  entier , le 
quotient  devroit  être  mille  fois  plus  petit  qu’il  n’étoit  dans  la  première 
hypothefe,  c’eft- à-dire,  mille  fois  moindre  que  5342;  par  conféquent 
le  quotient,  dans  cette  fécondé  hypothefe,  feroit  5.342"'.  3°.  A pré- 
fent,  fi  on  fiippofe  que  le  divifeur  eft  4 56" , & non  pas  456 , comme 
on  l’avoit  fuppofé  dans  les  deux  premières  hypothefes , & que  le  divi- 
dende foit  le  même  qu’il  étoit  dans  le  fécond  cas , le  quotient  doit  être 
cent  fois  plus  grand  que  dans  ce  fécond  cas , parce  que  le  divifeur  eR 
ici  cent  fois  plus  petit  qu’il  n’étoit  alors.  Donc  le  quotient  dans  la  pré» 
fente  hypothefe,  qui  eft  celle  de  l’exemple  propofé,  eft  534.2';  ainfi, 
ce  quotient  doit  avoir  deux  rangs  de  parties  décimales  de  moins  qu’il 
n’avoit  dans  le  fécond  cas.  Or,  dans  le  fécond  cas,  il  avoit  autant  de 
rangs  de  parties  décimales  que  le  dividende.  11  paroît  donc  que  le 
nombre  des  rangs  des  parties  décimales  du  quotient  eft  égal  à ce  qui 
en  refte  dans  le  dividende',  après  en  avoir j5té  autant  qu’il  y a de  rangs: 
de  parties  décimales  dans  le  divifeur. 

Formation  des  puiffances  des  Fractions  décimales. 

203.  Pour  élever  un  nombre  décimal  à une  puiffance,  il  faut  multi- 
plier ce  nombre  par  lui- même  une  ou  plufieurs  fois  félon  l’expo  fane 
de  la  puiffance  , c’eft-à-dire , une  fois  pour  le  quarré,  deux  fois  pour 
le  cube , trois  fois  pour  la  quatrième  puiflànce , ainfi  de  fuite.  Cette 
opération  ne  contient  aucune  difficulté  particulière  ; c’eft  pourquoi 
nous  paffons  à la  fuivante , qui  eft  l’extraâion  de  la  racine  des 
nombres  qui  contiennent  des  parties  décimales. 

Extraction  des  racines  des  F/aâions  décimales. 

204-  Pour  tirer  la  racine;  quarrée  d’un  nombre  décimal , il  faut  par- 
. tager  les  rangs  des  parties  décimales  en  tranches  de  deux  chiffres  ; mais. 
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ce  partage  fe  fait  en  allant  de  gauche  à droite , & non  pas  de  droite  à 
gauche  comme  dans  les  nombres  entiers-  S’il  ne  refte  qu’un  chiffre 
pour  la  derniere  tranche , on  ajoute  un  zéro  à la  fuite  du  nombre , afin 
que  toutes  les  tranches  foient  compolées  de  deux  chiffres  j ainfi , pour 
extraire  la  racine  quarrée  du  nombre  075548’,  il  faut  ajouter  un 
zéro  après  le  8,  & le  partager  en  cette  maniéré,  0.75,  54,80’*.  Si  le 
nombre  contjent  des  entiers  avec  des  parties  décimales  , il  faut  d’abord 
partager  les  entiers  à l’ordinaire  en  allant  de  droite  à gauche , & enfuite 
partager  les  rangs  des  parties  décimales  en  commençant  vers  la 
gauche,  après  le  point  qui  fépare  les  entiers  des  parties  décimales  : pat 
exemple , pour  tirer  la  racine  quarrée  du  nombre  25  5.45 6*“ , on  fait  le 
partage  en  tranches  en  cette  façon,  2,55.45,60”.  Après  le  partage, 
on  opéré  fur  le  nombre  décimal  comme  fi  c’étoit  un  nombre  entier  i il 
faut  avoir  foin  de  placer  dans  la  racine  le  point  qui  fépare  les  entiers  , 
quand  il  y en  a J des  parties  décimales.  En  fuivant  ces  obfervations , on 
trouvera  que  la  racine  quarrée  de  0.75  548’ efl:  0.868"',  & que  celle 
de  255  456"'  eft  1 5-54"  : dans  le  premier  exemple,  il  refte  56 , & dans 
le  fécond,  1204.  La  racine  quarrée  de  0.00001  569’"'  eft  00057'’, 
parce  que  le  nombre  000001569*'"  ayant  deux  tranches  de  zéros 
après  le  point  de  féparation , il  faut  que  fa  racine  ait  aufli  deux  rangs 
de  zéros  après  ce  point. 

Afin  de  prouver  qu’il  eft  néceffaire  de  commencer  à faire  le  partage 
des  rangs  des  parties  décimales  en  allant  de  gauche  à droite , il  fuffit 
d’apporter  un  exemple  : foit  donc  le  nombre  décimal  0.529'"  dont  il 
faut  tirer  la  .racine  j fi  on  partageoit  le  nombre  en  cette  maniéré , 
O 5,29"',  comme  fi  c’étoit  un  nombre  entier,  on  trouveroit  0.25" 
pour  racine.  Or,  le  quarté  de  cette  racine  eft  0.0529'’,  & non  pas 
0.529'",  parce  que  le  produit  doit  avoir  autant  de  rangs  des  paities 
décimales  qu’il  y en  a tant  au  multiplicande  qu’au  multiplicateur  ; 
ainfi , pour  extraire  la  racine  qiiarrée  de  0 5 29'" , il  faut  le  partager  en 
tranches  de  cette  façon,  0.52,90",  6c  on  trouvera  la  racine  0,7a" 
avec  le  refte  106. 

Quand  il  s’agit  de  la  racine  cubique , on  obferve  la  même  chofe  ; 
mais  il  faut  pour  lors  que  chaque  tranche  foit  compofee  de  trois  rangs , 
excepté  la  première  des  entiers,  s’il  y en  a,  laquelle  peut  avoir  moins 
de  trois  rangs.  Il  faut  juger  de  même  à proportion  des  autres  racines. 

Après  tout  ce  que  nous  avons  dit  , on  eutendra  aifément  l’ufage 
qu’  on  fait  des  firaÂions  décimales , pour  approcher  aufli  près  que  l’on 
veut  des  racines  exa<ftes  des  nombres  qui  font  des . puifTances  impar- 
fiiites , quoique  l’on  ne  puiffe  jamais  parvenir  à ces  racines  exaéfes. 
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L’opération  par  laquelle . on  approche  de  la  racine  d’aune  puiflance 
imparfaite  > s’appelle  approximation  dts  racines.  Quoique  nous  ayons, 
déjà  expliqué  cette  opération  après  avoir  parlé  de  l’extraétion  des 
racines , nous  allons  en  répéter  quelque  choie  ici. 

u4j>proximation  des  Racines. 


2»5 


205.  Pour  approcher  de  la  racine  quarrée  d’un  nombre  entiar,  qui  elï 
un  quarré  imparfait  > il  faut , après  avoir  divifé  le  nombre  en  tranches  de 
deux  chiffres  à l’ordinaire,  mettre  un  point  à la  fin,  & ajouter  enfuité 
autant  de  fois  deux  zéros  que  l’on  veut  avoir  de  rangs  de  parties  déci-^ 
males  dans  la  racine  ^ ainfi , A on  veut  avoir  trois  rangs  de  parties  déci> 
males  dans  la  racine , il  faut  mettre  fix  zéros  à la  fin  du  nombre  : fi  on  veut 
avoir  quatre  rangs  de  parties  décimales  à la  racine , il  faut  ajouter  huit 
zéros  au  nombre , ainfi  de  fuite  ÿ on  partagera  audî  ces  zéros  en  tran« 
ches , qui  contiennent  cha-  ^ ^ 

cune  deux  zéros.  Apres  ces  ^ — il — l < ' 

préparations , on  appliquera  *43  v. 

iur  chaque  membre  les  réglés 
de  l’extraélion  de  la  racine 
quarrée , comme  fi  le  nom- 
bre étoit  entier  ; mais  il  faut 
avoir  foin  de  mettre  un  point 
à la  racine  apres  les  entiers  , 
c’efl' à-dire  , avant  que  d’y 
écrire  le  chiffre  qui  viendra 
de  la  première  tranche  de 
zéros.  Tout  cela  paroîtra 
daiis  l’exemple  fuivant,  dans 
lequel  on  a ajouté  fix  zéros 
au  nombre  entier  643  52, 
pour  avoir  trois  rangs  de 
parties  décimales  dans  la  ra- 
cine. 
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20 6-  La  radne  qu’on  trouve  eft  toujours  moindre  que  la  raditv 
exaéte  j mais  elle  approche  d’autant  plus  de  cette  radne  exaâe  ôc- 
véritable , qu’il  y a plus  de  rangs  de  parties  décimales  dans  la  racin© 
trouvée  : quand  il  n’y  a qu’un  rang  de  parties  décimales  dans  cette' 
racine  trouvée , elle  ne  diffère  pas  de  la  racine  exacte  d’un  dixième 
de  l'unité  : lorfqu’il  y a deux  rangs-  de  parties  décimales  à la  racine 
elle  ne  differe  pas  de  la  radnè'  êxaâe  d’un  centième  de  l’unité  vs’û 
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y a rrois  de  ces  rangs  à la  racine , elle  ne  difFere  pas  de  la  véritable' 
racine  de  la  millième  partie  de  Punité , ainfi  de  fuite.  Dans  notre 
exemple  » comme  il  y a trois  rangs  de  parties  décimales  à la  racine 
trouvée , il  s’enfuit  qu’elle  ne  différé  pas  de  la  véritable  racine  de 
la  millième  partie  de  Punité  : cela  ell  évident , car  il  paroît , par  les 
regles  même  de  Pextraâion  des  racines , qu’on  ne  peut  augmenter  le 
dernier  chiffre  6 d’une  unité , c’eft- à-dire , qu’on  ne  peut  mettre  7 au  lieu 
de  6.  Or,  unè  unité  de  ce  dernier  chiffre  n’eft  que  la  millième  partie 
d’une  unité , puifque  ce  chiffre  eft  au  troiffeme  rang  des  parties  déci- 
males. 

207.  S’il  s’agiffbit  de  l’approximation  de  la  racine  troiffeme,  il  fau- 
droit  ajouter  à la,  fin  du  nombre  propofé  des  tranches  de  trois  zéros 
chacune:  s’il  falloit  approcher  de  la  racine  quatrième,  les  tranches  des 
zéros  ajoutés  devroient  être  de  quatre  zéros , ainff  de  fuite.  Cela  parole 
par  ce  que  nous  avons  dit  fur  l’approximation  de  la  racine  quarrée. 

Les  zéros  que  l’on  ajoute  au  nombre  propofé , afin  d’approcher 
davantage  de  fa  véritable  racine^  ne  changent  pas  la  valeur  de  ce 
nombre  (i  9 1)  > partager  en  parties  décimales. 

Comme  le  calcul  des  fraâions  décimales  eff  plus  facile  que  celui 
des  autres  fractions , on  réduit  fouvent  ces  dernieres  aux  premières  ; 
6c  apres  les  opérations , on  réduit  les  frayions  décimales  en  nombres  > 
qui  marquent  des  mefures  connues  d’un  tout , c’eft  à-dire , qu’on 
cherche  combien  ces  fraélions  contiennent  de  ces  mefures  : par  exem- 
ple , fi  la  fradion  défigne  des  parties  décimales  de  la  toHe , on  cherche 
un  nombre  équivalent  qui  exprime  des  pieds,  des  pouces,  des  lignes, 
des  points , qui  font  des  parties  connues  dé  la  toife.  11  faut  donc  encore 
expliquer  ces  deux  méthodes  avant  de  finir  ce  fécond  Livre  ; l’une , 
qui  confifte  à réduire  les  fraétions  ordinaires  aux  fradtions  décimales 
l’autre , qui  enfeigne  à réduire  les  fradtions  décimales  à des  nombre? 

qui  défignent  des  parties  connues  d’un  tout.  ' 

« # » 

KeduBion  des  Tractions  ordinaires  aux  FraSions  décimales. 

I 

208.  I °.  Pour  réduire  une  fradlion , comme  | en  fradlion  décimale , 

réduit  d’abord  le  numérateur  en  parties  décimales,  ce  qui  fe  fait  en 

écrivant  un  ou.plufieurs  zéros  à la  fuite  de  ce  numérateur,  pourvu 
qu’on  mette  un  point,  avant  ces  zéros  i enfuite  on  divife  le  numéra- 
teur ainff  réduit  par  le  dénominateur  de  la  fradUon  propofée , le  quo- 
tient eft  un  nombre  décimal  égal  à cette  fradfion  ; ainfi , pour  réduire 
la  fraâion  j en  un  nombre  décimal  qui  exprime  des  cents  millièmes , 
jç  jéduis . d’abord  Ip  nyméra^çnr- ^n  parties  décimales , qui  foien;  des 

cents 
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cents  millièmes , en  cette  maniéré , 6.00000’  ; apres  cela  je  divife 
ce  nombre  décimal  par  7,  ôr  je  trouve  le  quotient  0 85714’,  plus  , 
la  fraétion  ^ , ce  qui  fait  connoître  que  là  fraélion  propbiée  y efl  égale 
à 0.8571  2’ , fans  compter  la  fraétion  | qui  eft  reliée  après  la  divilion. 

La  raifon  de  cette  opération  paroîtra  clairement , li  on  fait  attentio.n 
qu*on  ne  change  pas  la  valeur  du  numérateur  en  le  réduifant  en  parties 
décimales,  & que  d’ailleurs,  en  divifant  le  qumérateur  ainli  réduit  par 
le  dénominateur , on  ne  fait  que  pratiquer  ce  qui  ell  indiqué  par  la 
fraétion  puifque  cette  fraélion  lignifie  6 divifé  par  7. 

209.  Le  2 qui  ell  relié  après  la  divilion  ne  marque  que  2 parties 
qui  foient  des  cents  millièmes  de  l’unité , puifque  le  nombre  décimal 
6.00000’  n’exprime  que  des  cents  millièmes  parties  de  l’unité  j & par 
conféquent  la  fraélion  j ne  lignifie  que  le  feptieme  de  2 parties , qui  font 
des  cents  millièmes  de  l’unité , ce  qui  ell  fi  peu  de  chofe  dans  la  pra- 
tique, qu’on  peut  négliger  cette  fraélion  fans  erreur  fenfible  : au  relie, 
on  peut  rendre  l’erreur  fi  petite  que  l’on  veut , én  réduifant  le  numéra- 
teur en  un  plus  grand  nombre  de  parties  décimales;  pour  cela,  il  n’y 
a qu’à  mettre  un  plus  grand  nombre  de  zéros  après  ce  numérateur. 

210.  Il  ell  encore  bon  de  remarquer  pour  là  pratique  que , quand  le 
numérateur  de  la  fraélion  qui  relie  après  la  divilion  ell  plus  grand  que 
la  moitié  de  fon  dénominateur , alors  il  faut , pour  rendre  l’erreur  plus 
petite , augmenter  d’une  unité  le  dernier  chilFre  du  nombre  décimal  : 
fi  donc  la  fraélion  reliante  avoit  été^,  on  auroit  dû  prendre  0.8571 5’ 

• au  lieu  de  o 85714’.  Si  le  numérateur  ell  égal  à la  moitié  du  dénomi- 
nateur , il  faut  augmenter  le  nombre  décimal  d’un  rang  en  écrivant 
un  5 après  le  dernier  chiffre , parce  que  ce  5 vaut  la  moitié  d’une  unité 
du  chiffre  précédent , c’ell-à-dire , du  dernier.  Enfin , fi  le  numérateur 
ell  moindre  que  la  moitié  du  dénominateur , on  n’ajoute  rien  au  nombre 
décimal  : dans  le  fécond  cas,  le  nombre  décimal  efr  abfolument  exaél  $ 
dans  les  deux  autres , il  approche  de  la  fraélion  propofée , mais  fa  valeur 
en  diffère  un  peu. 

^éduSion  des  Fraélions  décimales  a des  mejures  connues  5*  ordinaires» 

21 1.  2*^.  Pour  réduire  une  fraélion  décimale  en  mefures  ordinaires; 
par  exemple , pour  réduire  des  parties  décimales  de  toife  en  pieds , en 
pouces , en  lignes  & en  points , on  multiplie  la  fraélion  décimale  par  , 
le  nombre  qui  marque  combien  de  fois  la  mefure  à laquelle  on  veut 
réduire  la  fraâion  ell  contenue  dans  le  tout  • la  multiplication  étant 
faite , les  chiffres  qui  fe  trouvent  dans  le  produit , avant  le  point  de 
féparation  qui  diffingue  les  entiers  d’avec  les  parties  décimales  | 
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marquent  combien  la  fradlion  contient  de  ces  mefures.  Soit , paf 
exemple,  la  fraction  décimale  0.3562”,  que  je  fuppofe  exprimer  des 
parties  d’une  toife  : fi  je  veux  la  réduire  en  pieds , je  la  multiplierai 
par  6 , parce  que  ce  nombre  6 marque  combien  de  fois  le  pied  eft 
contenu  dans  la  toife;  le  produit  2.1 372”  montrera  que  la  fraftion 
précédente  contient  deux  pieds,  & de  plus,  *372  dix  millièmes  de 
pied.  Si  on  veut  réduire  o.  1 372”  de  pied  en  pouces , il  faut  multiplier 
ce  nombre  par  12,  parce  que  le  pied  contient  douze  pouces  ; on 
trouvera  le  produit  1.6464”,  qui  fait  voir  que  o 137 2”  de  pied  valent 
un  pouce , plus , 6464  dix  millièmes  de  pouces.  Si  on  veut  encore 
réduire  ces  parties  décimales  de  pouces  en  lignes,  il  faut  aufiî  multiplier 
ce  dernier  nombre  par  i 2 , parce  qu’il  y a 1 2 lignes  dans  un  pouce  ; le 
produit  77568”fera  voir  que  6464  dix  millièmes  de  pouces  font 
7 lignes,  plus,  7568  dix  millièmes  de  lignes.  On  peut- négliger  cette 
derniere  fraélion , qui  ne  vaut  pas  une  ligne  ; mais , afin  que  l’erreur  foit 
plus  petite , il  faut  prendre  8 lignes  au  lieu  de  7 ; car  le  premier  chiffre  7 
de  cette  fraébon  étant  plus  grand  que  5 , il  vaut  plus  de  la  moitié  d’un 
entier , puifqu’il  ne  faut  que  dix  unités  du  rang  oh  fe  trouve  le  7 pour 
faire  un  entier. 

Il  eft  évident  que  le  premier  produit  2.1 372”  eft  de  même  valeur 
que  la  fraétion  précédente  0.3562”;  car,  fi  d’un  côté  le  nombre  eft 
fix  fois  plus  grand  qu’il  n’étoit  avant  la  multiplication , auffi  d’un  autre 
côté  il  fignifie  des  parties  de  pied  qui  font  fix  fois  plus  petites  que 
celles  des  toifes  marquées  par  la  fràétion  o 3562”.  On  prouvera  de 
même  à proportion  que  le  fécond  produit  1.6464”,  qui  fignifie  des 
parties  décimales  de  pouces , a une  valeur  égale  à celle  du  nombre 
0.1372”,  qui  exprime  des  parties  décimales  de  pieds.  On  appliquera 
le  même  raifonnement  au  troifieme  produit. 

Jkîultiplication  & divifion  des  nombres  complexes  par  les  FraSions 

décimales. 

212.  On  fe  fert  de  ces  deux  dernieres  méthodes  pour  faire  la  mul- 
tiplication & la  divifion  des  nombres  complexes  : nous  allons  en  faire 
Papplication  en  peu  de  mots  au  troifieme  exemple  de  multiplicatioa 
qui  eft  à la  page  5 9 du  premier  Livre.  On  demande  combien  valent 
5 marcs  7 onces  6 gros  d’argent  à 48  livres  1 6 fols  1 o deniers  le  marc. 
11  faut  d’abord  réduire  les  deux  nombres  complexes  en  fraétions 
décimales;  pour  cela,  je  confidere  qu’un  fol  eft  une  vingtième  partie  de 
la  livre,  & qu’un  denier  en  eft  la  240”*’  partie;  ainfi,  le  multiplicande 
«ft  48  livres  plus  ^ d’une  livre.  Or,  les  deux. fraétions  if  & étant 
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réduites  en  parties  décimales  qui  foient  des  millièmes  de  livres , donnent 
les  deux  nombres  0.800" * & 0.041  ; mais  au  lieu  de  0.041  ",  je 

prends  0042"*, parce  que  le  numérateur  de  la  fraction  eft  plus  de 
la  moitié  de  fon  dénominateur.  Les  deux  fraélions  ^ font  donc 
à peu  près  égales  aux  nombres  0.800"'  & 0 042"',  qui , étant  ajoutés 
enfemble  & avec  les  48  livres,  font  48.842"'  de  livres-  Pour  ce  qui  eft 
du  multiplicateur  5 marcs,  7 onces,  6 gros, il  équivaut  à 5 marcs 5, 
plus  ^ de  marc , parce  que  Ponce  eft  la  8'“*'  partie  du  marc,  & que  le 
gros  en  eft  la  foixan  te- quatrième  partie.  Or,  les  deux  fraâions  5 & ^ 
étant  réduites  en  parties  décimales  qui  foient  des  cents  millièmes  > 
donnent  les  deux  nombres  0.87500*  & o 09375" > qo*  » étant  ajoutés 
enfemble  & avec  les  5 marcs  entiers,  font  5.96875’-.  11  s^agit  donc  de 
multiplier  48.842'"  par  5.96875*  : or , le  produit  de  ces  deux  nombres 
eft  291.52568750*'"  j ainfi,  5 marcs , 7 onces , 6 gros,  valent  291  liv. 
plus,  le  nombre  décimal  0.5 2568750’"'  d’une  livre,  lequel  étant  mul- 
tiplié par  20  pour  avoir  les  fols  qui  y font  contenus , donnent  le  produit 

10  5 1375000*"'  qui  vaut  dix  fols,  plus,  la  fraétion  0.51575000*"* 

de  fol , laquelle  étant  aufli  multipliée  par  1 2 pour  avoir  le  nombre  des 
deniers  qu’elle  renferme,  donne  le  troifîeme  produit  6.16500000*'“  , 
qui  lignifie  6 deniers , plus,  le  nombre  décimal  o 16500000*"',  qui  ne 
vaut  pas  un  denier  ; ainfi , le  prix  des  5 marcs , 7 onces , 6 gros  eft  à 
peu  près  291  liv.  10  f.  6 d.  plus,  quelques  parties  d’un  denier  : ce  prix 
eft  trop  grand  environ  d’un  denier,  parce  que  l’on  a pris  0.042'"  à la 
place  de  0.04 1 , plus 

Après  ce  que  nous  venons  de  dire , on  entendra  aflez  comment  il 
faut  faire  la  divifion  des  nombres  complexes  en  employant  les  fractions 
décimales  ; c’eft  pourquoi  il  n’eft  pas  nécelTaire  d’en  faire  l’application 
à un  exemple. 

Nous  avons  remis  le  calcul  des  radicaux  & celui  des  expofants  après 
les  fraétions;  c’eft  pourquoi  nous  en  allons  parler,  en  commençant  par 
celui  des  radicaux. 

DU  CALCUL  DES  RADICAUX. 

215.  On  appelle  radicaux  les  quantités  affeétées  du  fignal  radical  : 

telles  font  a\/b  o\\  ay.\/ b , aa * \/ a — b»  I/64,  5I/5,  &c.  Quoi- 

qu’on nomme  aufii  ces  quantités  incommenfurables  ou  irrationnelles, 

11  y a néanmoins  de  la  différence  entre  les  radicaux  & les  quantités 
incoinmenfurables , parce  que  des  quantités  peuvent  être  défignées  par 
le  figne  radical  fans  être  incommenfurables , comme  il  paroît  par  ces 
exemples , \/aaj  1/64,  qui  font  la  même  chofe  que  æ & 8 : d’ailleurs^ 

E?  Il 
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les  incommenfurables  peuvent  être  défîgnés  par  des  eypofants  frac» 
tionnaires , comme  nous  le  dirons  enfuite , auquel  cas  ces  iticommen- 
furables  ne  font  pas  appeîlés  radicaux.  Nous  avons  déjà  dit  que,  quand 
le  ligne  radical  eft  feul  fans  expofant,  il  faut  fous-entendre  Pexpo- 
fant  2 j ainfi  & 1/64  lignifient  la  même  chofe  que  64. 

Nous  avons  auflî  averti  que , quand  il  y a une  ligne  tirée  fur  plufieurs 
quantités , c’ell  une  marque  qu’il  faut  regarder  ces  quantités  comme 

n’en  faifant  qu’une  feule  ; âinfi  \/ a b lignifie  la  racine  de  a + ^ & 

non  pas  feulement  de  a.  De  même  b-\-c  \/a  ou  b-\-cx'\/o-  marque 
que  les  quantités  b 5i  c font  l’une  & l’autre  multipliées  par  \/a; 
mais  b-\-c\/a.  marque  qu’il  n’y  a que  c qui  foit  multiplié  par  \/ a.. 

On  fait  fur  les  radicaux  les  mêmes  opérations  que  fur  les  entiers, 
& on  en  fait  d’autres  qui  leur  font  particulières.  Nous  expoferons  les 
unes  & les  autres  en  peu  de  mots,  en  commençant  par  celles-ci,  qui 
qui  confiftent  en  quelques  réduftions. 

214.  i°.  Quand  il  y a dans  un  radical  quelque  quantité  différente 

de  l’unité  avant  le  ligne  radical , on  peut  la  faire  paffer  après , ou , comme 

on  dit , fous  ce  ligne , fans  changer  la  valeur  du  tout.  Pour  cet  effet  , 

on  élevera  cette  quantité  qui  précédé  le  ligne  à la  puiffknce  défignée 

par  l’expofant  du  ligne  , & on  multipliera  enfuite  cette  puiffance 

par  la  quantité  radicale,  c’eft-à-dire,  celle  qui  eft  fous  le  figne; 

* * 

ainfi  a\/b  ou  axy'^  — y'cL'b.  ac')/b—'^a}c^b.  ^y^^=y2^X% 
ou  1/75.  Quand  il  n’y  a pas  de  quantité  avant  le  figne  radical,  il 
faut  toujours  y fuppofer  l’unité.  1/75  = 1 1/75. 

215.  2°.  Réciproquement  on  peut  quelquefois  faire  paffèr  avant  le 
figne  une  partie  de  ce  qui  eft  fous  ce  figne  : il  faut  pour  cela  que  ce  qui 
eft  fous  le  figne  foit  le  produit  d’une  quantité  par  une  puiffance 
défignée  par  l’expofant  du  figne  radical;  ninfi y'a*b=ay'bj  parce  que 

t } 

iCb  eft  le  produit  de  b par  le  quarré  d’<r.  De  même  a}c^b = ac  Vb. 

\/ c^c  — a*d.~—a\/c—d.  ou  \/ X'^  = ^y'^.  On  réduit 

par- là  les  radicaux  à une  exprelnon  plus  fimple. 

216.  5®.  On  peut  multiplier  ou  divifer  l’expofant  du  figne  radical 
fans  changer  la  valeur  de  la  quantité  : il  faut , pour  cela , élever  ce  qui 
eft  fous  le  figne  à l<a  puiffknce  marquée  par  le  multiplicateur , ou  en 

tirer  la  racine  que  défigne  le  divifeur  de  l’expofant  : par  exemple , 

.»  6 

, parce  que  l’expofant  2 a.  été  multiplié  par  j,&  que  la  quan- 

J I» 

lité  A a été  élevée  à la  troifieme  puiffknce.  Pareillement 
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la  raifbn  de  cette  opération  eft  fondée  fur  ce  qu’en  multipliant  l’expo- 

fant  du  ligne  radical , on  diminue  autant  la  quantité  qui  eft  fous  le 

ligne , qu’on  l’augmente  en  l’élevant  à la  puilfance  marquée  par  le 

• s s 

multiplicateur.  Par  la  raifon  oppofée,  \/c^=a\/c* , parce  qu’on  a 
tiré  la  racine  troifieme  de  c®,  & qu’on  a aulîî  divifé  l’expofant  1 5 par  5. 

217.  4®.  On  fe  fert  de  l’opération  précédente  pour  réduire  deux 
radicaux  au  même  expofant  ; il  faut  multiplier  les  expofants  l’un  par 
l’autre , ôc  élever  chacune  des  quantités  radicales  à la  puiilànce  par 
laquelle  on  a multiplié  l’expofant  de  fon  ligne;  Soient  les  deux  radicaux 

* * f 

a\^ c & b'\/ d qu’il  faut  réduire  au  même  expofant:  je  multiplie  2 par  3, 

& le  produit  6 fera  l’expofant  commun  ; enfuite  j’éleve  c à la  troilieme 

puilfance  & à la  fécondé , parce  que  l’expofant  du  premier  radical  a 

été  multiplié  par  3 > & que  l’expofant  du  fécond  a été  multiplié  par  2 ; 

6 6 

j’ai  les  deux  radicaux  a\/ ôc  b}/^ d' , qui  font  de  même  valeur  que  les 

n P up 

deux  premiers.  En  général,  a\/ c ôc  byd  font  équivalents  à 
ôcb^d:. 

Nous  allons  préfentement  expofer  les  opérations  communes  aux 
entiers  ôc  aux  radicaux  ; ce  font  l’addition , la  fouRraétion , la  multiplica- 
tion , la  divifion , la  formation  des  puilfances  & l’extraétion  des  racines. 

218.  1°.  On  ajoute  les  radicaux  en  les  joignant  enfemble  avec  les 
mêmes  lignes -f- ou  — qui  les  précèdent  ; ainfî , la  fomme  de  a\/c  ôc  de 
by'd  eft  ay'c -j- by'd celle  de  5|/6  & de  3V^4  eft  5|/^6-l-  3I/4. 

219.  Quand  les  quantités  radicales  font  les  mêmes,  aulli  bien  que 
les  expofants  des  lignes,  on  a la  fomme  des  radicaux,  en  ajoutant  feu> 
lement  les  quantités  qui  font  avant  les  lignes  : par  exemple,  la  fomme 

de  4|/ 5 & de  3)/' 5 eft  7^/ 5 ; celle  de  a\/c  ôc  de  b\/c  eft  a-\~b\/ci 
celle  de  à\/ c ôcdey'c  ou  ly'c  a i\/c ; celle  de  1/5  ou  i 5 
ôc  de  31/5  eft  4V^5. 

2.20.  2®.  Pour  fouftraire  un  radical  d’un  autre,  on  change  le  ligne -|- 
ou  — de  celui  qu’on  veut  retrancher  j ainfî,  pour  ôter  b\/d  de 
j’écris  a\/ c — b\/d:  de  même  8V^5 — 6I/4  exprime  le  refte  ou 
l’excès  de  81/5  fur 

221.  Il  faut  faire  ici  la  même  remarque  que  pour  l’addition  (219); 
ainfî , le  refte  ou  l’excès  de  Z\/ 5 fur  5 eft  2\/ 5 i de  même  le  refte 

de  a\/ c fur  b\/c  eft.  a — b\/c. 

22  2.  3°.  On  peut  multiplier  un  radical  par  un  entier  & par  une 
firaélion , ou  par  un  autre  radical  : fi  le  multiplicateur  eft  un  entier  ou 
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une  fra£lion , il  faut  multiplier  feulement  la  quantité  qui  précédé  le 
ligne  par  le  multiplicateur  ; le  produit  de  a\/ d par  b eft  ahy' d ^ &,  celui 
du  même  radical  par  ‘’-t^f-\/d.  Pareillement  le  produit  àt\^d—\ 

e 

par  b ou  par  * eft  b\/ d ou  ~c\/ d.  C’eft  la  même  chofe  en  nombre. 

Si  le  multiplicateur  eft  auftl  un  radical , on  multiplie  la  quantité  qui 
précédé  le  ligne  par  celle  qui  précédé  auffi  le  ligne  , & celle  qui  eft 
fous  un  ligne  par  celle  qui  eft  fous  Pautre  ligne  : le  produit  de  a\/c 
par  b\/d  eft  ab\/cdi  le  produit  de  a\/c  par  d à\/cdi  celui 
de  41/ 5 par  21/3  eft  8)/ 1 5 i celui  de  ^ par  \\/ f eft  g)/ 

. .,225.  4°.  On  peut  divifer  un  radical  par  un  entier  & par  une  fraûion, 
ou  par  un  autre  radical.  Si  le  divifeur  eft  un  entier  ou  une  fradlion , 
on  divifera  feulement  ce  qui  précédé  le  ligne  : ainli , le  quotient  de 
a\/h  par  c eft  7 ^/é,*  celui  de  |/é  ou  \\/b  par  c eft  7I/A  Qiiand  le 
divifeur  eft  un  radical , on  divife  les  deux  quantités  du  dividende  par 
celles  du  divifeur , la  première  par  la  première , la  fécondé  par  la  fécondé. 
Le  quotient  de  a\/ c par  by' d eft  celui  de  a\/ c par  |/</ 

eft  a\/2>  celui  de  |/c  par  b\/ d eft  j 1/5.*  de  même , le  quotient  de 

ab\/  cd  par  b\/  eft  û]/c  / celui  d e cl\/  ce — dd  par  a\^ c — d eft  ]/c-J-.  d; 
le  quotient  de  l’entier  a par  c\^ d eft^i/^/. 

224.  5®.  Afin  d’élever  un  radical  à une  puifiance,  il  faut  élever  à 

cette  puilTance  les  deux  quantités  du  radical , tant  celle  qui  précédé 

le  figne  que  celle  qui  le  fuit-  Le  cube  de  iï|/éeft  a>\/b^  ; le  cube 
} ! ) 
de  c\/d  eft  à\/d>~c^d»  parce  que  \^d?=d.  Le  quarré  de  a\/h 

eft  a\^b'z=za^b , puifque  \^b'z=.b. 

225.  6°.  Pour  tirer  la  racine  d’un  radical , on  tirera , s’il  eft  poffible  , 
la  racine  femblable  des  deux  quantités  qui  font  avant  & après  le  figne  : 
la  racine  quarrée  de  a’^/c*  eft  ay/c^.  U y a une  autre  méthode  j elle 
confifte  à faire  paiTer  fous  le  figne  la  quantité  qui  le  précédé  & qui  y eft; 
unie , & à multiplier  l’expofant  du  figne  par  l’expofanr  de  la  racine  j 

X 6 

ainfi,  la  racine  troifieme  ou  cubique  de  a\/b  eft  \/a*b;  la  racine 

48  1 10 

quarrée  de  aé|/c  eft  ]/a*é*c/  la  racine  cinquième  de  |/æ  eft  ]/æ. 

Ces  opérations  n’ont  pas  befoin  de  démonftration  après  ce  que 
nous  avons  dit  jufqu’ici. 

VU  CALCUL  DES  PUISSANCES. 

Afin  d’entendre  ce  calcul , il  faut  fe  refibuvenir  de  quelques  articles 
du  premier  Livre  fur  -la  multiplication  & la  divifion  des  quantités 
algébriques.  Nous  allons  les  rappeller  en  peu  de  mots. 
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226.  On  multiplie  deux  puiffances  d’une  quantité  Tune  par  Tautre, 

en  ajoutant  les  expofants  de  ces  puifl'ances  : x a* 

( Liv.  I , Art.  155).  Si  ce  font  les  puiiTances  de  deux  quantités 
différentes , on  les  multiplie  en  plaçant  ces  deux  puiffances  à côté  l’une 
de  l’autre  avec  leurs  expofants.  a.^  X b^  — a}b*. 

227.  On  divife  une  puiffance  d’une  grandeur  par  une  antre  puif- 
fance  de  la  même  grandeur,  en  ôtant  l’expofant  de  la  fécondé  de  l’ex- 

pofant  de  la  première.  ^ ’ = «*  ( Liv.  I,  Art.  1 69  ).  Si  les  ex- 

pofants font  égaux , il  refte  zéro  pour  expofant  après  la  fouftrac- 
tion.  — = * = (Liv.  I,  Art.  1 99  5 ).  D’où  il  fuit  que  ♦'i 


û}  ^ 

parce  que  - ou  - 


. Si  Fexpofant  du  dividende  eft  moindre  que 


celui  du  divifeur , l’expofant  du  quotient  fera  négatif. 


•5- 


:û' 


(Liv.I,  Art.  169  C).  Il  fuit  de-là  que  a — *■=  L^parce  que  L = L 

( Liv.  I , Art.  1 69 D).  En  général,  toutes  les  fois  que  l’expofant  d’une 

grandeur  entière  eft  négatif,  on  peut  le  rendre  pofitif  en  prenant  cette 

grandeur  pour  dénominateur  d’une  fraction  qui  a l’unité  pour  numé- 

I ® I 

rateur.  a - = — . 


228.  Remarquez  que  a*  & a~*  font  des  quantités  oppofées,  c’eft  ù- 
dire  que , li  la  première  eft,  par  exemple,  100  fois  plus  grande  que  l’u- 
nité , l’autre  fera  1 00  fois  plus  petite  ; ainli , l’unité  eft  moyenne  propor- 
tionnelle en^  a*  & a~*j  c’eft  la  même  chofe  de  a’  & a“* , de  a*  & a~*, 
&c.  Suppofons  que  a ==  10 , a*  fera  égal  à.  100  & a *■  ou  .1  fera 

229.  On  éleve  une  quantité  à une  puiffance , en  multipliant  l’expo- 
fant de  cette  quantité  par  l’expofant  de  la  puiffance  : les  troifîemes 
puiffances  de  a ou  a’  & de  a*  font  a}  & a^ 

230.  On  tire  la  racine  d’une  puiflànce  en  divifant  l’expofant  de 

la  puiffance  par  l’expofant  de  la  racine.  La  racine  troifieme  de  a? 

i i 

eft  ai  = a*  i la  racine  fécondé  de  a}  eft  a»/  la  racine  de  n de  a“"  eft 


a ■ ( Liv.  I , Art.  234^)  ; la  racine  n de  a"  s’exprime  auffi  en  cette 

a m 

maniéré  \/'â : de  même  a*—\^ a?.  En  général,  on  peut  fe  fervir  du 
ligne  radical  pour  défigner  une  puiffance  dont  l’expofant  eft  une  frac- 
tion , en  prenant  pour  expofant  du  ligne  radical  le  dénominateur  de 
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la  fra£tion , & lailTant  le  feul  numérateur  pour  expofant  de  la  puif> 

J % l 3 3 m 

fance.  é*  = . é’  = é',  ou  é . é 7 ou  — = 


l/é”. 


231.  Il  paroît  par  ce  que  nous  venons  de  dire , que  les  racines  d’une 
grandeur  peuvent  être  regardées  comme  des  puiffances  dont  les  expo- 

I 

fants  font  fraétionnaires  : par  exemple , la  racine  fécondé  de  a eH  a*. 


la  troifieme  eft  at^  la  quatrième  eft  a^,  Scc.  On  peut  donc  opérer  fur 
les  racines  de  la  même  maniéré  que  fur  les  puiflknces  ; ainfl , par 
eaiemple , comme  on  multiplie  a*  par  en  ajoutant  les  expofants , de 

I I 

même  aufll  on  multiplié  a*  par  aï  en  prenant  la  fomme  des  expofants  ; 

- + - - " 
le  produit  eu  donc  a*  ^ =ia^ 


232.  On  peut  aufll  regarder  les  quantités  qui  ont  des  expofants 
négatifs,  comme  de  véritables  puiflances  de  fraétions.  Suppofons 
que  2 = 10,  a — î ou  ^ fera  la  troifîeme  puiflance  de  la 

fraétion  Il  fuit  de-là  qu’on  peut  aufll  opérer  fur  ces  quantités  comme 
fur  les  puiflances  ordinaires. 

Après  tout  ce  que  nous  venons  de  dire , on  verra  aifément  comment 
on  fait  les  calculs  fur  les  puiflances  j c’eft  pourquoi  il  fufflra  prefque 
d’en  apporter  des  exemples. 

235.  On  ajoutera  les  puiflances  enfemble , & on  retranchera  l’une 
de  l’autre  félon  les  réglés  ordinaires.  La  fomme  de  34’”  & de  4a"  eft  7a"  j 
celle  de  a’  & de  a'  eft  æ’  a*  ; celle  de  a’  & de  a~^  eft  a^  ; 
celle  de  a*  &de — eft  a* — é’.  La  différence  de  52^6:  ée  aa^eft  3^^; 
celle  de  a”&  de  a"  eft  æ" — a’  ; celle  de  æ"  & de  cT*  eft  æ" — 
celle  de  & de  — b eft  Æ"*-f  é“.  Dans  tous  ces  exemples  de  fouftrac- 
tion , on  a ôté  la  fécondé  grandeur  de  la  première. 

234.  On  multiplie  les  puiflances  d’une  même  grandeur  en  ajou- 
tant les  expofants  des  puiflances.  a^  X a*  :=a^ . a>x  æ~*=2*~*  ou  à*. 

m HLa-D”  ms-j-nr 

û"»  X û*’  r=  Æ " . a • X a » = ' = a . S’il  s’agit  des  puiflances 

des  grandeurs  différentes , on  les  met  à côté  l’une  de  l’autre  fans  ajoüter 
les  expofants.  a>xJp-=za}b'.aP^b — •*z=a”^b — «.  Or  b — ^«=  Ldonc  a"‘b 

=û”X-p  = (i  ^5)  ^ > ainfl  <x”é — » = Ce  qu’il  faut  re- 

marquer. 

aiJf» 
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^ 255.  On  divifera  une  puiflance  d’une  grandeur  par  une  autre  puif- 
fance  de  la  même  grandeur , en  retranchant  l’expofant  du  divifeur  de . 
Texpofaiit  du  dividende.  Le  quotient  de  a*  par  cl'  eft  a*  Le  quotient 

4 » 4 » Ü r J»  j*  ms^nr  * 

de  a s par  a I-  eft  a s î—a  M.Le  quotient  de  æ • par  a 'eft  a ■ '=æ  n7~ • . 

Si  ce  font  des  puiftances  de  différentes  grandeurs,  le  quotient  eft  une 

fraétion.  Le  quotient  de  a}  par  eft  ^ i celui  de  a"*  par  b eft  Or 

I I 

i * = - : d'ailleurs  lé  quotient  de  a*  par  - eft  ( 1 77  ) ou  a* 
Donc  =:  a"  î ce  qu’il  faut  remarquer. 


256.  Il  paroît  par  cette  remarque  & par  celle  de  l’article  254,  qu’on 
peut  toujours  rendre  pofîtif  un  expofant  négatif , en  failant  pafler  la' 
puiftance  du  numérateur  au  dénominateur  ou  du  dénominateur  au  nu- . 

mérateur  h — « ou  ^ ab~^  = 


a a , 

T • ~ — ^ ==  b • 


1 ÿ'  f f 

237.  Il  paroît  auffi  qu’on  peut  réduire  unefraélion  en  entier,  en 
mettant  le  dénominateur  au  numérateur,  pourvu  qu’on  change  la 


figne  du  dénominateur.  — =tab‘ 


& 


b'. 


238.  Pour  élever  une  puiftance  à une  autre  puiftance,  on  multipliera' 
l’expofant  de  la  première  par  celui  de  la  fécondé.  Les  puiftances  î & — 

' IX  IX  . . ^ • . . . ' ^ . m ' i 

de  font  a z 6c  a \ ou  6c  a“r^.  Les  puiftances  ? ,&  — ~ de  4»  font 

I ^ 

. Lés  puiftancès  r & -4-  r de  font  ar^^'Bc  a"'.  ’ 


H ns  &ia 


mr 

ns 


l 

mr 
n s 


ns 


I 

m 


239.  Afin  de  tirer  une  racine  d’ime  puiftance  i on  divifera.l’éxpo- 
iant  de  la  puiftance  par  l’expofant  de  la  raçipe.  Les  racines j fit— de 

IX  IX'  . ^ . é r tl6‘  • 

a* font  a r & a x oua^êca  :?'.LeE;racipesde;  & — ~ djC aV  font  453 5c 

-.Les  ra<ffnes7  & —,  dé  a'~“*  font  a“7ou'a — '^,&â  T oüa'"'; 

— .. 

240.  On  voit  par  les  exemples  des  dcü±  artidles  ’^récédèiits ,,  que 
c’eft  la  mêrrie  chofe  d’éleVèr  une  ^uiffânctf  à xme  autre  dont ‘Pex^farit 

foit  i ou rr-i , ; ou — 7 , r ou  — r /■ , que.  de  tirer  la  racine  |,pu  — ^ 

» i c . i.  ryr:"T  r.'o  j 1 

f » r 

: L'.  ' ; . ■ { n.o;j  jup  ' no  , ';lv:';ni.;î 

Firi  dâ  ficcfnd  Lii^'e.  ' ; ' -i  r '>  : o.'  - 


/.  Partît, 


♦ ^ • I r 


I 4 • 4 


» ^ ^ V ^ 


:ci'i 


.i\-  J 


Pt 
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LIVRE  TROISIEME. 

DES  ÉQUATIONS. 

L y a deux  méthodes  générales  pour  enfeigner  & pour 
découvrir  la  vérité  dans  les  Sciences  ; Tune  eft  appellée  /y/ï- 
thejèt  & l’autre  eft  nommée  analy  fe.  Pour  bien  entendre  la 
maniéré  dont  l’une  & l’autre  méthode  procédé , il  faut  dif- 
tinguer  deux  cas  ou  deux  occafîons  dans  lefquelles  on  en  fait  ufage  ; 
l’une  eft  lorfqu’on  veut  démontrer  la  vérité  d’une  propofition  , & l’autre 
quand  on  veut  trouver  la  folution  de  quelque  problème. 

Dans  la  première  occafion , la  méthode  de  fynthefe  confifte  à expo- 
fer  d’abord  les  principes  généraux , pour  en  déduire  la  propofition  à 
4émontrer  ; au  lieu  que,  dans  ce  premier  cas , l’analyfe  fuppofe  que  la 
propofition  dont  il  s’agit  eft  vraie , & enfuite  elle  conduit  de  cette 
luppofition  jufqu’à  quelque  principe  connu  , en  faifant  voir  que  la  pro- 
ÿofition  qu’elle  a fuppofée  vraie , a une  liaifon  nécefiaire  avec  le  prin- 
cipe^Aipfi,  la  fynthefe  commence  par  les  principes  généraux  pour 
defcendre  à la  propofition  à démontrer  : au  contraire  , l’analyfe  com- 
n>ence;par  la;  propofition  à démontrer,  pour  remonter  aux  principes 
généraux.  , ; 

Jf)ans  le  fecond  cas  , c’eft-à-dire , lorfqu’il  s’agit  de  réfoudre  quelque 
problème,  la  -{ynthefe  fé  fert  aûffi  des  principès  & des  propofition» 
çonn|ues,pour  parveçïr  à la.connoiflance  de  ce  que  l’on  cherche.  Pour 
ce  qui  eft  de  l’analyfe , elle  fuppofe  encore  ce  que  l’on  cherche  comme 
dans  le. premier  cas;  mais  alors  elle  ne  remonte  pas  de  cette  fuppofi- 
quelque  prii^çipe  çonpu.  Voici,  comme  elle  procédé  dans  ce  fécond 

f ^ — r > ‘ •...i'  . uc:  jL 

L'onque  l’on  veut  trouver  la  folution  de  quelque  problème  par 
l’analyfe,  on  examine  la  queftion  propofée  avec  toute  l’auèntion 
poflîble  : on  la  fuppofe  téfelu'ç  pâr  le  inôÿen  des  différentes  opéra- 
tions dont  nous  parlerons  dans  la  fuite , on  déduit  fucceffivement  de 
cette  fupj^fitionplufieurs  conféquences,  jui'qu’à  ce  que  l’on  foit  arrivé  à 
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la  cbnhoiflànce  de  ceque  Ton  cherche.  Mais  fi , en  fiipp0râtirfa  qu^ion 
réfolue , cela  conduit  à quelque  contradiction , C’eft  une  marque  que 
ce  que  l’on  a Tuppofé  eft  impoflible. 

Voici  un  exemple  qui  fera  concevoir  comment  l’analyfe  Tuppefe  le 
problème  réfolu.  11  s’agit  de  trouver  un  nombre  qui  Toit  tel  qu’étant 
multiplié  par  7 > le  produit  Toit  égal  à 84.  11  faut  appeller  x \t  nombre 
cherché  , 8c  dire  enfuite  : puifque  ce  nombre  étant  multiplié  par  7 , le 
produit  eft  égal  à 84  ; donc  il  eft  clair  qu’en  failant  cette 

égalité  de  jx  avec  84  > on  raifonne  fur  le  nombre  cherché  , comme  fi 
on  le  connoiflbit.  C’eft  ainii  que  l’analyfe  fuppofe  la  quefiion  réfolue  : 
après  quoi  elle  déduit  de  cette  fuppofidon  la  folution  du  problème , 
comme  on  l’expliquera  dans  la  fuite. 

On  fe  fert  ordinairement  de  la  fynthefe , lorfqu’on  veut  enfeigner  aux 
autres  les  vérités  que  l’on  connoît  foi<même  : c’eft  pour  cela  que  la 
fynthefe  eftappellée  méthode  de  doctrine.  Mais,  lorfqu’on  veut  découvrir 
la  folution  d’un  problème  , on  fe  iert  prefque  toujours  de  l’analyfe 
que  l’on  appelle  à caufe  de  cela,  méthode  £ invetuion.  On  réunit auffî 
quelquefois  ces  deux  méthodes  pour  trouver  plus  facilement  ce  que 
l’on  cherche. 

La  méthode  analytique  eft  fi  utile  dans  les  mathématiques  , que 
l’on  découvre  par  fon  moyen  avec  une  extrême  facilité  la  folution  de 
quantité  de  problèmes  que  l’on  n’auroic  ofé  efpérer  de  réfoudre  fans  le 
fecours  de  cet  art  merveilleux.  Or  > c’eft  par  les  équations  que  l’on  fait 
l’application  de  Faoalyfe  aux  problèmes  dont  on  cherche  la  folution. 

A&t.  I.  Loifqu’une  ou  pluiieurs  quantités  ibnt  égales  à une  ou  plu> 
fleurs  autres  quantités  , cela  s’appelle  équation  : par  exemple , 1 0=^^^ 
eft  une  équation , parce  que  10  eft  une  quantité  égale  De 

même  9.^5=20 — ^é  eft  encore  une  équation  , parce  que  9-f^  font  14 
aufli  bien  que  20^6.  ^ lettres, fi  on  fuppofe  que  ax — égale 
4<^  oa  aura  l’écpiatioa  ox  — aé  À=4çy 4-  d. 

2.  Ce  qttife  trouve  it  la.  gauche  du  figae  d’égalité  eft  nommé  premier 

membre  de  l’équation , 8c  ce  qui  eft  à la  droite  eft  appellé fécond  membre  ; 
ainfi , d^s  le  premier  exemple , ro  eft  le  premier  tnen^e  , 8c  7 3 eft 

je  fécond  : de  même , dans  le  fecDCKi  ecemple  , 9 -f*  5 premier 
anembre , 8t  20 — 6 le  fécond. 

3.  Les  grandeurs  féparées  les  unes  des^aums  par  tes  lignes  eu 
chaque  .membre  font  appelées  termes  : ainfi , dans  le  troifieme 

exemple , qui  eft  six — tb  = , k quantité  ax  eft  un  terme,  8é 

l’autre  grandeur — aé  eft  un  autre  terme  : pareillement  » t^y  8c  d font 

les  tmacs  da£m>od  nieaa^dê  là  i]|èmft<éqtsation.  S’il  m’y  a qu’une 

Ff  ij| 


') 
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quantité  dans  un  membre , on  l’appelle  a-uifi  terme , comme  dans 

réquation  '^ah-=.c-\-d. 

4.  Dans  tout  problème  , il  y a des  grandeurs  inconnues , puifque  , fi 
tout  étoit  connu,  on  ne  feroit  point  de  queftion  ; mais  il  faut  aufli 
qu’il  y ait  des  rapports  connus , foit  entre  les  grandeurs  inconnues 
-comparées  avec  les  connues  , foit  entre  les  grandeurs  inconnues  compa- 
rées entr’elles , pour  conduire  à la  connoiflance  des  inconnues , à la- 
quelle il  feroit  impoflible  de  parvenir , s’il  n’y  avoir  quelque  chofe  de 
connu  : par  exemple , fi  on  demande  quel  efi  le  nombre  qui  » multiplié 
par  4 , donne  un  produit  qui  foit  égal  à 60 on  ne  peut  trouver  ce 
nombre  qu’à  caufe  du  rapport  qu’il  a avec  60  : ce  rapport  confifte  en  ce 
que  le  noinbre  étant  multiplié  par  4,  le  produit  efi  égal  à 6o.ll  efi  facile 
de  voir  que  le  nombre  cherché  efi  1 5 . 

5 . Dans  les  équations , on  fe  fert  ordinairement  des  premières  lettres 
de  l’alphabet  a,  é,  c,  </,  &c.  pour  défigner  les  grandeurs  connues;  8c 
pour  défigner  les  inconnues , on  fe  fert  des  dernier  es  lettres 

il  arrive  cependant  . afiez  fouvent  qu’on  emploie  les  lettres  initiales  des 
noms , pour  marquer  les  grandeurs , foit  coimues , foit  inconnues , que 
ces  noms  fignifient  : ainfi , le  mouvement  fe  marque  par  ;tz  , la  vîtefTe  par 
V y le  temps  par  t , ôcc. 

6.  Les  équations  font  de  différents  degrés , fa  voir , du  premier , du 
fécond , du  troifieme  , dû  quatrième , du  cinquième , &c.  félon  que  l’in- 
connue efi  élevée  à la  première  puifiànce , à la  fécondé,  à la  troifieme , 
à la  quatrième , àla  cJnquKme,  Ôcc.  ainfi,  une.  équation  efi  du  premier 
degré  -,  lorfque  l’inconnue  efi  élevée  à la  première  puiffance  : telles  font 
les  équations  x-\-bz=£  ôc  ax-\d^=zc.  Une  équation  efi  du  fécond  degré  , 
lorfque  l’inconnue  efi  élevée  à la  fécondé  puiiTance  : telles  font  les  équa- 
tions 8c  ^^-j-u^=c.  Une  équation^efi  du  troifieme  degré, 
Iprfque  l’inconnue  efi  élevée  à la  troifieme'  pitance  : telle  efi  l’équation 
x^-\-ax'-\-bx=cc^.  lien  efi: de  nïême  des  autres  équations  qui  font 
d’un  degré  plus  élevé.  Les  équations  du  premier  degré  font  appellées 
Jlmples  ; on  nomme  les  autres  coinpoféès^ 

7.  Remarquez  que  le  degré  d’une  équation  fe  prend  du  terme  oh 
l’inconnué  efi  élevée  ^ la  plus  haute  puiffance.  Ainfi  ^ quoique  dans 
l’équation  qu’on  a apportée  pour  exemple  du  trcùfieme.degré  , il  y.ait 
jun  ternaeoù  l’incdnnu.e  o&  foit  ^evée  qu’à  la  fécondé  puiffance , ôc  un 
autre  oh  elle  efi  élevée  à la  première;  cela' n’ empêche  pas  que  l’équatioA 
ne  foit  du  troifieme  degré , parce  qu’il  y a un  terme  où  l’inconnue  efi 
élevée  à la  troifieme  puifiànce. 

8.  £n  parlant  des  différent,  degrés  des  équations,  nous  avons  fuppofé 
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qu’il  n’y  avoit  qu’une  efpece  d’inconnue  dans  une  équation  ; mais , s’il 
y a diiferences  inconnues , pour  lors  le  degré  de  l’équation  dépend  du 
terme  qui  a le  plus  de  racines  inconnues  : par  exemple , l’équation 
x' -}•  du  cinquième  degré,  parce  que  le  premier  terme 

x'y^  contient  cinq  racines  inconnues  j favoir , , x,^y^y  ^y  : mais 

l’équation  Ar’-f-a2cy=c — i^n’eftque  du  troifieme  degré , parce  que  le 
terme  x'  qui  contient  le  plus  de  racines  inconnues  , n’ed  que  la  troifieme 
puifiance  de 

Notre  defleindans  cet  Ouvrage  eft  de  donner  la  méthode  de  réfoudre 
feulement  les  équations  du  premier  Ôc  du  fécond  degré. 

Differentes  opérations  qui  fervent  a réfoudre  les  Équations, 

Pour  réfoudre  une  équation , il  faut  fe  fervir  de  différentes  opérations 
dont  il  efi  néceffaire  de  parler.  Or , cés  opérations  doivent  fe  faire  de 
maniéré  que  le  premier  membre  refie  toujours  égal  au  fécond.  11  y en  a 
plufieurs  \ favoir , l’addition  , la  fouflraélion , la  multiplication , la  divi- 
fion , la  fubflitution , l’extraélion  des  racines , &c. 

9.  On  fe  fert  de  l’addition  lorfque  l’on  veut  faire  palfer  une  quantité 
négative  d’un  membre  dans  un  autre  : par  exemple , fi  dans  l’équation 
ax — ^b  :=.  ûfCy d ^ on  veut  faire  paffer  — ^h  dans  le  fécond  membre, 
il  faut  d’abord  ajouter  -{-  zb  dans  chacun  des  membres,  ce  qui  donnera 
ax — 2b-\-2bz=  4cy-f"  2^*  Or,  dans  le  premier  membre  les  deux 
quantités  — 2b  U 2b  fe  détruifent  i donc>  l’équation  précédente  fe 
réduit  à celle-ci  ax  = /^cy  d 2b. . 

10.  De  là  il  fuit  que , pour  faire  paffer  une  quantité  négative  d’un 

membre  dans  un  autre , il  n’y  a qu’à  l’effacer  dans  le  membre  où  elle 
efl , & l’écrire  dans  l’autre  membre  avec  le  ligne  : par  exemple , fi  on 
a l’équation  9 + 5 = 20  — 6>  & qu’on  veuille  faire  paffer  la  grandeur 
— 6 dans  le  premier  membre , il  faut  écrire  9 5 -|-  6 = 20. 

11  efl  évident  que , par  cette  opération , on  ne  détruit  pas  l’égalité  qui 
étoic  entre  les  deux  membres , puifque  l’on  ajoute  la  même  grandeur  jà 
chacun  de  ces  niembres. 

1 1 . On  fe  fert  de  la  fouRraâion  lorfqu’on  veut  faire  paffer  une 

quantité  pofitive  d’un  membre  dans  un  autre  : par  exemple  , fi  on  a 
réquation  & qu’on  veuille  faire  paffer dans  le  fécond 

membre,  il  faut  fouflraire  b de  chaque  membre,on  aura  3jy+é — bz=zd—rb. 
Or,  -\-bSc — é fe  détruifent  dans  le  premier  m&mbte  ) donc , l’équation 
précédente  fe  réduit  à celle-ci  ^y=.d — b. 

1 2.  On  peut  conclure  de  là  que,  pour  faire  pafièr  une  quantité  pofi- 
tive d’un  membre  dans  l’autre , il  n’y  a qu’à  ne  la  point  mettre  dans  le 
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meml>re  oîl  elle  étoit , & l’écrire  dans  l’autre  avec  le  figne  — ; ce  qui 
ne  détruit  point  l’égalité  des  deux  membres  , puifque  l’on  ne  fait  pat 
là  que  foudraire  la  même  grandeur  de  chacun  des  membres. 

1 3.  On  voit  donc  que  l’on  peut  faire  pafler  toutes  fortes  de  quantités 
d’un  membre  de  l’équation  dans  l’autre , fans  détruire  l’égalité  des  deux 
membres  ; il  fuffit  pour  cela  de  ne  point  écrire  cette  quantité  dans  le 
membre  où  elle  fe  trouvoit , & de  la  mettre  dans  l’autre  membre  avec 
un  figne  oppofé  à celui  qu’elle  avoit. 

1 4.  La  multiplication  eft  d’ufage  dans  les  équations  , lorfqu’il  y a 

quelque  fraâion  que  l’on  veut  ôter.  Pour  cet  effet , il  faut  multipliée 
tous  les  termes  de  l’équation  par  le  dénominateur  de  la  fraâion  que  l’on 
veut  ôter  : foit  l’équation  ^-\-hz=z'^ — ^/dont  on  veut  faire  évanouir  la 
fra<dion  ^ ; il  faut  multiplier  tous  les  termes  de  l’équation  par  le  dénomi- 
nateur c , & on  aura  l’équation  fuivante  — ad  y mais^  eft 

égal  à X (Liv.  1 , art.  166):  ainfi , la  derniere  équation  fe  réduit  à 
celle-ci  x-\-ab-=.ar  — ad. 

1 5 . Il  paroît  par  cet  exemplé  , qu’après  avoir  ôté  la  fraâion  de  cette 
équation , le  numérateur  x ed  redé  à la  place  de  la  fraétion  % On  peut 
donc  dire  en  général  que , pour  faire  évanouir  une  fra^on , il  n’y  a qu’à 
multiplier  tous  les  termes  de  l’équation  par  le  dénominateur  de  cette 
fraébon , & laiffer  le  numérateur  à la  place  de  la  fraébon  fans  le  multiplier. 

1 6.  S’il  y a .plufieurs  fraâions  dans  l’équation , il  faut  d’abord  faire 

évanouir  une  des  frayions , en  multipliant  tous  les  termes  de  l’équation 
par  le  dénominateur  de  la  fraétion  que  l’on  veut  faire  évanouir  la  pre- 
mière , enfuite  multiplier  cette  équation , dont  on  a ôté  la  première  frac- 
tion , par  le  dénominateur  de  la  fraâion  que  l’on  veut  faire  évanouir  la 
fécondé , & ainfi  de  fuite.  Soit  l’équation  — </dont  il  faut 

ôter  les  deux  fraétions  : je  commence  par  multiplier  tous  les  termes 
par<xj  ce  qui  donne  la  nouvelle  équation  et:" — ad,  que  je  mul- 
tiplie enfuite  par  c,  £c  il  vient  cette  autre  éqvution  — acd, 

dans  laquelle  il  n’y  a plus  de  fraâion. 

11  ed  clair  qu’on  ne  détruit  point  l’équation  ou  l’égalité  par  toutes 
ces  multiplicationS)puifquel’onnefait  que  multiplier  les  deux  membres, 
qui  font  des  quantités  égales , par  une  même  grandeuT. 

17.  On  fe  fert  de  la  divifion  pour  dégager  l'inconnue  qui  ed  multi« 

pliée  par  une  quantité  connue  i cela  fe  &it  en  divifant  tous  les  termes 
de  l’équation  par  la  quandté  connue  qui  multiplie  l’inconnue  : pat 
exemple  , foit  l’équation  cd  dont  la  quantité  inconnue  x eft 

muhipUée  par  à : afin  de  dégager  cette  quantité  inconnue , Ôc  de  la 
•laifièr  feule  pour  un  des  trames  de  l’équation , il  fiiuc  divifer  tous  les 
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termes  par  a ; ce  qui  donnera  " 3=  r*  Or , ^ eft  égal  à x\  par  con- 

féquent , Féquation  précédente  deviendra  X‘\~^  = ^4  où  Finconnue 
feule  X eft  un  des  termes  de  Féquation. 

1 8.  Il  paroîtdonc  que , pour  dégager  Finconnue  d’une  quantité  con- 
nue qui  la  multiplie  , il  n’y  a qu’à  laiOer  Finconnue  toute  feule  pour 
un  des  termes  de  l’équation , & divifer  tous  les  autres  termes  par  la 
quantité  qui  multiplie  l’inconnue.  En  voici  encore  des  exemples  : foie 
l’équation  ^x — ^=c -{-</,  afin  de  dégager  l’inconnue  Xy  il  faut  divifer 
tous  les  termes  de  Féquation  par  le  coefficient  3 qui  multiple  l’inconnue, 
& on  aura  x — 5=  j -|-y. 

Le  fécond  membre  de  cette  équation,  qui  eft  ^ eft  la  même  chofe 
que  , parce  que  les  deux  fi-adlions  ^ & j ayant  le  même  dénomina- 
teur , on  peut  les  réduire  en  une  feule  qui  ait  le  dénominateur  commun  , 
& dont  le  numérateur  foit  la  fomme  des  numérateurs  des  deux  frac- 
tions ( Li  V.  II , art.  1 6 1 ) : ainfi  > Féquation  x — t=^-|-^eftla  même 
que  celle- ci  X — Enfin , pour  dégager  Finconnue  x de  l’équa- 
tion -}-</,  j’obferve  que  l’inconnue  eft  multipliée  par 

a — c dans  cette  équation , puifque  ax — ex  eft  le  produit  de;v  para — c, 
ou  de  a — cpar^r;  c’eft  pourquoi , en  divifant  l’équation  propofée  par 
Æ— c , elle  fe  réduit  à x=^~. 

Il  eft  aifé  de  voir  que  la  divifion  dont  on  fe  fert  pour  dégager  l’in- 
connue ne  détruit  point  l’égalité,  non  plus  que  la  multiplication , puifque 
l’on  divife  deux  quantités  égales  î -favoir  , les  deux  membres  de  Féqua- 
tion par  le  même  divifeur. 

1 8 On  emploie  la  formation  des  puiftances  pour  faire  évanouir  ou 
difparoître  les  fignes  radicaux.  Si  on  a l’équation  \/x=aoiï  fera  éva- 
nouir le  figne  raf ical  en  élevant  chaque  membre  à fon  quarré,  & alors  on 
aura  \/xx:=iaa  : or  , \/xx=x  ; ainfi,  x — Si  on  avoit  Féquation 
, il  faudroit  élever  chaque  membre  à la  troificme  puiftance,  à 
caufe  que  l’expofant  du  figne  radical  eft  3 , & on  auroit  x=J>l>b.  1!  pa- 
roîtra  aifément  qu’on  ne  détruit  pas  l’égalité  par  cette  opération , non 
plus  que  par  la  fuivante. 

1 9.  On  fe  fert  de  l’extraélion  des  racines  lorfque  Finconnue  eft  élevée 
au  quarré  , au  cube  ou  à quelqu’autre  puiftance  ; auquel  cas  on  tire  la 
racine  qui  répond  à la  puiftance  de  Finconnue , c’eft-à-dire  que  , fi  Fin- 
connue  eft  élevée  au  quarré  de  Féquation  ,il  faut  tirer  la  racine  quarrée  ; 
fi  elle  eft  élevée  au  cube , il  faut  tirer  la  racine  cubique  i fi  elle  eft  élevée 
à la  quatrième  puiftance , il  faut  extraire  la  racine  quatrième , 6cc.  Par 
exemple  > fi  on  a Féquation  xx==aa , dont  l’inconnue  x eft  élevée  au 
quarré  , il  faut  tirer  la  racine  quarrée  de  chaque  membre  de  l’équation  > 


f 


aj*  DES  ÉQUATIONS. 

& on  aura  x±:^.  De  même,  pour  réfoudre  l’équationa:*=a-f^> 
tirer  la  racine  cubique  de  chaque  membre  ; ce  qui  donnera 

11  eft  évident  qif  on  ne  détruit  point  l’égalité  par  cette  opération  ; 
car  l’on  ne  fait  que  tirer  les  racines  femblables  des  deux  membres  qui 
font  des  quantités  égales.  Or,  les  racines  femblables,  c’eft- à-dire,  ou 
quarrées , ou  cubiques , &c.  de  quantités  égales  , font  égales. 

20.  Une  des  principales  opérations  nécelTaires  pour  réfoudre  les  équa- 
tions ^ la  fubftitution  qui  confiée  àmeurç  la  valeur  d’une  inconnue  à 
la  place  de  cette  inconnue.  Si  on  a , par  exemple , les  deux  équations 
x^y—a^x — yz=zd^  & qu’on  veuille  fubftituer  dans  la  première, 
équation  la  valeur  de  ^ à la  place  de  cette  inconnue , il  faut  prendre  la 
valeur  de  x dans  la  fécondé  équation  \ ce  qui  fe  fait  en  laiiTant  feule 
dans  le  premier  membre,  & la  fécondé  équation  fera  X'=d-^y,  ainli, 
d-\-y  eft  la  valeur  de  x : on  fubftituera  enfuite  d-]^y  à la  place  de  x dans 
la  première  équation  , *&  on  aina  d-\-y-\-yz=.a  au  lieu  de  x-{-y=a. 

Si  on  avoit  voulu  fubftituer  la  valeur  de  y dans  la  fécondé  des  deux 
équations  propofées , il  auroit  fallu  prendre  cette  valeur  dans  la  pre- 
mière équation , en  laiftànt  jy  feule  dans  le  premier  membre , ce  qui 
auroit  donnéy  = a — a:  ; après  quoi  on  auroit  mis  a — à la  place  de  y 
dans  la  fécondé  équation  ÿ mais , comme  y eft  par  fouftradtion  dans 
cette  fécondé  équation  à caufe  du  figne  — , il  auroit  été  néceftaire  de 
fouftraire  a. — x.  Or , la  fouftraétion  fe  fait  en  changeant  les  fignes } ainfi , 
il  auroit  fallu  mettre  — a-^x  à la  place  de  ^ i & lafeconde  équation  feroit 
devenue  x — a-\-x=.d. 

Soient  aüftî  les  deux  équations  x-\-mz=y-\-b  & ax—jç — d<\y  : fi  l’on 
veut  fubftituer  dans  la  fécondé  équation  la  valeur  de  ^ à la  place  de 
cette  inconnue  , il  faut  prendre  cette  valeur  dans  la  première  équation 
qui  devient  — tn , & mettre  enfuite  — m à la  place  de  x 

dans  la  fecende  équation  j mais,  comme  a?  eft  multipliée  par  a dans  cette 
fécondé  équation,  il  faut  pareillement  multiplier — m par  a,  & on 
aura  le  produit  a.y-\-cib — am  égal  à ax  j ainfi , après  la  fubftitution  , 
la  fécondé  équation  fera  ay-\-ah — am=c — d\y. 

On  appliquera  ces  différentes  opérations  pour  pratiquer  les  troiâ 
réglés  fuivantes , qui  feront  trouver  la  folution  des  problèmes  du  pre- 
mier degré. 

I.  Réglé.  2 i . La  première  confifte  à réduire  le  problème  en  équations. 
Afin  de  mettre  cette  réglé  en  pratique , il  faut  faire  une  grande  attention 
aux  conditions  du  problème  qui  donnent  lieu  de  former  les  équations  , 
en  exprimant  les  rapports  des  grandeurs  connues  avec  les  mconnues , ou 

jaaêmc  ceux  qui  font  entre  les  quantités  inconnues  comparées  enfembl^ 
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' Nous  allons  appliquer  cette  réglé  à un  exemple , avant  de  propofer 
les  deux  autres , afin  de  la  faire  mieux  concevoir  : nous  ferons  pareille- 
ment l’application  de  la  fécondé  réglé , avant  de  propofer  la  troifiems. 

PBOB1.ÊMB  1. 

22.  Pierre  &Jean  ont  chacun  un  certain  nombre  d*écus  qu*il  s* agit 
de  trouver  : on  fuppoje  que  , fi  Pierre  donnait  cinq  de  fes  ecus  à Jean» 
ils  en  awroient  autant  Pun  que  P autre  { mais»  Ji  Jean  en  donnait  cinq 
des  Jiens  à Pierre  , pour  lors  Pierre  en  aurait  le  triple  de  ce  qui  en  refiem 
voit  à Jean.  Combien  Pierre^  Jean  avoient-ils  d’ e'cus chacun  f 

Pour  mettre  ce  problème  en  équations  , j’appelle  x le  nombre  des 
écus  de  Pierre,  & j'ie  nombre  des  écus  de  Jean  ; cela  pofé,  je  raifonne 
ainii  : le  nombre  des  écus  de  Pierre  étant  x , lorfqu’il  en  aura  donné 
cinq  à Jean , le  relie  des  écusde  Pierre  fera^r — 5 ,&le  nombre  des  écus 
de  Jean  fera ^-{-5.  Or, par  la  première  condition  du  problème,  Pierre 
& Jean  auront  autant  d’écus  l’un  que  l’autre , apres  que  le  premier  en 
aura  donné  cinq  des  liens  au  fécond  ; par  conféquent  ^ x — 5 ; 

voilà  une  équation  qui  exprime  la  première  condition  du  problème. 

11  faut  faire  une  autre  équation  qui  foit  tirée  de  la  fécondé  partie 
du  problème.  On  fuppofe  dans  cette  fécondé  partie  que  Jean  donne 
cinq  de  fes  écus  à Pierre  : ainli,  le  nombre  des  écus  de  Jean  fera^ — 5 , 
6c  celui  de  Piètre  fera  ^ ^ fécondé  condition  du  problème, 

Jean  ayant  donné  cinq  écus  à Pierre,  pour  lors  Pierre  en  a trois  fois  plus 
que  Jean  ; par  conféquent , « -f*  5 ell  trois  fois  plus  grand  que  — 5 ; 
donc, afin  quey — 5 devienne  égale  à«-|-  5 , il  faut  le  multiplier  par 
Or  , le  produit  dey — 5 par  5 eft  — 1 5 j donc , 3 j — 15 
Ainli , les  deux  équations  qui  expriment  les  conditions  du  problème  , 
font  — 5 & jy— 1 5 = *+ 5. 

23.  Une  faut  pas  d’aurres  équations  pour  refoudre  le  problème  pro- 
pofé  i parce  que , n’y  ayant  que  deux  chofes  inconnues  , favoir  le 
nombre  des  écus  de  Pierre  & celui  des  écus  de  Jean,  on  n’a  befoin  que  , 
de  deux  équations  pour  réfoudre  ce  problème.  En  général , il  faut  faire 
autant  d’équations  qu’il  y a d’inconnues  : il  y a cependant  des  problèmes 
dont  les  conditions  ne  donnent  pas  autant  d’équations  qu’il  y a d’in« 
connues  i & pour  lors , ces  problèmes  font  indéterminés , c’ell-à-dire  , 
qu’ils  ont  plulieurs  folutions , & même  une  infinité  : nous  en  donnerons 
un  exemple  dans  la  fuite.  Ces  premières  équations , qui  expriment  les 
conditions  du  problème , peuvent  être  appellées  primitives.  Venons  ^ 
préfeiitrà  la  fécondé  réglé. 

Oif  conçoit  bien  que , tandis  qtie  les  inconnues  feront  mêlées  enfemble 
dans  chacune  des  équations  * on  ne  pourra  favoir  la  valeur  précife  dQ 
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chacune  des  inconnues  ; c^eft  pourquoi  il  faut  faire  enforte  de  parvenir 
à une  équation  qui  ne  contienne  qu^une  efpece  d’inconnue.  C’eft  ce 
que  preîcrit  la  réglé  fuivante  , qui  eft  la  fécondé. 

II.  Réglé.  24.  Cette  fécondé  réglé  confifte  donc  à trouver  une  nou- 
velle équation  par  le  moyen  des  premières , qui  ne  contiennent  qu’une 
cfpece  d’inconnue.  Or , cela  fe  fait  en  fubftituant  la  valeur  d’une  ou 
de  plufieurs  inconnues  à la  place  de  ces  inconnues.  11  faut  donc  prendre 
la  valeur  d’une  inconnue  dans  une  équation  , comme  nous  l’avons  dit 
(20)  y & fubilituer  cette  valeur  dans  les  autres  équations  de  la  maniéré 
dont  cette  inconnue  s’y  trouve , c’eft-à-dire  que , fi  l’inconnue  fe  trouve 
par  addition , la  valeur  doit  y être  fubfiituée  par  addition  ; fi  l’inconnue 
efi  retranchée , fa  valeur  doit  être  aufii  retranchée  -,  fi  l’inconnue  efi 
multipliée  par  quelque  grandeur  , fa  valeur  doit  être  multipliée  par  la 
même  grandeur  , &c.  ainfi  qu’on  l’a  vu  dans  l’article  20. 

Nous  allons  faire  l’application  de  cette  fécondé  réglé  à l’exemple  du 
premier  problème. 

Les  deux  équations  trouvées  font  x — 5 =^-|-5  & — 1 5=jv-|-5  5 

pour  en  faire  une  qui  ne  contienne  qu’une  efpece  d’inconnue , on  lailfe 
une  des  inconnues  , favoir  x , toute  feule  dans  un  des  membres  de  la 
première  équation  , afin  d’en  avoir  la  valeur.  Or,  pour  laifler  feule 
dans  un  membre  , il  faut  faire  pafie'r  5 dans  l’autre  membre , & au 
lieu  de  l’équation  x — , on  aura  ou  bien  x=y-\-‘  i o; 

ainfi , la  valeur  de  x eft^-bio  , qu’il  faut  fubfiituer  à la  place  de  x 
dans  la  fécondé  équation  — 1 En  faifant  cette  fubfiitution  > 
on  trouvera  — i 5=^-|-ïo-|-5  » ou  bien,  -^y — 1 5=y-|-i  5* 

Nous  voilà  donc  parvenus  à une  équation  qui  ne  contient  qu’une 
efpece  d’inconnue , favoir  la  grandeur  y , qui  marque  le  norrïbre  des 
écusde  Jean.  11  faut  chercher  préfentenient  parle  moyen  de  cette  équa- 
tion , quelle  eft  la  valeur  toute  connue  de  cette  grandeur  : c’eft  ce  que 
nous  trouverons  par  la  troifieme  réglé. 

III.  Réglé.  25.  Cétte  troifieme  réglé  confifte  à laifler  la  quantité 
inconnue  toute  feule  dans  un  des  membres , en  faifant  pafler  toutes  les 
grandeurs  connues  dans  l’autre  membre.  11  eft  évident  que  la  quantité 
inconnue  deviendra  connue  par  ce  moyen , puifqu’elle  fera  égale  à des 
quantités  connues. 

• Pour  appliquer  cette  réglé  à notre  exemple , il  faut  reprendre  l’équa- 
tion que  la  fécondé  réglé  a fait  trouver  j la  voici , jy — 15  =y-\-i  5 î 
Je  fais  d’abord  pafler  — 1 5 du  premier  membre  dans  le  fécond,  & j’aurai 

5-J-I5  , ou  & faifant  aufli  pafler  jy  du  fécond 

membre  dans  le  premier,  ü vient  jy — ou  2y=jo.  Enfin  , y 
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étant  multiplié  par  2 dans  le  premier  membre  de  cette  dernîere  équa- 
tion, je  divife  tous  les  termes  par  2 , afin  de  laiflery  feul  dans  le  pre- 
mier membre  : cette  divifîon  étant  faite , la  derniere  équation  fe  réduit 
hy—i  5 i c’eft-à-dire , que  Jean  avoit  1 5 écus. 

Pour  favoir  combien  en  avoit  Pierre , il  faut  fubftituer  1 5 à la,place 
de^  dans  quelques-unes  des  équations  où  fe  trouvent  les  deux  incon- 
nues X 6cy.  Je  mets  donc  1 5 à la  place  de  y dans  la  première  équation 
qui  eft^f — 5=^-|-5  : ce  qui  donne  l’équation  fuivante  , x — 5=1 5-I-5 
ou  X — 5=20  J & faifa'ntpaffer — 5 dans  le  fécond  membre,  afin  que  x 
refte  feul  dans  le  premier , il  vient  .»=20-j-5  ou  ;v=2  5 , c’eft-à-dire  , 
que  Pierre  avoit  25  écus. 

Ces  deux  nombres  2 5 Sc  15  remplilTent  les  conditions  du  problème 
propofé  J car , fi  Pierre  avoit  donné  cinq  de  fes  écus  à Jean , ils  en  au- 
roient  eu  autant  l’ün  que  l’autre  , favoir  , 20  : ainfi , ces  deux  nombres 
fatisfont déjà  à la  première  partie  du  problème.  D’ailleurs,  fi  Jean  avoit 
donné  cinq  de  fes  écus  à Pierre  qui  en  avoit  25  , Jean  n’en  auroit  plus 
eu  que  10,  & Pierre  en  auroit  eu  30 , & par  conféquent  Pierre  en  auroiç 
eu  le  triple  de  ce  qui  en  feroit  reftéù  Jean  : ce  qui  fatisfait  encore  à la 
fécondé  partie  du  problème. 

On  propofe  communément  un  problème  de  même  efpece,  dans 
lequel  on  fuppofe  qu’une  ânefie  6c  une  mule  ont  chacune  un  certain 
nombre  de  facs , enforte  que , fi  la  mule  en  donnoit  un  des  fiens  à 
l’ânefie , elles  en  auroient  autant  l’ime  que  l’autre  ; mais , au  contraire  , 
fi  l’ânefie  en  donnoit  un  des  fiens  à la  mule  , pour  lors  la  mule  en  auroit 
le  double  de  ce  qui  en  refteroit  à l’ânefle.  Il  s’agit  de  trouver  le  nombre 
des  facs  de  l’ânefie  & celui  des  facs  de  la  mule. 

Pour  obferverla  première  réglé , on  nommera  a le  nombre  des  (àcs 
de  Pânefiè  j 6c  m celui  des  facs  de  la  mule , & on  trouvera  que  les  deux 
équations  qui  expriment  la  nature  du  problème , font  m — 6c 

20. 2=//Z-j-I. 

- Enfuite  fi , pour  obferver  la  fécondé  réglé , on  prend  la  valeur  de  m 
dans  la  première  équation , 6c  qu’on  fubftitue  cette  valeur  qui  eft  a-j-t 
dans  la  fécondé  équation  à la  place  de  //z , on  aura  za — 2=0  +Î+I, 
ou  20 2=0-j-^. 

Enfin , en  appliquant  latroifieme  réglé  fur  l’équation  20 — 2=0-^^  , 
qui  ne  contient  qu’une  efpece  d’inconnue , i^oir  æ , on  trouvera  <1=35: 
puis , en  fubftituant  cette  valeur  toute  connuè  de  æ dans  la  première 
équation  m — , on  trouve  ^ufii  ;n=7 } pas  <^Onléquent , l’âneflç 
avoit  5 facs  & la  mule  7. 

' Kqus  allons  donner  plufieur^  autres  problèmes  dont  nous  cherchierpivs 
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la  folution , en  nous  fervant  des  mêmes  réglés  qui  font , comme  on  Ta 
dit , au  nombre  de  trois , dont  la  première  coniide  à mettre  le  problème 
en  équations  j la  fécondé,  à trouver  une  équation  formée  des  premières  , 
qui  ne  contienne  qu’une  efpece  d’inconnue } & là  troifieme  enfin , à 
laifier  l’inconnue  toute  feule  dans  un  des  membres  de  l’équation  que  la 
fécondé  réglé  a fait  trouver. 

26.  C’eft  la  première  de  ces  trois  réglés  qui  eft  ordinairement  la  plus 
difficile  à mettre  en  pratique , parce  qu’il  n’y  a point  de  méthode  fixe 
que  l’on  puifleprefcrire  pour  l’application  de  cette  réglé.  Ce  que  l’on  peut 
dire  en  général , c’efi  qu’il  faut  faire  une  grande  attention  à la  nature  & 
aux  conditions  du  problème , afin  d’appercevoir  les  différents  rapports 
qui  font  entre  les  quantités  , foit  connues , foit  inconriues , de  qui  peu> 
vent  donner  lieu  à former  des  équations.  11  arrive  fouvent  que  la  folu» 
tion  d’un  problème  dépend  d’une  propriété  connue  par  quelque  partie 
des  Mathématiques  : fi  cette  propriété  renferme  une  proportion , il  eft 
bien  facile  d’en  faire  une  équation , puifque  le  produit  des  extrêmes  eft 
égal  à celui  des  moyens. 

27.  L’illuftre  M.  Newton  remarque  dansfo.n  arithmétique  univerfelle 
que , réduire  une  queftion  ou  un  problème  en  équations , c’eft  la  tra- 
duire , pour  ainfî  dire , en  langage  algébrique  : pour  cela , on  donne  des 
noms  aux  quantités , foit  connues , foit  inconnues , qui  entrent  dans  la 
queftion,  c’eft-àdire , qu’on  défigne  ces  quantités  par  des  lettres , & on 
exprime  enfuite  par  ces  lettres  les  rapports  que  les  quantités  ont  entr’elles. 
Cette  remarque  peut  beaucoup  aider  à trouver  les  équations  d’un  pro- 
blême.Nous  en  allons  faire  l’application  à notre  premier  problème,  dans 
lequel  il  s’agit  de  trouver  le  nombre  des  écus  de  Pierre  & celui  des  écus 
de  Jean , en  fuppofant  que  ces  deux  nombres  font  défîgnés  par  les 
lettres  dont  nous  nous  fommes  fervis. 

' I Si  Pierre  donnoit  cinq  de  fes  écus  à Jean , ils  en  auroient  autant 
l’un  que  l’autre:  celafe  traduit  ainfi  én  langage  algébrique,» — 

' 2°.  Si  Jean  donnoit  cinq  des  fiens  à Pierre , celui-ci  en  auroit  trois 
Fois  plus  qu’il  n’en  refteroit  à Jean.  Cette  fécondé  condition  s’ex- 
prime algébriquement  en  cette  maniéré  ; »+ 5 — 5X5»  ou  bien  ^ 

*^+5  ,15* 

< Quant  à la  fécondé  réglé  qui  preferit  de  faire  une  nouvelle 
‘équation  par  le  moyen  des  premières  , qui  ne  contienne  qu’une  efpece 
d’inconnue , elle  peut  être  réduite  en  pratique  par  une  opération  diffé- 
fente  de  la  fubftitution , favoir , par  l’addition  ou  la  fouftraéÜon  j c’eft- 
à-cüre>en  ajoutant  les  deux  premières  équations  enfemble^  ou  en 
«•tranchant  l’une  de  l’autre  ^ félon  qu’il  eft  nécefiaire  pour  faire  évanouir 
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Une  des  deux  inconnues.  Nous  allons  appliquer  cette  métliode  de  prati- 
quer la  fécondé  réglé  aux  deux  exemples  précédents. 

Les  deux  premières  équations  du  premier  exemple  font,  x — 5 — y 
+5  & — I 5==H"5  • retranchant  l’équation,  x — 5 =y-j-5  ou 

j'-f-5=AT — 5 de  l’autre,  c’eft  à-dire,  le  premier  membre  de  l’une  du. 
premier  membre  de  l’autre , & pareillement  le  fécond  du  fécond , le 
refte  eft  -^y — 1 5— jy — 5==ac-|-5 — ^«4-5  , qui  fe  réduit  à — 20=10  ;• 

d’où  l’on  tire  d’abord  2y=^o  , & enfuite  j'=i  5. 

Les  deux  équations  du  fécond  exemple  font,  m — i=æ-|-i& 

2a — 1 : ôtant  celle-ci,  m — i =æ-^i  , ou  a-\- 1 5=m i de 

l’autre , je  trouve  2a — 2 — a.  — i -f- 1 , qui  fe  réduit  à 

« — 5 = 1:  d’où  l’on  tire  5. 

*9.  Pour  favoir  laquelle  des  deux  opérations  , l’addition  ou  la  fouf- 

traétion  on  doit  employer  , il  faut  confidérer  les  lignes  de  plus  & de 
moins  de  l’inconnue  dans  les  deux  équations;  car,  li  les  lignes  de  cette 
inconnue  qu’on  veut  faire  évanouir , font  différents  dans  les  deux  équa- 
tions, il  faut  ajouter  une  équation  à l’autre  ; mais , li  ces  lignes  font 
lemblables , il  faut  retrancher  Pune  de  l’autre. 

30.  Si  l’inconnue  qu’on  veut  Élire  difparoître  eft  multipliée  par  une 

autre  quantité  dans  une  des  équations , il  faut  multipliertous  les  termes 
de  l’autre  équation  par  cette  même  quantité , avant  de  faire  l’addition 

ou  la  fouftraâion.  Nous  en  verrons  des  exemples  dans  les  problèmes  XI 
& XIII. 

» Nous  nous  fervirons  encore  dans  le  XII  problème  d’une  troilieme 
méthode  pour  pratiquer  la  fécondé  réglé. 

3 1 ^ H faut  remarquer  que  fouvent  il  n’y  a qu’une  inconnue  dans  le 
problème  ; auquel  cas  la  fécondé  réglé  n’a  point  de  lieu , mais  feulement 
la  première  & la  troilieme , comme  on  le  verra  dans  plulieurs  des  pro* 
blêmes  fuivants. 

1 1.  P R O B I B M ■. 

’ 5 *.  La  fomme  de  deux  nombres  eïant  connue,  & la  différence  ou  V excès 
de  l* un  fur  autre  étant  aujfi  connu,  trouver  quels  font  ces  deux  nombres. 

Par  exemple , li  la  fomme  des  deux  nombres  eft,40  & que  leur  diffé- 
rence foit  8 , il  s’agit  de  trouver  quels  font  les  deux  nombres  qui , pris 
enfemble , font  40 , & dont  la  diftérence  eft  8. 

Pour  réfoudre  ce  problème  d’une  maniéré  générale , nous  fuppoferons 
la  fomme  40  délîgnée  par  æ , & la  différence  8 par  d ; 'nous  appellerons 
âulfi  la  plus  grande  des  inconnues  Xyôch  plus  petite  y.  Cela  pofé , je 
raifonne  ainfi  ; puifque  les  deux  grandeurs  inconnues  prifes  enfemble  font 
la  fomme  connue  a , nous  aurons  déjà  l’équation  fui  vante 
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• D’ailleurs,  la  différence  des  deux  inconnues,  c’eft- à-dire , l*excès  de 
la  plus  grande  fur  la  plus  petite  étant  défignée  par  d , ï\  s’enfuit  qu’en 
ôtant  la  plus  petite  de  la  plus  grande,  le  refie  fera  égal  à d : nous  aurons 
donc  encore  l’équation  x — -y=d\  ainfi  , les  deux  équations  qui  renfer- 
ment les  conditions  du  problème , font  x-\-y=.a  & x — y=d. 

11  n’y  a que  ces  deux  équations  à faire  pour  réfbudre  le  problème  , ' 
parce  qu’il  n’y  a que  les  deux  inconnues  x y •.  c’efl  pourquoi  il  faut 
paffer  à la  fécondé  réglé,  c’efl  à- dire , qu’il  faut,  par  le  moyen  de  la 
ïubflitution , faire  une  nouvelle  équation  qui  ne  contienne  qu’une  efpece 
d’inconnue.  Pour  cela^  je  prends  la  valeur  de  x dans  la  fécondé  des  deux 
équations  trouvées  , qui  efl  x—y=d : il  faut  donc  faire  pafler — y dans 
le  fécond  membre , & il  viendra  x—d-^ ; ainfi , la  valeur  de  x eft  d-\-y 
je  fubflitue  cette  valeur  à la  place  de  x dans  la  première  équation  x-^y 
=Æ  i & je  trouve  la  nouvelle  équation  d ~\-y  ou  d'-f-  2^  = a , 

laquelle  ne  contient  qu’une  efpece  d’inconnue  , favoir  j,  dont  on  trou- 
vera la  valeur  par  le  moyen  de  la  troifieme  réglé , de  la  maniéré  fuivante. 

Puifquè  </-|-2j'==Æ  j donc  2^==a — d j mais  , comme  j'  efl  multiplié 
par  2 dans  la  derniere  équation,  il  faut  divifer toute  l’équation  par  2 » 
afin  de  dégager  l’inconnue  y j ce  qui  donne  Mettant  à 

préfent  cette  valeur  toute  connue  de  y dans  la  première  équation 
, il  vient  — ;=^  » ainfi  , x=a — "-|-i , enfuite  réduifant 

l’entier  a en  fraélion,  qui  ait  pour  dénominateur  2,  il  vient 

(Liv. II,art.  155).  Mais  V — î=;»  donc,  Or,f  ex- 

prime la  fomme  divifée  par  2,  c’efl- à- dire , la  moitié  de  la  fomme, 
& ^marque  la  moitié  de  la  différence-  Ainfi  , le  phis  grand  des  deux 
nombres  cherchés  défigné  par  , efl  égal  à la  moitié  de  la  fomme  , 
plus  à la  moitié  de  la  différence.  Pareillement,  l’équation 
fignifie  que  le  plus  petit  desdeux  nombres  cherchés , marqués  parj^ , efi: 
égal  à la  moitié  de  la  fomme  moins  la  moitié  de  la  différence. 

Dans  l’exemple  propofé , la  fomme  des  deux  nombres  cherchés  efl 
40 , & la  di^érence  efl  8 ; ainfi , la  moitié  de  la  fomme  efl  20 & la 
moitié  de  la  différence  efl  4 ; par  conféquent , le  plus  grand  des  deux 
nombres  eft  *0+4=  24,  & le  plus  petit  eft  20—4=1 6.  Il  eft  évident 
que  pes  deux  npmbres  fatisfont  au  problème , pujfque  la  fomme  de  24 
& de  1 6 eft  40 , & que  la  différence  ou  l’excès:  de  14  fur  i 6 eft  8.  ; 

Après  avoir  trpdvé  les  deux  premières  équations  x-\y=ia  & x — y 
v=sd,  onauroit  pu  parvenir  .à  l’équation  2y=Æ — dj  qui  nç  renfermé 
qu’une  efpece  d’inconnue  ,.en  retranchant  celle-ci  x — y:=d  de  l’autre 
y-q-yssat  i car^  aprb  cette  fouftraâion , le  refte  eft  x-^yr—x-\-y=a — d , 

ou  bien,  2jc^-tr«^,  , . 
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■ Oh  àuroit  pu  auflî  trouver  la  valeur  , en  ajoutant  enfemble  les 
deux  équations  x~\-y=^ay8cx — car  la  fominede  ces  deux  équa- 
tions , eft  2x^a-\^d  J & en  divifant  chaque  membre  de  cette  derniere 
égalité  par  2 , on  en  conclut  , ou  bien , -f- 

55.  11  paroît  parla  folution  générale  du  problème,  que.la plus  grande 
de  deux  quantités  inégales  eft  toujours  égale  à la  moitié  de  la  fomme  de 
ces  quantités  plus  à la  moitié  de  la  difFéredce , & que  la  plus  petite  eft 
égale  à la  moitié  de  la  Tomme  moins  la  moitié  de  la  différence.  11  faut  re* 
tenir  cette  propofition , qui  eft  d’un  grand  ufage  dans  les  Mathématiques. 

34.  On  peut  réfoudre  le  même  problème  plus  facilement , en  em- 
ployant une  feule  équation  & une  feule  efpece  d’inconnue.  Pour  cela , 
il  faut  faire  attention  qu’en  ôtant  du  plus  grand  nombre  la  différence 
des  deux , le  refte  eft  égal  au  plus  petit  ; par  conféquent  > le  plus  grand 
étant  marqué  par  x y \e  plus  petit  fera  défîgné  par  x — d ; ainfi  , la  fomme 
des  deux  nombres  eft  x X — d'y  donc, on  aüral’équationjc-j-*^ — d=^  - 
ou  2x — d=ay  par  conféquent  > 2 -}-</;  donc  ainfi, 

la  valeur  de  x eft  î-j-î  : c’eft  la  même  que  celle  qu’on  a trouvée 
par  la  même  méthode.  Cette  valeur  de^  étant  trouvée , on  en  ôtera  la 
différence , & le  refte  fera  le  plus  petit  des  deux  nombres. 

Problbme  111. 

5 5 . £4ï  Berger  étant  interrogé  combien  ilyavoit  de  moutons  dans  fôit 
troupeau  , répondit  quey  s* il  en  avoit  encore  le  tiers  & déplus  le  quart  de 
ce  qu*il  en  a y & cinq par-dejfus  y il  en  aurait  cent.  On  demande  quel 
ejl  le  nombre  des  moutons.  • 

On  voit  bien  qu’il  n’y  a qu’une  inconnue  dans  ce  problème,  fa  voir 
le  nombre  de  moutons , c’eft  pourquoi  il  n’y  a qu’une  équation  à faire. 

. Nous  nommerons  x le  nombre  inconnu  de  moutons  y a \t  nombre 
de  cent  que  le  Berger  auroit  eu , en  ajoutant  à x le  tiers  6c  le  quart  de  x 
& cinq  de  plus.  Voici  comme  je  raifonne  pour  mettre  le  problème  éiï 
équation/  puifqu’en  ajoutant  au  nombre  de  moutons  que  le  Berger  a 
aâuellement , le  tiers  de  ce  nombre , enfuitele  quart  6c  cinq  de  plus,  la 
fomme  feroit  égale  à cent  il  s’enfuit  que  x , nombre  des  moutons  dt| 
Berger , plus  le  tiers  de  jc  , plus  le  quart  àt  x , plus  cinq  égaleqt  a , 
c’eft  à-dire  , cent.  Or , le  tiers  de  x fe  marque  par  la  fraâion  î , qui 
lignifie  x , partagé  ou  divifé  par  3 j de  même , le  quart  de  x fe  marque 
par  ^ ^ ainfi  > l’équation  qui  exprime  le  problème  , eft 

Voilà  donc  la  première  réglé  obfervée  ; nrais , cotnine  il  n’.y  a qu’une 
feule  équation  pour  exprimer  le.  problème,  parce  qu’il  n’y  a qu’une 
efpece  d’inconnue , la  fécondé  réglé  n’a  point  de  lieu  dans  ce  problème  ; 
c’eft  pourquoi  il  faut  préparer  l’équation  en  faifant  évanouir  les  fraétions^^ 
&paffer  enfuite  à l’application  de  la  troifieme  réglé. 


/ 
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Je  fais  donc  évanouir  la  première  fraâion  en  multipliant  toute 
Péquation  par  le  dénominateur  ^ (14);  ce  qui  donne  cette  autre 
équation  -|-I5  = 5<z;  jefais  enfuite évanouir Pautre fraétion, 

en  multipliant  de  même  cette  derniere  équation  par  le  dénominateur 
4 ; & il  vient  I 2ar*+-4r-|-  60=  12a  yOU  bien,  ipar-j-  60=  12a, 

donc  19^=3  I2Æ  — 60.  Or,  looj  donc  1 2<r=  1 200;donc  i 
1 200  — >60,  ou  I9ar=  1140/  mais , comme  x ell  multiplié  par  19 
dans  le  premier  membre , il  faut  divifer  toute  l’équarion  par.  19,  afin 
.que  X demeure  feule  dans  le  premier  membre.  Or,  en  divifant  1140 
par  1 9 ,1e  quotient  efi  60  ; par  conféquent  on  aura  l’équation  fuivante, 
JC  =3  60 , c’eft-à-dire , que  le  Berger  avoit  60  moutons , dans  fon  trou- 
peau. Ce  nombre  fatisfait  aux  conditions  du  problème  ; car , fi  ^ 60  on 
ajoute  le  tiers  qui  efi;  20 , & le  quart  qui  efi  1 5 & 5 de  plus  , la  iomme 
fera  1 00. 

PnOBl.BMB  IV. 


3 6-  Une  armée  ayant  été  défaite  , le  quart  ejl  rejlé  fur  le  champ  de 
bataille  ^ deux  cinquièmes  ont  été  faits  prijonniers  t ^ l/^OOO  hommes  ^ 
qid  étoient  le  rejle  de  Vannée  » ont  pris  la  fuite.  On  demande  de  conim 
bien  d’hommes  Vannée  était  compojée  avant  la  bataille. 

Je  nomme  x le  nombre  inconnu  que  je  cherche  ,Scje  me  fers  de  la 
lettre  a pour  marquer  les  1 4000  hommes  qui  ont  pris  la  fuite , puis  je 
dis , le  quart  de  jc  , plus  les  deux  cinquièmes  de  jc , plus  1 4000  font 
égaux  à l’armée  entière  j je  réduis  donc  le  problème  en  équation  de  la 
maniéré  fuivante,^-}-y-j"^=^*  Comme  il  n’y  a qu’une  efpece  d’in? 
connue  dans  cette  équation,  il  efi  clair  que  la  fécondé  réglé  n’a  point 
de  lieu , puifqu’il  n’y  a point  de  fubfiitution  à faire.  11  faut  donc  feule'- 
ment  ôter  les  fradtions , afin  d’appliquer  enfuite  la  troifieme  réglé. 

Je  fais  évanouir  la  première  fradtionen  multipliant  tous  les  termes  de 
l’équation  par  le  dénominateur  4 , 6c  je  trouve  l’équation  fuivante  , 
jr-|-Y-|-4a=4^c,  de  laquelle  j’ôte  la  fradliion  y y en  multipliant  tous 
les  termes  par  le  dénominateur  5 ; il  vient  5 *•  -|-  8*  + 20<z  s=s  20x  $ 
donc  I ^x-\-  2oas=s20x‘y  donc  20a  = 20x — 1 33?,  ou  20<i=7jc.  Or, 
«=14000; donc  20«=s=  280000  : ainfi,  28oooo=7jc,  ou  74=8280000; 
& par  conféquent,  en  divifant  toute  l’équation  par  7,  on  aura  4r=4oooo; 
c’efi-à-dire  que  l’armée  étoit  compofée  de  40000  hommes. 

Pour  s’aflurer  que  ce  nombre  fatis-  ^ j 

A LIA  I 1 0000,  quart  de  40000. 

tait  aux  conditions  du  problème , il  ’ ^ - 

iaut  ajouter  les  nombres  marqués 

dans  le  problème , pour  voir  fi  la  fom- 

me  efi  égale  à 4ooco> 


* t 

16000,  deux  5"“  de  40000. 
1 4000  > refie  de  l’armée. 


40000,  fomme  totale. 

P&OSUBUB  Vi 
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Froblêjsb  V* 

57.  Trois  perfônnes  ont  enjèmble  150  ans  : le  premier  a le  double  de 
Vdge  du  fécond  t le  fécond  a le  triple  de  l*âge  du  troi/ieme.  On  demande, 
quel  ejl  l*dge  de  chacun  en  particulier. 

L’âge  du  troifietne  foit  nommé  x , celui  du  fécond  fera  & celui 
du  premier  fera  6x , puifqu’il  eft  le  double  de  celui  du  fécond  ; par 
conféquent  on  aura  l’équation  x^  3^^  + 6^ =150,  ou  bien  i ox=  150; 
ainfi , en  divifant  tout  par  10,  il  viendra  x=  1 5 , c’eft-à  dire  , que  le 
plus  jeune  des  trois  a 1 5 ans , ainfi  le  fécond  à 45  ans , & le  troifieme 
po.  Pour  s’aflurer  qu’on  a bien  opéré , il  n’y  a qu’à  ajouter  ces  trois 
âges , on  verra  que  la  fomme  eft  égale  à 1 50 , & par  conféquent  on  a 
bien  opéré. 

38.81  le  fécond  avoit  eu  trois  fois  l’âge  du  troifieme  & 5 ans  déplus,. 
& que  le  premier  eût  eu  le  double  de  l’âge  du  fécond  & 1 5 années  de 
plus  ; pour  lors  l’âge  du  fécond  auroit  été  3^?-}-  5 , & l’âge  du  premier 
auroit  été  6x-^  1 0+ 15}  ainfi , au  lieu  de  l’équation  x-\-^pe-\dix=^  *50, 
on  auroit  eu  .sf-f-3’^+5 + * 5 = *5° > donc  io;v-|-30 
= 150;  donc  10^=150 — 30,  ou  ioJf=  i20j  donc.x==  12,  c’eft- 
à'dire , que  le  plus  jeune  auroit  eu  1 2 ans  ; ainfi , le  fécond  en  auroit 
eu^  41 , de  le  premier  97.  Ces  trois  nombres  font  enfemble  1 5 o. 

39.  Ce  problème  renferme  la  réglé  que  l’on  appelle  à/efaujffe-pqfition^ 

~ parce  que , pour  trouver  la  folution  des  queftions  qui  appartiennent  à , 
cette  réglé , on&it  une  ou  plufieurs  faufiès  fuppofitions  : par  exemple, 
pour  réfoudre  la  queftion  propofée  dans  ce  problème , on  peut  fuppofer 
que  le  plus  jeune  des  trois  a i o ans  j par  conféquent  le  fécond  en  aura 
30Ôcle  premier  60.  Or,  ces  trois  nombres  ajoutés  enfemble, ne  font 
que  1 00  : d’où  il  faut  conclure  que  la  fuppofition  que  l’on  a faite  eft 
faufle  , puifque  les  trois  âges  doivent  faire  1 50  ans.  Néanmoins,  cette 
fuppofition,  quoique  faufie , peut  conduire  à la  vérité  par  lefecoursde  la 
réglé  de  trois , en  difant  : fi  1 00  donnent  i o pour  l’âge  du.  plus  jeune  , 
combien  donneront  150?  Voici  la  proportion  renfermée  dans  cette 
réglé:  100 . 10  : ; 1 50 . x , ou  bien  alternando  , 100 . 1 50  : : 10 . 11 
&ut  donc  multiplier  les  moyens  1 50  & 10  l’un  par  l’autre , dedivifer  le 
produit  1 500  par  100  ; le  quotient  15  fera  le  quatrième  terme  de  la 
proportion , de  il  fera  connoître  que  l’âge  du  plus  jeune  eft  1 5 ans. 

Mais , pour  réfoudre  la  queftion  telle  qu’elle  eft  propofée  dans  l’ar* 
ticle  38 , on  fait  deux  faulTes- fuppofitions  par  le  moyen  defquelles  on 
parvient  enfin  à la  vérité  : cette  méthode  eft  alors  allez  difficile  pour  la 
pratique  de  pour  la  démonftration. 

h Farüti  ' ■ H h 
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Problème  VI. 

40.  Connotjfant  le  premier  & le  fécond  terme  c^une  progreffion  géo- 
métrique  qui  va  en  diminuant , <§*  qui  ejl  compofée  d*une  infinité  de 
termes  , trouver  la  Jbmme  de  tous  les  termes  de  la  progreffion. 

Soit , par  exemple  , la  progreflion  géométrique  ~ 8 . 4 . a . 1 . ; • 

4 • « • 7^  > 11  s^agit  de  trouver  quelle  eft  la  fomme  de  tous  les  termes 

de  cette  progreffion  que  l’on  fuppofe  continuée  à l’infini. 

Pour  réfoudre  ce  problème  d’une  maniéré  générale , nous  appelle- 
rons le  premier  terme  æ , le  fécond  ^ & la  fomme  des  termes  s.  Cela 
pofé , il  faut  fe  fouvenir  d’une  propriété  de  la  progreffion  géométrique 
qui  fervira  à la  folution  du  problème.  Cette  propriété  eft  que  , dans 
toute  progreffion  géométrique,  la  fomme  des  antécédents  eft  à la  fomme 
des  conféquents  comme  un  feul  antécédent  eft  à fon  conféquent , 
( Liv.  II,  art.  48  )•  Or,  dans  le  cas  du  problème , la  fomme  des  anté- 
cédents eft  la  même  que  la  fomme  de  tous  les  termes , puifque  tous  les 
termes  font  antécédents , excepté  le  dernier  qui  eft  ici  zero,àcaufe  que 
la  progreffion  va  en  diminuant,  & qu’elle  eft  fuppofée  avoir  une  infinité 
de  termes  : ainfi , la  fomme  des  antécédents  eft  s — o , ou  bien  s.  D’ail- 
leurs , tous  les  termes  d’une  progreffion  étant  conféquents , excepté  le 
premier  ,1a  fomme  des  conféquents  fera  s — ai  la  propriété  de  la  pro- 
greffion géométrique  pourra  donc  s’exprimer  ainfi  ^ s.  s — aiia.h  ^ 
donc  hs=as — aa  (Liv.  11,  art.  40)  , ou  as — -aa=bs  : voilà  l’équation 
qui  exprime  la  nature  du  problème  j mais , comme  il  n’y  a qu’une  feule 
inconnue  , la  fécondé  réglé  n’a  point  ici  d’application  -,  il  faut  donc 
pafler  à la  troifieme. 

Je  commence  par  mettre  dans  le  premier  membre  tous  les  termes 
qui  contiennent  l’inconnue,&  les  autres  termes  dans  le  fécond  membre; 
îe  dis  donc  : puifque  as — a.a  =bs , il  faut  que  as  — Bs-\-aa^  donc  , 
ds — bs=::aa.  Après  cela,  confidérant  que  le  premier  membre  n’eft  que 
l’inconnue  s multipliée  par  a — b , ou  a — b multiplié  par  ^ > je  divife 
toute  l’équation  par  a — é,  afin  que  s demeure  feule  dans  le  premier 
membre  : la  divifion  étant  faite , je  trouve  .j  = ; c’eft  à-dire  que  la 

Ibmme  de  tous  les  termes  d’une  progreffion  géométrique,  qui  eft 
compofée  d’uiie  infinité  de  termes , & qui  va  en  diminuant , eft  égale 
au  quarré  du  premier  terme  divifé  par  le  premier  moins  le  fécond. 

' Dans  l’exemple  propofé , 8 eft  le  premier  terme  , fon  quarré  eft  64  , 
& le  premier  terme  moins  le  fécond  eft  8 — 4=4;  ainfi  , il  faut  divifer 
<4  par  4 , & le  quotient  1 6 fera  la  fomme  de  tous  les  termes  de  la  pro- 
greffion géométrique  propofée , en  fuppofant  qu’elle  eft  continuée  à. 
l’infini 
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41.  On  peut  remarquer  que , quand  les  termes  de  la  progrefliîonvont- 
en  diminuant  par  moitié,  comme  dans  l’exemple  propofé,  pour  lors  la 
fomme  de  tous  les  termes  qui  fuivent  le  premier  , eft  égale  à çe  premier 
terme.  Cela  eR  évident  dans  notre  exemple  ; car , puifque  la  fomme 
entière  eft  1 6 & que  le  premier  terme  eft  8 , la  fomme  des  autres  eft 
aufti  8.  Si  chaque  terme  delà  progreftîon  étoit  triple  de  celui  qui  fuit, 
comme  dans  cet  exemple  12. 4. alors  la  fomme  des 
termes  qui  fuivroient  le  premier  ^ feroit  la  moitié  de  ce  premier  terme. 
Si  chacun  des  termes  de  la  progreftîon  étoit  quadruple  du  fuivant , 
pour  lors  la  fomme  des  termes  après  le  premier  ne  feroit  que  le  tiers 
de  ce  premier,  ainft  de  fuite  : par  exemple,  ft  chacun  des  termes  eft 
dix  fois  plus  grand  que  celui  qui  fuit , comme  dans  cette  progreftîon  , 
~ I O • I • ^ • ii?  • 75^  y &c.  la  fomme  de  tous  les  termes  moins  le  pre- 
mier eft  la  neuvième  partie  de  ce  premier.  Tout  cela  peut  fe  démon- 
trer par  la  proportion  s .s — a car , à caufe  de  cette  proportion  , 

on  aura  dividtndo , s — s-\-a . s — a : : a — b . b.  Or  , s — s-\-a=a.  Donc  , 
a . s — a : : a — b . b.  Donc  invertendo s — a .awb . a — b.  Or, dans  le  der- 
nier exemple , é=i  & a — fc=<)  ; donc,  .r — a.  .a:  : 1.9,  c’eft-à-dire  , 
que  la  fomme  des  termes  moins  le  premier  eft  la  neuvième  partie  du 
premier. 

Probibmb  vil 

^2.  aiguille  des  heures  d*une  montre  étantjur  le  point  une  heure  , 
celle  des  minutes  étant  au  point  de  midi  , trouver  à quel  injlant  L*ai^ 
guille  des  minutes  attrapera  celle  des  heures. 

La  diftance  des  deux  aiguilles  eft  l’efpace  ou  l’arc  qui  eft  entre  les 
points  de  midi  & d’une  heure.  J’appelle  cet  efpace  a j ainft , cette  lettre 
ftgnifiera  la  douzième  partie  de  la  circonférence  du  cadran , foit  que 
ce  foit  la  première  partie , ou  la  fécondé  , ou  la  troifteme  , &c.  Je 
nomme  x l’efpace  qu’aura  parcouru  l’aiguille  des  heures  depuis  le  point 
d’une  heure  jufqu’au  point  où  elle  fera  arrivée  quand  l’autre  l’attrapCra; 
Cela  pofé , comme  l’aiguille  des  minutes  va  douze  fois  plus  vite  que  la 
première,  l’efpace  qu’elle  parcourra  en  même  temps  fera  izx.  Or , cet 
efpace  que  parcourt  l’aiguille  des  minutes  jufqu’à  ce  qu’elle  atteigne  lai 
première,  n’eft  autre  chofe  que  l’arc  d fttué  entre  les  points  de  midi  ês 
d’une  heure , plus  la  diftance  x qui  eft  depuis  le  point  d’une  heurd 
jufqu’au  point  de  rencontre.  Par  conféquent , on  aura  l’équationi 
i2X=zO‘\^.  Voilà  la  nature  du  problème  exprimée  en' équation,  fèlotl 
ce  que  demande  la  première  réglé.  Je  pafle  tout  d’un  coup  à la  troifteme 

parce  qu’il  n’y  a qu’uae  efpeœ' d’inconnue  dans  Péquation.  • . - 

Hh  i| 
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Puifque  1 2x=za^x  , donc  1 2X — x=a  ou  i ix==ui  ; donc , ên 
divifant  chacun  des  membres  par  1 1 , il  viendra  ^=77  : ainfi,  refpace^ 
ell  la  onzième  partie  de  Parc  a ,c’eft-à-dire , que  Paiguille  des  minutes 
attrapera  celle  des  heures  à la  onzième  partie  delà  fécondé  heure  après- 
midi  ; & cela  ell  évident , car  pour  lors  l’efpace  parcouru  par  cette 
aiguille  des  minutes  fera  douze  fois  plus  grand  que  celui  que  la  première 
aura  fait  dans  le  même  temps, puifqu’elle  aura  parcouru  douze  onzièmes 
.parties  d’<t , favoir , les  onze  parties  du  premier  efpace  déligné  par  a,  6c 
encore  une  onzième  du  fécond.  J^ai  dit , les  o/ire  parties  du  premier 
ejpace  ; car  chaque  efpace  entier  contient  onze  onzièmes  parties  de  cet 
efpace. 

On  peut  trouver  par  la  même  méthode  que,  s’il  y a une  aiguille  des 
fécondés  qui  foit  fur  le  point  de  midi  dans  le  temps  que  celle  des  mi- 
nutes eft  au  point  qui  marque  la  lin  de  la  première  minute  après-  midi , 
cette  aiguille  des  fécondés  rencontrera  celle  des  minutes  à la  cinquante^* 
neuvième  partie  de  la  fécondé  minute. 

42  B On  trouvera  auHi , en  fuivant  la  même  méthode  , que  , li  l’ai- 
guille des  heures  eft  fur  le  point  de  deux  heures  lorfque  celle  des  minutes 
cil  furie  point  de  midi , celle-ci  attrapera  la  première  à la  lin  de  la  fé- 
condé onzième  partie  de  la  troilieme  heure  ; 6c  que , li  l’aiguille  des 
heures  eft  fur  le  point  de  trois  heures  quand  celle  des  minutes  ed  au 
point  de  midi,  celle-ci  attrapera  la  première  à la  lin  de  la  troilieme 
pnzieme  de  la  quatrième  heure , ainli  de  fuite  : enforte  que , li  l’aiguille 
des  heures  étant  d’abord  fur  le  point  d’une  heure  6c  celle  des  minutes 
fur  midi,  celle-ci  attrapera  la  première,  i®.  à 2°.  à 2‘*-f-n-  3“  à 

n-  4“  ^ 4*“  H"  M » &c.  enfin  à 1 1'*+  H*  C®tte  derniere  heure  eft  la 
même  que  midi , parce  que  la  fraêtion  77  d’heure  vaut  une  heure.  On 
entendra  facilement  que  l’aiguille  des  minutes  attrapera  celle  des 
heures  à tous  ces  points , li  on  fait  attention,  que  cette  aiguille  des  mi- 
nutes fe  trouve  toujours  au  point  de  midi  lorfque  celle  des  heures  fe 
rencontre  fur  chacune  des  heures , favoir,  fur  i**.  fur  2^fur  3'*,  &c. 

43.  On  pourroit  réfoudre  ce  problème  par  la  remarque  qui  fuit  le 
J précédent.,  fans  le  fecours  des  équations.  Pour  cela , il  faut  faire  atten- 
tion que,  tandis  que  l’aiguille  des  minutes  parcourra  l’efpace  a qui  ell 
entre  les. points  de  midi&  d’une  heure , l’aiguille  des  heures,  que  j’ap- 
pelle la  première  , fera  la  douzième  partie  de  l’efpace  depuis  une  heure 
jufqu’à  deux , puifque  la  fécondé  va  douze  fois  plus  vite  que  la  première: 
cette  douzième  partie  foit  appellée  é.  De  même  , pendant  le  temps  que 
Paiguille  des  minutes  parcourra  b , celle  des  heures  fera  un  autre  efpace 
4: , qui  fera  la  douzième  partie  de  ^ j ôc.  tandis  que.  la  fécondé  aiguille 
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parcourra  c,  la  première  fera  encore  Pefpace  qui  fera  la  douzième 
partie  de  c , ainfî  de  fuite  à f infini.  Par  conféquent  ,pour  refpace  qu’aure 
fait  l’aiguille  des  heures  quand  celle  des  minutes  l’atteindra , fera  une 
fuite  in^iüe  de  petits  efpaces,  dont  chacun  fera  la  douzième  partie  du 
précédent.  Or  , l’arc  a compris  entre  les  points  de  midi  & d’une  heure 
efl  le  premier  terme  de  la  progreffion  dont  cette  fuite  infinie  renferme 
les  autres  termes.  Par  conféquent , l’efpace  parcouru  par  l’aiguille  des 
heures , n’eft  que  la  onzième  partie  d’un  arc  égal  au  premier  marqué 
par  CL>  Ainfi , l’aiguille  des  minutes  attrapera  l’autre  à la  onzième  partie 
de  la  fécondé  heure. 

PaOBlBMB  VIII. 

4»  Jî.  On  a.  trois  fontaines  dont  la  première  remplit  un  vaijjfeau  en 
trois  heures  , la  fécondé  le  remplit  en  quatre  heures  y&  la  troifieme  en 
fix  heures  : on  demande  en  combièn  de  temps  les  trois  fontaines  coulant 
enfemble  rempliront  le  meme  vaijfeau. 

Il  efl  évident  que  la  première  remplira  la  troifieme  partie  du  vaifleau 
en  une  heure , la  fécondé  remplira  la  quatrième  partie  en  même  temps , 
& la  troifieme  en  remplira  la  fixieme  partie.  Ces  trois  parties  du  vaifleau 
font  exprimées  parles  fractions  ^ > qu’il  faut  réduire  au  même  dé- 
nominateur y afin  de  les  ajouter  enfemble  : pour  cet  effet , je  multiplie 
les  deux  termes  de  chacune  par  le  produit  des  dénominateurs  des  deux 
autres  ; & je  trouve  ^ ^ , dont  la  fomme  eft  ^ , qui  marque  que 
les  trois  fontaines  coulant  enfemble , rempliront  en  une  heure  une 
partie  du  vaifleau , laquelle  efl  défignée  par  la  fraâion  Je  dis  donc  : fi  la 

partie  du  vaifleau  exprimée  par  ^s’emplit  en  une  heure,  en  combien  de 
temps  s’emplira  le  vaifleau  entier  qu’il  faut  marquer  par  la  fraétion  ^ 
égale  à l’unité.  Je  fais  donc  la  proportion  ^ : i heure  ..r  heure. 
Or , quand  les  fraétions  ont  même  dénominateur , elles  font  entre  elles 
comme  les  numérateurs  ( Liv.  Il , art.  150).  Ainfi  , la  proportion  pré- 
cédente peut  être  changée  en  celle-ci  54 . ^2:  : i . x;  donc  le  produit 
des  extrêmes  54^r  efl  égal  au  produit  des  moyens  7 2 : ainfi , x=^-y 
par  conféquent  ;«?=ij|,ou^=i5-i  c’eft-à*dire  > que  le  vaifTeau  fera 
Rempli  par  les  trois  fontaines  coulant  enfemble  en  une  heure  & un  tiers 
d’heure , ou  en  une  heure  vingt  minutes. 

Si  on  a voit  marqué  les  trois  nombres  j , 4 , 6 par  a , é , c , les  trois 
fraôions  fi.  ^ feroient  devenues  dont  la  fomme  efl 

, & on  auroit  eu  l’équation  générale  x au  lieu  de 

PROBI.âMB  IX. 

45  C.  Connoijfaru  ladijlance  de  deux  corps  mobiles  qui  font  mus  (un 
ttne  même  ligne  & qui  doivent fi  rencontrer  i connoijjfaiu  aifii  U rapport 
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de.  leurs  vîtejjfhs  , trouver  le  point  auquel  ils  Je  rencontreront.  On  JùppoJè 

que  ces  deux  corps  partent  au  même  injl.ant. 

Soit  d la  difiance  connue  des  deux  mobiles  A & B mus  fur  une 
même  ligne  droite  avec  des  vîtefles  qui  foient  entr’elles  comme  2 & 5. 
Ou  bien,  ces  deux  corps  tendent  vers  le  même  côté , enlorte  que  celui 
qui  a plus  de  vîteffe  foit  derrière  l^autre , lans  quoi  ils  ne  pourroient  fe 
rencontrer  : ou  bien  , ils  avancent  l’un  vers  l’autre.  Chacun  des  deux 
cas  demande  une  folution  particulière. 

Premier  Cas.  Le  corps  A qui  précédé  avec  une  vîtefle  marquée  par  a* 
parcourt  une  certaine  longueur  que  j’appelle  gravant  d’être  atteint  par  le 
le  corps  B.  Ce  corps  B , qui  fuit  le  premier  avec  la  vîtefle  5 , parcourt 
d’abord  la  diftance  d comprife  entre  les  deux  corps , plus  la  longueur 
X dans  le  même  temps  que  B parcourt  feulement  x.  11  s’agit  de  trouver 
cet  efpace  x au  bout  duquel  fe  fait  la  rencontre.  Pour  cela , je  fais 
attention  que  les  vitefles  font  entr’elles  comme  les  efpaces  parcourus 
dans  le  même  temps  : fi  un  corps  a deux  fois  plus  de  vîtefle  qu’un  autre, 
il  fera  en  même  temps  deux  fois  plus  d’efpace.  On  aura  donc  la  propor* 
tion  : la  vîtefle  du  corps  B eft  àcelle  du  corps  A comme  d-^x  eft  à x^ 
ou  bien,  5 . 2 ::  d-\-x.  x :ainfi  ^xz=.zd-\-2Xi  donc  >ÿx — ix= 
ou  jAf  = zd  ; par  conféquent , = 7 ou  ^ de  c’eft-à-dire  que , quand 
le  corps  B attrapera  le  corps  A,  l’efpace  que  ce  corps  A aura  fait , fera  les 
deux  tiers  de  la  diftance  qu’il  y avoit  d’abord  entre  les  deux  corps.  Le 
divifeur  3 eft  la  différence  des  vîtefles  5 &2. 

Second  Cas.  Il  faut  trouver  quelle  partie  x de  la  diftance  d le 
corps  A aura  parcourue  quand  les  corps  fe  rencontreront  : pour  cet  efièc 
j’obferve  que  le  corps  B parcourra  d — x ^ qui  eft  l’autre  partie  de  la 
diftance  d^  dans  le  temps  que  le  corps  A aura  parcouru  x:<ê&ü.  pourquoi 
on  aura  la  proportion  : la  vîtefle  du  corps  B eft  à celle  du  corps  A , 
comme  d — x eft  à .*  ou  bien  ,5.2::  d — x.x'y  donc , 5;^=  xd  — xx : 
ainfi , ^x-\-xx z=xd^ouyx=xd:  ainfî , x=~  oü^  de  d j c’eft -à-dire , 
que  le  corps  A aura  parcouru  deux  feptiemes  de  la  diftance  d , quand 
les  deux  corps  fe  rencontreront.  Le  divifeur  7 eft  la  fomme  des  vîtefle^ 

5 & 2. 

43  Z>.  On  peut  remarquer  que,  pour  avoir  x , c’eft-à-dire  l’efpacô 
que  parcourt  celui  des  deux  corps  qui  a le  moins  de  vîtefle , il  faut  mul- 
tiplier la  diftance  d qui  étoit  d’abord  entre  les  deux  corps  par  la  vîtefle 
de  ce  corps , & enfuite , dans  le  premier  cas , divifer  le  produit  par . U 
différence  des  vîtefles  ; mais , dans  le  fécond  cas,  il  faut  divifer  le  même 
produit  par  la  fomme  des  vîtefles. 

45  K,  Si  les  deux  corps  ne  partoient  pas  en  même  temps , 6c  que  A 'à 


LIVRE  TROISIEME.  «47 

par  exemple , fut  en  mouvement  avant  le  corps  B , il  faudroît  chercher 
Fefpace  que  le  corps  A auroit  parcouru  avant  que  le  corps  B fût  en 
mouvement* , afin  de  trouver  la  difiance  des  deux  corps  dans  le  temps 
que  B commenceroit  à être  mu.  Or,  pour  connoître  Fefpaceque  A 
auroit  parcouru  pendant  le  temps  qui  auroit  précédé  le  mouvement  du 
corps  B , il  ne  l'uffiroit  que  de  connoître  le  rapport  des  vîteffes  des 
deux  corps  ; il  faudroit  connoître  la  vîtefle  abfolue  du  corps  A. 

On  pourroit  réfoudre  le  problème  VU  par  le  premier  cas  de  celui-ci  : 
car  la  vîtefie  de  l’aiguille  des  minutes  étant  à celle  de  l’aiguille  des 
heures  comme  i x eft  à i ; & d’ailleurs , l’efpace  que  fait  l’aiguille  des 
minutes  pendant  que  celle  des  heures  parcourt  x , étant  l’arc  a-\-x , on 
aura  la  proportion , 1 2 . i : : a-\-x . x : ainfi  , i zx=ui  , & 1 zx — x 
ou  1 1 x=a  ; par  conféquent , ==  ^. 

La  même  méthode  peut  fervir  à trouver  à quel  endroit  du  zodiaque 
la  Lune  rattrapera  le  Soleil , que  je  fuppofe  précéder  la  Lune , vers  l’0> 
rient , d’une  certaine  quantité  connue  que  j’appelle  a.  Pour  cela , il 
faut  favoir  que  les  vîtefles  des  mouvements  propres  de  la  Lune  & du 
Soleil  font  entr’elles  à peu  près  comme  i484à  1 1 1 , puifque  le  mouve< 
ment  moyen  de  la  Lune  vers  l’Orient  eft  de  13  deg.  i o min.  3 5 fec. 
en  un  jour,  & que  celui  du  Soleil  eft  de  59  min.  8 fec.  dans  le  même 
temps.  Préfentement , fuppofons  que  la  partie  du  zodiaque  que  le  Soleil 
parcourt  pendant  le  temps  que  la  Lune  emploiera  à l’attraper , foit 
nommée  la  partie  du  même  zodiaque  que  la  Lune  parcourra  dans  le 
même  temps  fera  Æ-)-x:on  aura  donc  la  proportion  , 1 384  . 1 1 1 : : 
^1+^  .üf  : ainfi , 1484^=1 1 lÆ-j-i  I IAT  ; donc  1484^? — iiiAr=iiia, 
ôu  1 373^=1 1 iÆ,ôcjf="  Si  la  quantités  dont  le  Soleil  précédé  la 
Lune  vers  l’Orient  eft  de  26  deg.  56  min.  ou  de  1616  min.  la  quan- 
titéAffera  d’environ  1 30  minutes  : ainfi,  Æ-f-^fera  égal  à 1746  minutes 
qui  font  un  peu  plus  de  29  deg.  c’en  la  diftance  entre  le  lieu  où  étoit  la 
Lune  & le  point  où  elle  attrapera  le  Soleil 

PKOBLBMb  X. 

43  J*.  Deux  hommes , que  Von  JlippoJè  être  au  même  lieu  ,Jèpropofent 
iV arriver  enjèmble  au  même  terme  éloigne'  du  lieu  où  ils  font  d^une  dis- 
tance connue  , par  exemple  de  1 OOO  toifes  ; mais  Vun  des  deux^  que  j*ap^ 
pelle  le  premier  , va  moins  vite  que  le  fécond  ^ filon  un  rapport  connu  • 
en  demande  quelle  partie  le  premier  doit  avoir  fiait  de  V efpace  compris 
entre  les  deux  termes , avant  que  le fiecond fi  mette  en  chemin. 

Suppolons  que  les  vîtefles  des  deux  hommes  font  entr’elles  comme 
2 & 5 } & loit  nommée  d la  diftance  entre  le  lieu  où  ils  font  de  celui 
auquel  ils  tendent  : foit  aulfi  appellée  x la  partie  de  la  diftance  d que  le 
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premier  doit  parcourir  avant  que  le  fécond  fe  mette  en  chemin  ; Tautre 
partie  de  la  diflance  d,  que  le  premier  fera  tandis  que  le  fécond  par- 
courra la  diftance  entière  d , fera  d — x : on  aura  donc  la  proportion  5 . 
a : : . d — x : ainfî  <^d — ^x=2d ; donc  ^d — 2x=<ÿx  ou  ^x=:'^d  : par 
conféquent  ^=7,  c^eft-à  dire  que , fi  d=iooo  toifes,  le  premier  doit 
avoir  fait  600  toifes  avant  que  le  fécond  commence  à marcher. 

43  G.  On  voit  par  cette  équation  x = j qui  renferme  la  folution  du 
problème  , que , pour  avoir  Tinconnuex  , il  faut  multiplier  la  difiance 
d par  la  difiérence  des  vîtelfes  , 8c  divifer  le  produit  par  la  plus  grande 
des  deux  vîtelfes. 


Problème  XL 

43  H.  P terre  & Jean  ayant  enfimhle  108  livres  » Pierre  a dèpenféle 
tiers  de  ce  qu*il  avait  & Jean  le  quart  : la  Jhmme  de  ces  deux  dépenjes 
ejlz  2 Uv.  on  demande  combien  ils  avaient  chacun , & combien  chacun  a 
dépenje'. 

J’appelle  a la  fomme  108  qu’ils  avoient , 6c  ^ la  fomme  32  des  dé> 
penfes , x la  part  de  Pierre  ,6c  celle  de  Jean  ; ainfi , jfera  la  dépenfe 
de  Pierre  » 6c^  fera  celle  de  Jean.  Cela  pofé  , les  deux  équations  qui 
expriment  les  conditions  du  problème  font  xJ^y~a  ôc  j-f-5  =^.  Il 
faut  d’abord  faire  évanouir  les  fraétionsde  la  fécondé  équation  : premiè- 
rement, en  la  multipliant  par  3,00  aurax-f-^=  3^ , & en  multipliant 
par  4 , il  viendra  /^-\--^y=.\ib.  Enfuite  , pour  pratiquer  la  fécondé 
réglé , il  faut  prendre  la  valeur  de  x dans  la  première  équation , on  aura 
x—a — y 5 puis  on  multipliera  cette  valeur  a — -y  par  4 , parce  que  x eft 
multiplié  par  4 dans  la  fécondé  équation  préparée  j le  produit  eft  4<z — yy  : 
fi  on  fubftitue  ce  produit  dans  l’équation  ^-\-^y:=i2b^  on  trouvera 
4a— 4y+3j'=i  2b  ou  4a — y=  1 2b.  Par  conféquent , en  tranfpofant 
—y  8c  12b  y ow  aura  4a — i2é=^,  ou y=4<* — laé.Or , 4a=432, 6e 
12^=384.  D’ailleurs,  432 — 384=48  j donc ^^=48.  En  mettant  48 
à la  place  d’y  6c  1 08  à la  place  d’a , dans  x=M—y , on  aura  ;c=i  08 
—48  ou  x—60.  Pierre  avoit  donc  60  liv.  6c  Jean  48  j 6c  Pierre  en  a 
dépenfé  20  6c  Jean  1 2 : par  conféquent  iis  ont  dépenfé  3 2 1.  à eux  deux# 

On  peut  aufii  faire  évanouir  la  quantités  de  la  fécondé  équation  pré- 
parée , en  retranchant  la  première  de  cette  fécondé  ; mais  il  faut  aupara- 
vant multiplier  la  première  équation  par  4(30),  le  produit  fera  4^-|-4y 
=4Æ,qui,  étant  ôté  de  la  fécondé  équation  préparée  ,1e  refte  fera  4^ 
-hiy — 4^ — 47=  ï — 4^  > réduit  à — y=i  2b — 4a , dont  touç 

les  termes  étant  tranfpofés , on  aura  4a — izb=^ Q}xy-=^a — 1 2b. 

PaOBLBMS 
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Problème  XII. 


45/.  Deux  fontaines  t dont  chacune  coule  toujours  avec  la  même 
force  , ont  donné  une  certaine  quantité  d* eau  , j>ar  exemple  7 2 muids  , 
la  première  en  coulant  pendant  6 heures  la  ficonde  pendant  12/  ces 

deux  mêmes  fontaines  ont  Jour  ni  9 1 muids  » la  première  » en  coulant 
fendant  8 heures , & la  fécondé  pendant  15/  on  demande  quelle  ejl  la 
dépenfe  de  chajcune  de  ces  deux  fontaines  par  heure , c*ejl-  a-  dire , 
combien  chacune  fournit  d*eau  dans  une  heure. 

Pour  réfoudre  le  Problème  d’une  maniéré  générale , je  défigne  les  deux 
quantités  d’eau  7 2 & 9 1 par  a Sx.  b t St.  j’appelle  x Sx  y les  dépenfes  que  font 
''  les  deux  fontaines  par  heure,  après  quoi  je  mets  le  Problème  en  équations. 

Puifque  la  première  fontaine.coulant  pendant  6 heures , & la  fécondé 
pendant  12,  donnent  72  muids,  il  s’enfuit  qu’en  prenant  fix  fois  la 
dépenfe  x de  la  première  ,^12  fois  la  dépenfe  y de  la  fécondé , la 
Ipmme  fera  égale  à 72 , c’eft-à-dire , que  6x-Ç- 1 2^7=72 , ou  6a: 1 2y 
sssat  par  la  même  raifon  8Af-j-  i^ysnb.  Je  palTe  enîuite  à la  fécondé 
réglé , qui  confifte  à trouver  une  nouvelle  équation  qui  ne  contienne 
qu’une  efpece  d’inconnue,  ce  que  je  fais  en  prenant  deux  valèurs  de  la 
même  inconnue , par  exemple  de  x:  pour  cet  effet , je  prépare  les  équa- 
tions primitives , dont  la  première  fe  réduit  à éAf = æ — i iy,  d’où  je  tire  . 
JP —a 2=1^ en  divifànt  tout  par  6 , & la  fécondé  fe  réduit  à Zx=.b — i ^y, 
d’où  je  tire  xx=s^=^i  par  conféquent  puifque  chacun 

de  ces  deux  membres  eft  égal  à x.  C’eft  une  troifieme  méthode  de 
pratiquer  la  fécondé  réglé , différente  des  deux  premières  expliquées 
articles  24  & 28. 

Préfentement , afin  de  laifier  l’inconnue  y dans  un  feul  membre , je 
commence  par  faire  évanouir  les  fractions  en  multipliant  les  deux  mem- 
bres par  6 & par  8,  & je  trouve  8a — ^6y=6b — 907  : donc  8a — 
■e=6yj  ou  6y=MBa — 6b, ‘ ainfi,  en  divifànt  tout  par  6,  qui  multiplie 
l’inconnue  7/,  y Si  on  fubfiitue  les  nombres  à la  place 
des  lettres  a Sx  b,  on  trouvera  l’équation 7/ = ou  qui  fe 

réduit  à y=$i  ainfi  =5,  c’efi  - à - dire , que  la  fécondé  fontaine 
fournit  5 muids  par  heure:  de  même,  dans  l’équation  x=a — 
fi  on  met  les  noihbres  à la  place  des  lettres , on  trouvera  que  le  numéra- 
teur de  la  fraélion  efi  12,  leqqel  étant  divifé  par  le  dénominateur  6 , le 
quotient  fera  2 : donc  a:  = 2 j ainfi , la  première  fontaine  donne  2 muids 
par  heure.  Ces  deux  nombres  2 Sx  $ fatisfont  aux  conditions  du  Pro- 
blème : car , fi  on  prend  2 fix  fois  & 5 douze  fois , on  aura  7 2 5 & dft 
même , fi  on  prend  > huit  fois  & 5 quinze  fois  > on  aura  9 1 • _ 

l.  J*artte.  ' 1 4 ' 
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43  L.  Si , au  lieu  des  deux  nombres  72  & 9 1 , on  avoît  fuppofé  les 
deux  autres  48  & 59  , enforte  que  <1  = 48  & ^=59,en  laiflant  tous  les 
autres  nombres  tels  qu’ils  font , on  auroit  toujours  trouvé  =5  ; mais  x 
feroit  devenue  égale  à — 2,  ce  qui  auroit  fignifié  qu’il  faut  prendre  la 
^ queftion  d’une  façon  oppofée  à celle  dont  on  l’a  exprimée  dans 
l’énoncé  du  Problème  par  rapport  à la  première  fontaine;  c’eft-à-dire, 
qu’au  lieu  de  fuppofer  que  la  première  fontaine  verfe  de  l’eau  dans  un 
vaifleau  conjointement  avec  la  fécondé  , cette  première  fontaine 
tirerpit  de  l’eau  de  ce  vailfeau  tandis  que  la  fecônde  y en  verferoit  : il 
en  eft  de  même  dans  les  autres  qùeftions  j lorfqu’on  trouve  la  valeur 
d’une  quantité  inconnue  affeâée  d’un  ligne  négatif , c’eft-à-dire , 
qu’il  faut  alors  prendre , par  rapport  à cette  inconnue , la  queftion 
d’une  maniéré  oppofée  à celle  dont  elle  eft  énoncée  dans  le  Problème  ; 
cela  vient  de  ce  que  les  quantités  négatives  ne  font  autre  chofe  que  des 
quantités  oppofées  à celles  qu’on  a prifes  pour  pofîtives , comme  nous 
l’avons  dit  dans  l’algebre.en  parlant  des  ftgnes  de  plus  & de  moins, 
Liv.  I , Art.  1 27. 

PaOBLêMB  XIII. 

44.  Connoijfant  le  poids  d*un  corps  compofé  de  deux  métaux  , par 
- exemple  , d*or  & d* argent , trouver  la  quantité  de  l*or  & celle  de 
V argent  qui  font  mêlés  dans  ce  corps.  Poùf  réfoudre  ce  Problème , nous 
appliquerons  les  différents  raifonnemçnts  à un  fijimeux  exemple , qui  eft 
la  Couronne  de  Hyeron.  ' - ; ‘ 

On  dit  que  Hyeron , Roi  4c  Sytacufe  , voulant- offrir  une  couronne 
d’or  à fes  Dieux , donna  à un  ouvrier  un  certain  poids  d’or  pour  faire 
cette  couronne:  l’Orfevre  ayant  fini  l’ouvrage  le  préfenta  au  Roi,- 
idifant  qu’il  étoit  d’or  pur  ; mais  Hyeron  voulant  s’en  afflirer,  propofa 
de  découvrir , fans  endommager  la  couronne , s’il  n’y  avoit  point 
d’argent  mêlé,  & fuppofé  qu’il  y en  eût,  quelle  étoit  la  quantité  de 
l’argent.  Archimede  le  découvrit , on  ne  fait  par  quel  moyen  ; voici 
comment  il  put  trouver  ce  mélange. 

On  peut  fuppofer  comme  une  chofe  connue  par  expérience , 8e 
dont  on  en  rend  râifbn  en  Phyfique , que  les  corps  durs  plongés  dans 
Peau , perdent  de  leurs  poids  autant  que  pefe  un  pareil  volume  d’eau  5 
par  exemple , fi  une  malïë  de  fer  pefe  cent  livres , & que  le  volume  d’eau 
égal  à celui  de  fer  pefe  la  livres,  le  fer  ne  pefera  plus  que  88  livres 
dans  Peau,  parce  qu’il  perdra  12  livres  de  fon  poids.  11  s’enfuit  de-là 
que,  fi  on  prend  des  poids  égaux  de  différents  métaux , comme  d’or  , 
d’argentée  de  cuivre  qu’on  les.  plonge  dans  l’tau,  le^  métaux  les 
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pkispçfanft  péfdront  moins  de  leurs  poids  que  les  aùtres,  pafce  qu’ils 
auront  un  moindre  volume ^ ainfi,  l’or  étant  plus  pefant  que.l’argent, 
le  volume  d’or  perdra  moins  de  Ton  poids  que  celui  d’argent , & le 
volume  d’argent  en  perdra  moins  que  celui  de  cuivre  ^ parce  que 
l’argent  pefe  plus  que  le  cuivre. 

On  pouvoir  voir  facilement  par- là  fi  la  couronne  étoit  d’or  pur,  ou 
s’il  y avoit  de  l’argent  mêlé  ; car  il  n’y  avoit  qu’à  prendre  un  lingot 
d’or  pur  & un  lingot  d’argent , chacun  d’un  poids  égal  à celui  de  la 
couronne , enfuite  plonger  la  couronne  & les  deux  lingots  dans  l’eau  ; 
& fi  cette  couronne  perdoit  plus  de  Ton  poids  que  le  lingot  d’or  & 
moins  que  le  lingot  d’argent , c’étoit  une  marque  qu’elle  n’étoit  ni  d’or 
pur , ni  d’argehi  pur  doré  , mais  qu’elle  étoit  en  partie  d’or  6c  en  partie 
d’argent. 

Pour  découvrir  en  quelle  quantité  l’argent  y étoit  mêlé , il  faut 
donner  des  noms  aux  différentes  grandeurs  qui  entrent  dans  ce 
Problème.  Soit  donc  p le  poids  du  lingot  d’or,  celui  du  lingot  d’argent 
& celui  de  la  couronne  ; a la  perte  que  fait  de  fon  poids  le  lingot  d’ar- 
gent plongé  dans  l’eau  ^ ^ la  perte  que  fait  de  fon  poids  le  lingO!t  d’cM*  ÿ 
c celle  de  la  couronne  i x h quantité  d’argent  mêlé  dans  la  couronne, 
la  quantité  d’or.  Cela  pofé , il  faut  réduire  le  Problème  en  équa- 
tions ; il  y en  aura  deux , parce  qu’il  y a deux  inconnues  x 6cy.  La 
première  eft  facile  à trouver  i car , n’y  ayant  que  de  l’or  6c  de  l’argent 
dans  la  couronne  , comme  on  l’a  fuppofé  , il  eft  clair  que  la  quantité 
d’or  6c  celle  de  l’argent  de  la  couronne  égalent  enfemble  le  poids  de  la 
couronne;  ainfi  on  aura  l'équation  X’^y—p. 

A préfent , afin  d’avoir  une  autre  équation , je  raifonne  ainfi  : comme 
il  n’y  a que  de  l’or  ôc  de  l’argent  mêlés  dans  la  couronné , il  s’enfuit  que 
la  perte  du  poids  que  fait  la  couronne  plongée  dans  l’eau  eft  égale  à 
celle  de  l’or , 6c  de  plus  à celle  dç  l’argent , qui  font  mêlés  dans  la  cou- 
ronne ; voici  donc  une  fécondé  équation  que  l’on  doit  avoir  dans 
l’efprit  : la  perte  de  poids  que  fait  la  couronne,  plongée  daps  l’eau , eft 
égale  aux  pertes  de  poids  que  font  l’or  6c  l’argent  de  la  couronne  ; mais 
la  difficulté  eft  d’exprimer  ces  pertes  de  poids  que  ft>nt  l’or  6c  l’argent 
de  la  couronne,  fans  introduire  de  nouvelles  inconnues  différentes 
d&xôtd^y. 

Pour  cet  effet,  il  faut  iaire  ui>e  propojtion  en  difant  : le  lingot  d’ar- 
gent eft  à la  qjuandté  d’argent  mêlé  dans  la  couronne , comme  la  perte 
que  fait  le  lingot  d’argent  plongé  dans  l’eau  eft  à , la;  P^rte  que-fiiit  li^ 
quantité  d’argeiit  mêlé  dans  la  couronne  ; enforte , par  exemple , que 
Û le  lingot  d’argent  eft  deuble  de  la  quantité  d’argent  de  la  couronne  j 

li  ii 
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la  perte  du  poids  du  lingot  fera  double  de  celle  du  poids  de  Pargent 

de  la  couronne.  Voici  la  proportion  exprimée  en  lettres  : p . x : t a . 

Ce  terme  7 marque  la  perte  que  fait  la  quantité  d^argent  de  la  cou- 
ronne lorsqu’elle  eft  dans  l’eau;  car  nous  venons  de  dire  que  cette 
perte  étoit  le  quatrième  terme  de  la  proportion  : or  7 eft  ce  quatrième 
terme , puifque , pour  avoir  le  quatrième  terme  d’une  proportion , il  faut 
multiplier  les  deux  moyens  l’un  par  l’autre , & divifer  le  produit  par 
l’extrême  connu  ( Liv.  II,  Art.  72).  Ici  les  deux  moyens  font  x 8c  a ^ 
dont  le  produit  eft  ax,  qu’il  faut  divifer  par  l’extrême  connu  p,  ce  qui 
donne  7 pour  l’exprelfion  de  la  perte  de  poids  que  fait  l’argent  de  la 
couronne  lorfqu’elle  eft  plongée  dans  l’eau. 

Par  la  même  raifon , on  aura  l’expreflion  de  la  perte  de  l’or  mêlé  dans 
la  couronne , en  faifant  la  proportion  Suivante  : p .y  ::  b y qui 
lignifie  que  le  lingot  d’or  marqué  par  eft  à l’or  mêlé  dans  la  couronne  , 
comme  la  perte  du  poids  du  lingot  d’or  eft  à la  perte  que  fait  l’or  de 
la  couronne  ; ainfi  7 marque  la  perte  du  poids  de  l’or  mêlé  dans  la 
couronne,  êcj  eft  la  perte  du  poids  de  l’argent  mêlé  dans  la  cou- 
ronne. Or  ces  deux  pertes , jointes  enfemble , égalent  celle  de  la  cou* 
tonne,  comme  nous  l’avons  dit;  nous  aurons  donc  encore  cette  équa- 
tion 7~|-^=c  ou  ^2^s=:c;  ainfi,  les  deux  équations  qui  expriment  les 
conditions  du  Problème  font  »-^y=p  Sc  c. 

On  va  faire  Papplication  de  la  Seconde  & de  la  troifieme  réglé  ei> 
peu  de  mots.  11  faut  commencer  par  multiplier  les  deux  membres  de  la 
féconde  équation  par  le  dénominateur  p,  afin  de  faire  évanouir  la 
fraébon;  il  vient  ax-\-by=.cp , après  quoi  je  laifte  y Seul  dans  le  pre- 
mier membre  de  la  première  équation,  & je  trouve  que  p — x eft  la 
valeur  de  y : je  fubftitoe  cette  valeur  à la  place  de  y dans  l'autre  équa- 
tion ax-\-by=cpf  mais,  comme 7 eft  multiplié  par  b dans  cette  équa- 
tion , il  faut  auffi  multiplier  p — x par  b;  le  produit  eft  bp — bxi  que  je 
mets  à la,place  de  éy  j & je  trouve  l’équation  ax-\-bp — bxts=.cp  y dans 
laquelle  il  n’y  a plus  qu’une  efpece  d’inconnue  qu’il  faut  laifier  feule 
dans  le  premier  membre;' je  dis  donc  : puifque  ax-\-bp — >bx=s-  cp»  il- 
faut  que  ax — bx=:cp — bp.  Or,  le  premier  membre  de  cette  demiere 
équation  eft  le  produit  de  je  par  a. — éy  donc , en  divifant  les  deux  mem- 
bres par  a — é,  H viendra  je On  peut  mettre  cette  valeur  toute 
connue  de  :e  dans  la  première  équation , afin  de  trouver  la  valeur  de 
mais  cela  n’eft  pas  nécefiaire , parce  qu’en  connoiflant  la  quantité 
d’argent , l’on  connoîtra  facilement  la  quantité  d’or. 

Après  que  les  deux  équations  x-\-y=xp  & <ue4-éy=cp  ont  été 
tràtttvées  J,  on  auroit.  pu  facilement  faire  évanouir  par  la  fouftraéboi» 
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Rinconnue  y de  la  fécondé  équation  : pour  cela , comme  cette  inconnue 
eft  multipliée  par  b dans  la  fécondé , il  auroit  fallu  multiplier  tous  les 
termes  de  la  première  par  é (30),  & on  auroit  eu  b*-\-bys=bp , qui, 
étant  retranchée  de  la  fécondé  ax-\-by=cp  ^ auroit  donné  le  refte 
ax~\-by — bx — by-=cp — bp ^ qui  fe  réduit  à ax — bx=scp — bp,à*o^ 

«•«•-A  CP hP 

on  tire 

Suppofons  que  la  couronne  ne  pefoit  que  i o livres , 8c  qu^elle  perdoit 
deux  tiers  d’une  livre  de  fon  poids  étant  plongée  dans  l’eau  j que 
le  lingot  d’argent  pefant  auili  10  livres  perdoit  la  dixième  partie  de 
fon  poids , c’eR'à'dire  une  livre  j 8c  que  le  lingot  d’or  de  même  poids 
perdoit  la  dix-neuvieme  partie  de  fa  pefanteur , c’eft-à-dire , de 
10  livres,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  (Liv.  II,  Art.  140  & 14 1 ) 
^ d’une  livre  : dans  ces  fuppofitions,  on  aura  p=:io,  æ=  i , c==j, 
3 = ^ & fubftituant  ces  valeurs  particulières  à la  place  des  lettres  , 
on  trouvera  cp — bp=zy — ou  , en  réduifant  ces  fraâions  au  mênre 
dénominateur , cp  — bp=a^~  — ^ Pareillement  a — £>  = i — i| 
= 75 — Ôr  dans  l’équation  xz=.-^~j  le  numérateur  cp — bp 
cft  divifé  pair  a — b,-  par  conféquent  il  faut  divifer  ||  par  8c  le  quo- 
tient marquera  la  valeur  àc  x,  qui  eft  la  quantité  d’argent  mêlé 
dans  la  couronne  : cette  fraétion  eft  prefque  égale  à 3 , parce  que 
le  numérateur  contient  prefque  trois  fois  le  dénominateur  ; par  confé» 
quent,  félon  les  fuppofitions  précédentes , il  y avoit  environ  crois  livres 
d’argent  ; ainfi , puifque  la  courohne  pefoit  dix  livres  > il  y avoit  à 
peu-près  fept  livres  d’or. 

44  B.  On  peut  exprimer  d’une  maniéré  plus  facile  la  fécondé  équa- 
tion : pour  cet  effet  fuppofons,  comme  nous  l’avons  dit,  que  l’argent 
perd  la  dixième  partie  de  fon  poids  étant  plongé  dans  l’eau , 8c  que  l’or 
en  perd  la  dix-neuvieme  j la  perte  de  l’argent  mêlé  dans  la  couronne 
fera  , 8c  celle  de  l’or  fera  , ou  bien , en  défignant  i o 8c  1 9 par  e 8c 
ces  deux  pertes  feront  ^ 8c  ^ j par  conféquent  la  fécondé  équation 
fera  j , au  lieu  de  ^ -f- ^ = c.  Or , en  ôtant  les  fraétions 

de  7 •j-f=:Cj  on  zurijx-j-eyz±=cef'/  8c  fi  on  fubftitue  la  valeur  dey, 
lavoir  p — * , à la  place  de  cette  inconnue  , l’équation  précédente 
deviendra fx-\-ep  — ex=cef:  donc^ — ex'^cef — ^.*donc , en  divi- 
lant  pary' — e,  on  aura  Si  on  fubftitue  les  nombres  à la  place 

des  lettres,  on  trouvera  cef—^  8c  ep—  100  ou  ainfi,  le  numéra- 
ttwrcef — epz=y  y 8c  le  dénominateury'— £ = 9 : donc  cef—ep,  divifé 
par  f — tf  , lignifie  la  fraékion  y divifée  par  9 , ce  qui  donne  ou 
qui  eft  égale  à-!^,  puifque,  fi  qn  divifé  les  deux  termes  de  cette 
dermere  fraétion  par  19,  on  trouve  lÿ- 
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Ce  Problème  renferme  un  exemple  de  la  réglé  d’alliage.  Nous 
avons  parlé  de  cette  réglé  dans  le  fécond  Livre'",  Art.  82  7 & fuivants. 

P K O B L B M B XIV. 

« 

45.  Une  perjhnne  ayant  rencontre'  des  pauvres , a voulu  donner  h. 
chacun  quatre  Jbls  ; mais  elle  a trouvé  y en  comptant  fon  argent , qu'elle 
avait  deux  fols  de  moins  qu'il  ne  Jalloit , c'ejl  pourquoi  elle  a donné 
trois  fols  feulement  à chaque  pauvre  , 6*  il  lui  en  ejl  rejlé  cinq.  On 
demande  combien  la  perjônne  avoit  de  fils , & combien  il  y avoit  de 
pauvres. 

J’appelle  x le  nombre  des  pauvres , & y celui  des  fols , & je  dis  ; 
puifque , lî  cette  perfonne  avoit  eu  deux  fols  de  plus  qu’elle  n’avoit , 
elle  en  auroit  eu  a(Tez  pour  donner  quatre  fols  à chacun  des  pauvres , il 
s’enfuit  qu’en  ajoutant  2 à^,la  fomme^+  2 fera  quatre  fois  plus  grande 
que  X , qui  eft  le  nombre  des  pauvres  ; par  conféquent  y 2 = /^x. 

D’ailleurs,  par  la  fécondé  condition  du  Problème,  cette  perfonne 
ayant  doimé  trois  fols  à chaque  pauvre , il  en  eft  refté  cinq  ; par  confé- 
quent, en  retranchant  5 dey , le  refte  y — 5 fera  trois  fois  plus  grand 
que  .ary  ainfi  y — 5 = ^x.  Les  deux  équations  du  Problème  font  donc 
y-f-  2 =4;»;  &y — 5 = ^x.  Voilà  l’application  de  la  première  réglé, 
& voici  celle  de  la  fécondé. 

Puifquey-|“  2=4;»:,  doncy =4.»; — 2 : je  fubftitue  dans  la  fécondé 
équation  du  Problème  la  valeur  dey  , favpir  4» — a,  & je  trouve 
4x — 2 — 5 = jjv,  ou  45c — j = ^x.  Après  cela  j’applique  tout  de  fuite 
la  troifieme  réglé:  puifque  4» — 7 = 3^;  donc  4v=3Af-|-7;  donc 
4^: — 32:=:  7 j donc  x—p,  c’eft-à-dire , qu’il  y avoit  fept  pauvres. 

Que  11  on  veut  pratiquer  la  fécondé  réglé  par  la  fouftraâion , il 
faut  retrancher  l’équation  y — 5 = 52?  de  l’autre  y -j- 2 = 42? , le  refte 
efty-)-2 — »y-j-5=4«r  — 32:,  qui  fe  réduit  à 2 4*5=^>  ou  xz=y. 

Pour  connoître  le  nombre  de  fols , je  mets  7 à la  place  de  x dans  la 
première  équation,  & je  trouvey +2  = 18  j doncy  = 28  — 2,  ou; 
bieny=26^  ainfî,  la  perfonne  avoit  26  fols,  & d’ailleurs  il  y avoit 
fept  pauvres.  Il  eft  aifé  de  voir  que  ces  deux  nombres  fatisfont  aux 
deux  conditions  du  Problème. 

* 

On  auroit  pu  rendre  générale  la  folution  de  ce  Problème , en  mettant 
à la  place  des  deux  chines  2 & 5 les  deux  lettres  /»  & a ou  quelques 
autres.,  & pour  lors , au  lieu  des  deux  premières  équations  y -4-  > = 4^ 
&y — 5 = 3jt , on  auroit  eu  celles-ci  ,y  -j- /»  z=  42^  &y — m=^x  y après 
quoi  on  feroit  parvenu  à l’équation  xs=tm-\-n  de  la  même  maniéré 
qu’on  a trouvé  xz=j.  Or,  cette  équation  montre  que  1& 
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nombre  des  pauvres  eft  égal  à c’eft-à-dire,au  nombre  des  fols  qui 

manquoient  pour  en  donner  4 à chaque  pauvre , plus,  à celui  des  lois  qui 
font  reliés  en  donnant  feulement  j fols  j d’où  l’on  pourra  connoître  tout 
d’un  coup  que,  dans  tous  les  Problèmes  femblables,  le  nombre  des  pauvres 
ell  toujours  égal  à celui  des  fols  qui  manquoient  d’abord , & à celui  des 
fols  qui  font  reliés  : par  exemple,  s’il  avoir  manqué  6 fols  pour  en  donner  8 
à chaque  pauvre , & qu’il  en  eût  relié  4 , en  donnant  7 fols,  le  nombre  des 
pauvres  auroit  été  6 -j- 4 » c’en  à- dire  10.  Or,  quand  on  connoît  le  nom- 
bre des  pauvres , il  ell  facile  de  trouver  celui  des  fols  i ainli , dans  ce 
dernier  exemple , la  perfonne  avoir  74  fols,  puifque , Il  elle  avoir  eu  & fols 
de  plus  qu’elle  n’avoit , elle  auroit  pu  donner  8 fols  à chacun  des  di;t 

pauvres,  ôc  par  conféquent  elle  auroit  eu  dix  fois  8 fols,  c’ell-à-dire  80. 

» 

♦ 

PkoblêmbXV. 

46.  Un  père  partage  Jon  bien  à fes  enfants  » en  donnant  au  premier 
1 000  livres  , & la  neuvième  partie  du  bien  qui  refie  après  en  avoir  ôté 
les  1000  livres;  il  donne  pareillement  au  fécond  a 000  livres  <S*  la 
neuvième  partie  de  ce  qui  refie  ; au  troifieme  5000  livres  & la  neuvième 
partie  de  ce  qui  refie  , 6*  ainfi  de  fuite  ; il  fe  trouve  qu* après  le  partage 
les  enfants  ont  des  portions  égales.  On  demande  quel  efi  le  bien  du  pere  , 
& quel  efi  le  nombre  des  enf  ants. 

J’appelle  ;if  le  bien  du  pere,  a les  1000  livres  données  au  premier 
enfant,  a<zles  aooo  livres  données  au  fécond;  puis,  faifant  réflexion 
que  l’on,  aura  la  neuvième  partie  des  relies  dont  il  ell  parlé  dans  le 
Problème , en  divifant  ces  relies  par  9 , j’appelle  d le  divifeur  9. 

Cela  pofé , je  conlidere  que , fl  l’on  connoiflbit  le  bien  du  pere  & la 
part  d’un  des  enfants , il  feroit  facile  de  connoître  le  nombre  des  enfants  , 
car  il  n’y  auroit  qu’à  chercher  combien  de  fois  cette  part  feroit 
contenue  dans  le  bien  du  pere  : par  exemple  , fl  le  bien  du  pere  étoit 
30000  livres,  & que  la  part  d’un  des  fils  fût  5000  livres,  il  ell  facile 
de  voir  qu’il  y auroit  6 enfants,  parce  que  5000  ell  contenu  flx  fois 
dans  30000.  11  ne  s’agit  donc  que  de  trouver  le  bien  du  pere  & la  part 
d’un  des  fils  ; mais  il  ell  encore  évident  que , fl  on  connoiflbit  le  bien 
du  pere,  on  pourroit  trouver  aifément  la  part  du  premier  fils,  puifque 
le  pere  lui  donne  1 000  livres  & la  neuvième  partie  de  ce  qui  relie  ; 
ainfi , fi  le  pere  avoit  30000  liv.  la  part  du  premier  fils  feroit  1000  liv. 
’&  la  neuvième  partie  du  relie  29000  liv.  Toute  la  quellion  fe  réduit 
donc  à trouver  le  bien  du  pere  que  l’on  a nommé  x.  i-  • 

Pour  cela , je  fais  attention  que  les  enfants  étant  partagés  également', 
on  peut  faire  une  équation  dont  un  des^membtes  fbit-la  part  du  premiet 
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fils , & Tautre  membre  foit  celle  du  fécond.  Or , la  part  du  premier 
fils  eft  looo  liv.=(z,  & la  neuvième  partie  de  ce  qui  refie  ; mais  ce 
qui  refte  de  x après  en  avoir  retranché  æ , eft  — a,  dont  la  neuvième 
partie  eft  par  conféquent  la  part  du  premier  fils  eft 

La  part  du  fécond  fils  efl  2000  liv.  ou  2a,  6c  de  plus , la  neuvième 
partie  de  ce  qui  refte  : or , pour  avoir  ce  refte , il  faut  retrancher  pre- 
mièrement la  part  du  premier  fils , que  je  nommerai  m , & enfuite  les  2,0. 
que  lepere  donne  d’abord  au  fécond  fils  j ce  refte  eft  donc  x — m — 2a., 
& la  neuvième  partie  eft  ; par  conféquent  la  part  du  fécond  fils 

eft  ( j’ai  mis  une  m pour  marquer  la  part  du  premier  fils, 

afin  d’éviter  l’embarras  du  calcul  qu’il  auroit  fallu  faire  en  mettant 
; ainfi,  l’équation  de  la  part  du  premier  fils  6c  de  celle  du  fécond 
eft  Voilà  le  Problème  réduit  en  équation. 

Pour  réfoudre  cette  équation , j’ôte  les  fraélions  en  multipliant  tout 
par  le  dénominateur  d,  6c  ]t  trouve  (15)  ad-\-x  — æ=  2ad-\-x  — m 

2<i;  donc  adzz=.2ad-\-x — x — m — 2<2-}-æ;  donc  adz=.2ad' — nt 
‘ — a par  conféquent  ad-\- m=.2ad — aj  donc  m=.2ad — ad — a\ 
donc  m-=.ad — <z.Je  remets  à préfent  a à la  place  de  qui  n’a  voit 

été  mife  que  pour  rendre  le  calcul  moins  embarrafiant , & je  trouve 
a-\’^^^==nd — a‘,  6c  multipliant  tous  les  termes  par  le  dénomina- 
teur dy  afin  de  faire  évanouir  la  fraélion,  il  vient  a.d~\-x — a = add 
' — adÿ  donc  x — add — ad — ad-\-a\  donc  x-=:add — 2ad’\-d. 

En  mettant  les  valeurs  connues  en  nombres  à la  place  des  lettres  du 
fécond  membre , on  trouvera  que  ;e=8 1000 1.  — 1 8000 1.  -f- 1000 1. 
donc  x-=  64000  livres. 

Pour  avoir  la  part  du  premier  fils , il  faut  prendre  1 000  livres  fur 
64000  livres , & divifer  le  refte  63000  par  9 , le  quotient  fera  7000  ; 
ainfi , la  part  de  chacun  des  fils  fera  8000  livres;  & comme  8000  eft 
contenu  8 fois  dans  64000 , ainfi  qu’il  paroîc  en  divifant  64000  par 
8000  , il  s’enfuit  qu’il  y a huit  enfants. 

46^.  Quoiqu’il  y ait  deux  inconnues  dans  ce  Problème,  on  n’a 
cependant  fait  qu’une  équation  pour  le  réfoudre , parce  que  cette 
équation  ne  contient  qu’une  efj^ece  d’inconnue,  favoir  x » qui  eft  le 
bien  du  pere , & que  d’ailleurs  cette  inconnue  étant  trouvée , il  eft 
facile  de  découvrir  le  nombre  des  enfants,  qui  eft  la  fécondé  chofe 
inconnue  dans  le  Problème. 

47.  Remarquez  que  le  fécond  membre  de  l’équation  x s=  add — 2o.d 
*1-  a , eft  le  produit  de  a^nx  dd  — ai-j-  i . Or  dd — zd-\-\  eft  le  quarré 
de  — I , c’eft  à-dire , du  divifeur  diminué  d’une  unité  ; donc  add — 2od 
eft  le  produit  de  a par  le  quarré  du  divifeur  diminué  d’une  unités 

afin 
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afin' donc  de  trouver  le  bien  du  pere,  il  faut  diminuer  le  divifeur  d*une 
unité , 8c  prendre  le  quarré  du  refte  ; enfuite  multiplier  ce  que  le  pere 
donne  d’abord  au  premier  fils  par  ce  quarré , & le  produit  fera  le  bien  ' 
du  pere.  Dans  notre  exemple , je  diminue  le  divifeur  9 d’une  unité  , 6c 
je  prends  le  quarré  du  refte  8 , c’en  64  j enfuite  je  multiplie  1000 
liv.  que  le  pere  donne  d’abord  au  premier  fils  par  64  : le  produit  64000 
Jiv.  eft  le  bien  du  pere. 

48.  On  peut  auffi  trouver  tout  d’un  coup  le  nombre  des  enfants , 

parce  qu’il  ell  toujours  égal  à d — i , c’eft-à-dire,  au  divifeur  diminué 
d’une  unité.  Dans  notre  exemple , le  divifeur  9 étant  diminué  d’une 
ünité,  le  refie  8 marque  le  nombre  des  enfants.  On  peut  démontrer 
de  la  maniéré  fuivante  que  d — 1 repréfente  toujours  le  nombre  des 
enfants.  Nous  avons  obfervé  que , pour  avoir  ce  nombre , il  faut 
chercher  combien  de  fois  la  part  d’un  des  fils  efi  contenue  dans  le  bien 
du  pere , c’efi-à-dire  que  le  nombre  des  enfants  efi  égal  au  quotient  que 
l’on  trouve  en  divifant  le  bien  du  pere  par  la  part  d’un  des  fils.  Or,  le 
bien  du  pere  efi  add — %ad’Afa. , & la  part  du  premier  des  fils  efi  a ; 

mais  a \-i=^=^a.d — a,  comme  nous  l’avons  vu  ci-deflus.  D’ailleurs , 
fi  on  divife  add  — 7.<id-\- a par  ad — a , le  quotient  fera  d — 1 j donc 
d — I marque  le  nombre  des  enfants. 

49.  Il  feroit  bien  facile  à préfent  de  réfoudre  un  prc^léme  fêmblable  à 
celui  dont  on  vient  d’expliquer  la  folution  : en  voici  un  exemple.  Un 
pere  partage  également  fon  bien  entre  fes  fils , en  donnant  au  premier 
500  liv.  & la  onzième  partie  de  ce  qui  refie  ; au  fécond  1 000  liv.  & la 
onzième  partie  de  ce  qui  refte , &c.  Q.uei  efi  le  bien  du  pere , 6c  quel  efi 
le  nombre  des  enfants. 

Je  diminue  le  divifeur  1 1 d’une  unité,  6c  le  refie  efi  10 , dont  je 
prends  le  quarré  qui  efi  1 00  : enfuite  je  multiplie  5 00  liv.  que  le  pere 
donne  d’abord  au  premier  fils  par  100,  le  produit  50000  liv.  efi  le  bien 
du  pere  ; 6ç  le  nombre  des  enfants  efi  10,  parce  que  10  efi  le  refte  da 
divdêur  1 1 diminué  d’une  unité. 

Problbmb  XVI. 

^O.Trouvcr  deux  nombres  dont  on  conrunt  Ut  Jbmme  &le  produit* 
Suppofons,  par  exemple,  que  la  fbmme  efi  34 , & que  le  produit  efi 
280  : il  faut  trouver  quel  efi  chacun  des  deuz  nombres. 

J’appelle  le  premier  « 6c  le  feçpnd  y ; je  nomme  auffi  *a  la  fomme 
des  deux  nombres , 6c  é le  produit.  Cela  polé , on  aura  les  deux  équa<* 
dons,  X’\y'sma8x.xyacs.b.  Voilà  déjà  le  problème  mis  en  équations. 

A prélent  il  fuit , laon  la  lêconde  réglé  > réduire  ces  deux  équations 
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à une  troifîeme  qui  ne  contienne  qu^me  efpece  d’inconnue.  Pour  cela 
je  prends  la  valeur  dty  dans  la  première  équation  , & je  trouve  y=2a 
— Xi  jefubftitue  enfuite  cette  valeur  d&  y dans  la  fécondé  équation  , 
en  oblervant  que  étant  multiplié  par  x , la  valeur  dejy,  fa  voir  2a— x, 
doit  aufli  être  multipliée  par  x\  par  conféquent , xy  eft  égal  à 2ax — xx\ 
donc  la  fécondé  équation  fe  réduit  à celle-ci , 2ax — xx=b.  Or  , cette 
équation  eft  du  fécond  degré , parce  que  l’inconnue  x eft  élevée  à fon 
quarré  ; & d’ailleurs , elle  contient  différentes  puiffances  de  l’inconnue , 
favoir  2ax\  ainfi,  pour  pouvoir  trouver  la  folution  de  ce  problème 
parle  moyen  de  l’équation  2ax  — xx—h.^  il  faut  favoir  réfoudre  les 
équations  du  fécond  degré  > qui  contiennent  différentes  puiffances  de 
J’inconnue. 

5 I . En  voici  la  méthode  : on  fera  d’abord  enforte  que  le  terme , qui 
contient  la  fécondé  puiffance  de  l’inconnue , ait  le  ligne  -f-  > ne  l’a 
pas  déjà.  Or , cela  s’exécute  en  tranfpofant  ce  terme  d’un  membre  dans 
un  autre,  avec  le  terme  qui  contient  la  première  puiffance  de  l’inconnue. 
Dans  notre  équation  2ax — xx—b,  je  fais  paffer  x'.v  & dans  le 
fécond  membre, & édansle  premier,  ce  qui  donnera  — b=xx  — 2ax, 
ou  bien  , xx — 2ax  = — b.  Cette  préparation  étant  faite , il  faut  pren- 
dre le  quarré  de  la  moitié  de  la  quantité  qui  multiplie  la  première  puif- 
fance de  l’inconnue  , & ajoüter  ce  quarré  à chacun  des  membres  de 
réquation.  Dans  notre  exemple  , la  quantité  qui  multiplie  l’inconnue 
eft  2a , puifque  le  fécond  terme  eft — 2ax.  Or , la  moitié  de  2a  eft  æ,  & 
le  quarré  de  cette  moitié  eft  aa.  11  faut  donc  ajouter  aa  à chacun  des 
membres  de  l’équation,  & l’on  aura  la  nouvelle  égalité  xx  — 2ax-\-an 
— b.  Ôr , le  premier  membre  de  cette  équation  eft  un  quarré  par- 
iait dont  .r — Æ eft  la  racine , comme  il  paroîtra  en  tirant  la  racine 
quarrée  de  ce  premier  membre  , ou  en  multipliant  x — a par  lui- même. 
Àinfi , en  prenant  la  racine  quarrée  de  chacun  des  membres  de  l’équa- 
tion précédente , on  aura  l’égalité  x — a = aa  — b.  (Je  me  fers  du 
figne  radical  pour  exprimer  la  racine  quarrée  du  fécond  membre , 
parce  que  ce  fécond  membre  n’eft  pas  un  quarré  parfait , & par  confé- 
quent, on  n’en  peut  pas  tirer  la  racine  en  lettres.)  Puifque^ — æ 

= 1/  aa — il  s’enfuit  que  ^=a-|-  aa—b.  Il  n’y  a donc  plus  qu’à 
lubftituer  dans  le  fécond  membre  les  valeurs  connues  des  lettres  a 6c b, 
c’eft  ce  que  nous  allons  faire  : 2a=54par  l’hypothefe;  donc  a=ijy6c 

aa  = 289. D’ailleurs , ^ = 280:  donc |/ aa — b=  \/  289 — 280.  Or,_ 

289  — 280  = 9; donc l/aa  — b=\/  9.  Or,!/ 9=3  ;donc  1/ aa — b 

3.  Ainfi , l’équatiba^=a-|-i/aa — ^fe  réduit  à celle-ci:  .»=  17+3 > 
ou  bien  lie  =:?2a 
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.La.raifon-pour  laquelle  on  ajoute  à chaque  membre  le  quarré  de  la 
moitié  de  la  quantité  qui  multiplie  l’inconnue,  c’eft  afin  que  le  premier 
membre  qui  contient  l’inconnue  devienne  un  quarré  parfait , & c’eft  ce 
qui  arrivera  toujours  en  obfervant  cette  pratique  j car  , fi  on  fait  atten- 
tion à la  formation  du  quarré  d’un  binôme , comme  ou  x — /z  , 

qui  peut  repréfenter  tous  les  autres  binômes;  le  premier  terme  de  ce 
■quarré  eftle  quarré  d’jf  ; le  fécond  eft  znx , c’eft' à- dire  , le  produit 
d’AT  par  2/ï , & enfin  le  troifieme  eft  le  quarré  de  la  grandeur  n , laquelle 
eft  la  moitié  de  la  quantité  qui  multiplie  x dans  le  fécond  terme  du 
quarré  total. 

5 2.  Si  la  première  puiflance  de  l’inconnue  étoit  multipliée  par  diffé- 
rentes grandeurs,  comme  dans  l’équation  xx-^ax — hx=d ^ il  faudroit 
toujours  pratiquer  la  même  méthode,  c’eft  à- dire  , ajouter  à chaque 
membre  le  quarré  de  la  moitié  de  la  quantité  qui  multiplie  la  première 
puiffance  de  l’inconnue.  Dans  l’exemple  propofé  , la  quantité  qui  multi- 
plie l’inconnue  eft  c — b y puifque  le  produit  d’.*’par  j — ^ eft  ax — hx^ 
Or  , la  moitié  de  a— b eft  ^ , dont  le  quarré  eft  -""~’^— Il  faudroit 
donc  ajouter  ce  quarré  à chacun  des  deux  membres  : il  feroit  plus  facile 
dans  ce  cas  de  fuppcfer  a — é=/z , & de  mettre  .enfuite  /z  à Ja  place  de 
a — b dans  l’équation  , & l’on  auroit  xx^nx=d.  Après  quoi  on  pren- 
droit  la  moitié  de  «,  qui  eft  ; , & on  ajouteroit  , qui  eft  le  quarré  de 
cette  moitié , à chacun  des  deux  membres,  on  auroit 
êc  après  l’extraâion  de  la  raqine , on  meccroit  la  valeur.  de>  xi-r-b  à la 
place  de  . . . • ; ,r_.  . . ! -j 

53. Lorfque , dans  une  équation  du  fécond  degré , la  fécondé 'puHr 
.fance  de  l’inconnue  eft  multipliée  par  une  quantité , comme  dans  cet 
exemple,  cxX‘-\-ax=a  , il  faut  la  prépatrer  en  divHant  toute  l’équation 
par  la  quantité  c , on  aura  la  nouvelle  égalité  xx-\-^x—^\  & pour  lors 
la  fraélion  7 multipliant  la  preiniere. puiffance  4o  l’inconnue,  il  faup 
prendre  la  moitié  de  cette  fraâion  qui  eft  ^ , comme  nous  le.ptouvcr 
rons  bientôt,  & ajouter  le  quarré  de  cette  moitié  , favoir  à chacun 
des  membres.  Dans  ce  cas , il  feroit  aufti  plus  court  de  fubftituer  n à 
ia  place  de  la  fraâion  f , 6c  faire  enfuite  comme  nous  venons  de  . dire 
> dans  l’article  précédent. 

Nous  avons  dit  queî;  eft.lamokié  de  la  fraélion ea  voici  la  raifon  : 
prendre  la  moitié  d’une  iira<%on  , la  divifer  par  a.  Or , pour  divjfer 
une  fradlion  par  2 , i]  faut  multiplier  le  déhominateur.  die  là  fra<!tion  p^ 
a (Liv,  II,  Art.  172). 

54.  En  prenant  la  racine  quarrée  de  chacun  des  membres  de  l’équa- 
tion an — b y nous  avons  fuppofé  que  la  racine  du 
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fécond  membre  eft  + V^.  a.a. — 6 j mais , à ne  confidérer  que  les  réglés  du 
calcul , nous  pouvons  ilippofer  également  que  la  tàcine  de  ce  membre 

eft — aa. — car  toutquarré  pofitifpeut  avoir  également  ou  une 
racine  pofttive  ou  une  racine  négative  : par  exemple  peut  venir 

de  -j-é  multiplié  par  > ou  de  — b multiplié  par  — b.  Ainfi , en  regardant 

«.a — b comme  un  quarré  , fa  racine  peut  être  + — b , ou  bien  , 

» — \/  aa — b. 

Si  on  prend  -f- o-a- — b pour  racine  du  fécond  membre , pour  lors 

& cette  quantité  connue  fera  la  valeur  de  la  plus 

grande  des  inconnues  : mais , fi  on  prend  — \/ aa — b pour  la  racine  du 

fécond  memlwe,  alors  xf=.a — "y/ aa — b\  & cette  valeur  a — )/ aa — b eft 
celle  de  la  plus  petite  des  deux  incoimues  du  problème. 

- 55.  Nous  allons  propofer  une  autre  maniéré  de  trouver  la  folution 

de  ce  problème  j elle  eft  fondée  fur  ce  que  nous  avons  fait  voir  (35) 
que , quand  deux  quantités  font  inhales , la  plus  grande  eft  égale  à la 
moitié  de  la  fomme , plus  la  moitié  de  la  différence , & la  plus  petite  eft 
égalé  à la  moitié  de  la  fomme , moins  la  moitié  de  la  différence. 

Cela  pofé , il  eft  évident  qu’il  ne  s’agit  que  de  connoître  la  moitié 
de  la  fomme  & la  moitié  de  la  différence  : mais  la  moitié  de  la  fomme 
eft  connue , puifque  la  fomme  entière,  que  nous  avons  appellée  aa  , eft 
connue  par  l’hypotbefe  : il  n’y  a donc  qu’une  inconnue  à chercher  > 
fa  voir , la  moitié  de  la  différence  \ & par  conféquent  il  ne  faut  faire 
qu’une  équation  pour  réfbudre  le  problème. 

Je  nommer  la  moitié  de  la  différence  des  deux  nombres  : d’ailleurs, 
A eft  la  moitié  de  la  fomme } par  conféquent  le  plus  grand  des  deux 
nombres  eft  «d-y , & le  plus  petit  eft  a — Or  , le  produit  a-]~^  par 
f eft  A* — : ainli,  puifque  ^ marque  le  produit  des  nombres  qu’on 
cherche  > il  s’enfuit  que  aa  ’H-=b  j donc  aa — , ou  bien 
>— é.  Mettant  donc  à la  place  de  & de  é les  nombres  qui  font  délt> 
gnés  par  ces  lettres , je  trouve  — 280 , ou  bien  fj;=9  i par 

conféquent , en  tirant  la  racine  quarrée  de  chaque  membre , on  aura 
, c’eft  à-dire  que  la  moitié  de  la  différence  eft  3 : mais  d’ailleurs  -, 
la  fomme  étant  34  > la  moitié  de  la  fomme  eft  1 7 j donc , le  plus  grand 
des  deux  ncunbres  cherchés  eft  i7»b3=ao,  & le  plus  petit  eft  17 — 5 
£=14.  Il  eft  évident  que  ces  deux  nombres  20  & 14  font  ceux  que  l’on 
cherchoit , puifque  la  fomme  eft  34 , & que  le  produit  eft  280* 
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56.  Trouver  deux  nombres  dont  on  connoît  la  différence  & le  produit 
de  P un  par  Vautre. 

Ayant  nommé  x le  plus  grand  des  deux  nombres , àcy  le  plus  petit  ; 
ayant  aufli  défigné  la  différence  connue  des  deux  nombres  par  2^ , & le 
produit  par  ^ , je  fais  les  deux  équations  x—y=.tdS>Lxy=^ , lefquelles 
renferment  les  conditions  du  problème , puifque  la  différence  des  deux 
nombres  xSüytSt  égale  à ^d^  6c  que  le  produit  de  ces  deux  nombres 
efl  aufli  fuppofé  égal  à b. 

Mais,  fi  je  prends  la  valeur  de  x dans  la  première  équation  , & que 
je  fubfbtue  cette  valeur , favoir  zd-^-y , dans  la  fécondé  équation , il 
viendra  zdy-j^yzzb , ouyy-i~2ifyz=b , qui  eft  une  équation  du  fécond 
degré , qui  contient  différentes  puifiances  de  l’inconnue  ; c’eft  pour- 
quoi je  me  fers  de  la  première  méthode  qui  a été  employée  dans  le  pro- 
blème précédent. 

Je  prends  d’abord  le  quarré  de  la  moitié  de  la  quantité  qui  multiplie 
la  première  puiffance  de  l’inconnue  : cette  quantité  eft  & la  moitié 
etid,  dont  le  quarré  eft  dd ; j’ajoute  ce  quarré  à chacun  des  membres 
de  l’équation , il  vient  yy-j~2dy-l~dd=b-f-dd,  & tirant  la  racine  quarrée 

de  chaquemembre,  je  trouve  b-{-dd, doncy= — d-j-y^b-^-dd. 

Si  on  fuppofe  que  zd,  différence  des  deux  nombres , eft  6 , 6c  que  le 
produit  ^ eft  2^0,  pour  lors  d fera  égal ï.^^  6cda  égal  à 9 : ainfi , met- 
tant dans  le  fécond  membre  de  la  derniere  égalité  la  valeur  des  lettres 

à leur  place , on  auraj'ss — j-j-  p/aSo-l-  9*  Or , 1 7 eft  la  racine  de  289  , 

laquelle  eft  défignée  par  \/  280-}- 9 : donc  » — 5+17  » o'*  > 

y=s  1 4 , c’eft-à-dire , que  le  plus  petit  des  deux  nomb’es  cherchés  eft 
- 1 4.  Mais  d’ailleurs , par  l’hy  pothefe , la  différence  du  plus  petit  au  plus 
grand  eft  6.  Donc  le  plus  grand  eft  20. 

57.  On  peut  auffi  réfoudre  ce  problème  par  la  fécondé  méthode  du 
problème  précédent  : pour  cela , je  nomme  s la  moitié  de  la  fomme  des 
nombres  cherchés , & d’ailleurs  d eft  la  moitié  de  la  différence  ; par 
conféquent , s-\-d  eft  le  plus  grand  nombre , & s — d eft  le  plus  petit 
(53)  : ainfi , le  produit  des  deux  nombres  eft  ss — dd.  Or  , ce  produit 
eft  connu  6c  défigné  par  é ; donc  ss — dd=b  ^ donc  ss=b-ydd. 

Mettant  à la  place  de  ^ & de  dd  les  nombres  que  ces  lettres  défi- 
gnent,  l’équation  fera  réduite  à celle-ci , j.r=a8o-|-9  » ou 

j.f=:289;&  tirant  la  racine  quarrée  de  chaque  membre,  on  aura  7; 
c’eft-à-dire,  que  la  moitié  ^ la  fonune  eft  17  : ainfi  , le  plus  grand 
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nombre  eft  174-3— 20,  $c  le  plus  petit  eft  17 — 3—14-  Ces  deux  nom- 
bres 20  & 14  fatisfont  aux  conditions  du  proÛême,puifque  la  différence 
eft  6 & le  produit  eft  280. 

11  y a plufieurs  problèmes  que  l’on  peut  réfoudre  facilement , en  em- 
ployant la  fécondé  méthode  dont  ons’eft  fervi  dans  les  deux  problèmes 
précédents.  En  voici  encore  un  dont  nous  allons  chercher  la  folution 
par  cette  méthode. 

PnOBtBMB  XVIII. 

58.  La  fbmme  de  deux  nombres  étant  connue  , la  Jbmme  des  quarrés 
étant  auffi connue,  trouver  les  deux  nombres. 

Puifque  la  fomme  des  deux  nombres  eft  connue , il  nè  s’agit  que  de 
trouver  la  différence. 

J’appelle  ^a  la  fomme  , & 2r  la  différence  ; ainfi  , le  plus  grand  des 
deux  nombres  cherchés  eft  a-\-^t  & le  plus  petit  efta — r (35)  j par  con- 
iféquent , le  quarré  du  plus  grand  eft  aa — 2û^4^f  ■»  ^ quarré  du  plus 
petit  eft  aa — 2a^-\-^^  ; ainfi , la  fomme  des  quarrés  eft  aa-\~2a:^'^'^^aa 
— 2rt^4“rt  » fe  réduit  à 2a<z4-2|^^.  Or,  cette  fomme  eftfuppofée 
connue  & défignéepar  b j ainfi  - donc  2|^r=é — zaa\  puis  , 

divifant  chaque  membre  par  '2 , je  trouve  ff=  ^=^~. 

Si  on  fuppofeque  la  fomme  des  nombres  eft  34,  & que  la  fomme 
de  leurs  quarrés  eft  596,  l’équation  le  réduira  à celle-ci  , 

en  métrant  596  & 578  a la  place  de  ^ & de  2aa. 
OÎr  J = = 9 ‘ donc  ^^=9;  ainfi,  ^=3  : d’ailleurs,  2,â 

s=34;  donc  a=iy  ; donc  û4"t=  17+3  = ^ — î 

c=  1 4 ; c’eft-à-dire , que  les  deux  nombres  cherchés  font  20  & 1 4. 

On  peut  aulTi  trouver  la  folution  de  ce  problème  par  la  première 
méthode  dont  on  s’eft  fervi  dans  les  deux  problèmes  précédents. 

Jufqu’ici  on  n’a  apporté  pour  exemple  que  des  problèmes  dans  les- 
quels il  n’y  a que  deux  ou  une  feule  efpece  d’inconnues  ; mais , lorfqu’il 
:y  a plus  de  deux  efpecés  d’inconnues  > & qu’il  y a auftl  plus  de  deux 
équations  pour  exprimer  toutes  les  conditions  du  problème  , pour  lors 
l’application  de  la  fécondé  réglé  eft  un  peu  plus  difficile.  Voici  la 
méthode. 

59.  Onchoîfit  une  des  équations  (c’eft  ordinairement  la  plus  fimple) 
& on  la  met  à part  en  laiffant  l’inconnue,  que  l’on  veut  faire  évanouir  , 
toute  feule  dans  le  premier  membre  : on  lubftitue  enfuite  la  valeur  de 
cette  inconnue  dans  toutes  les  autres  équations  où  eft  l’inconnue  j Sc 
pour  lors  on  a de  nouvelles  équations  que  l’on  peut  appeller  les  yi- 

, dans  lefquelles  l’inconnue  ne  fe  trouve  plus.  On  qpere  fur  les 
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fetondes  équations  comme  fur  les  premières.  On  choilit  donc  aulH  une 
de  ces  fécondés  équations  , & on  la  met  à part  .en  laüTant  la  fécondé 
inconnue  > que  l’on  \eut  faire  évanouir  toute  feule  dans  le  premier 
membre  : après  cela  on  fubilitue  la  valeur  de  cette  fécondé  inconnue 
dans  les  fécondés  équations  où  eR  la  fécondé  inconnue  ; & il  vient 
d’autres  équations  que  l’on  peut  appeller  les  troijîemesy  dans  lefquelles 
la  première  ni  la  fécondé  inconnue  ne  fe  trouvent  plus  : on  continue  de 
mêmejufqu’à  ce  que  l’on  foit  parvenu  à une  équation  qui  né  contienne 
plus  qu’une  efpece  d’inconnue. 

60.  Remarquez  que  fi  , entre  les  prernieres  équations  , il  s’en  trouve 
quelqu’une  qui  ne  contienne  pas  la  première  inconnue , c’eft-à-dire  , 
celle  dont  on  a d’abord  fubftitué  la  valeur , on  doit  mettre  cette 
équation  au  nombre  des  fécondés.  Pareillement  fi  , entre  les  fécondés 
équations  , il  s’en  trouve  quelqu’une  qui  ne  contienne  pas  la  fécondé 
inconnue  , on  doit  la  mettre  au  nombre  des  troifiemes  équations.  11 
faut  entendre  la  même  chofe  des  équations  fuivantes. 

61.  Lorfqu’on  eft  arrivé  à une  équation  qui  ne  contient  qu’une  efpece 
d’inconnue , on  fubftitué  la  valeur  de  cette  inconnue  dans  • une  des 
équations  mifes  à part,  qui  ne  contient  que  cette  inconnue  avec  une 
autre,  & après  la  fubftitution,  l’équation  mife  à part  ne  contient  plus 
qu’une  efpece  d’inconnue , dont  on  peut  avoir  la  valeur  entièrement 
connue,  en  la  laiflant  toute  feule  dans  le  premier  membrej  & pour 
lors  on  fait  les  valeurs  de  deux  inconnues  : ou  fubftitué  ces  valeurs  dans 
celle  des  équations  mifes  à part,  qui  contient  ces  deux  inconnues  avec 
une  troifieme  qui , par  ce  moyen  , devient  connue.  , On  fait  de  même 
à l’égard  des  autres  équations  mifes  à part , s’il  y en  a encore  ; & on 
trouve  de  cette  maniéré  la.  valeur  de  chacune  des  inconnues.  L’exemple 
du  problème  luivant  fera  concevoir  ce  que  l’on  vient  de  dire. 

Probibmb  XIX. 

6 2.  Trouver  quatre  nombres  qui  foient  tels  : i ® .,  Que  la Jomme  des  trois- 
premiers  moins  le  quatrième  foit  égalé  à un  nombre  bonnu  marqué  p.ar 
a 2®.  Que  lajomme  des  deux  premiers  & du  quatrième  moins  le  troi-* 
Jîeme  foit  égale  à b.  3®.  Que  la  fomme  du  premier  & des  deux  derniers 
moins  le  fécond  foit  égale  à c.  4°.  Que  la  Jomme  des  trois  derniers  moins- 
le  premier  foit  égalé  à d.  - ’ 

. J’appelle  le  premier  de  ces  quatre  nombres  v,  le  fécond  je , le  troi-> 
fieme^  , le  quatrième  y , & je  dis  : puifque,  par  la  première  condition 
du  problème , la  fomme  des  trois  premiers  nombres  moifts  le  quatrième- 
doit  être  égale  au  nombre  marqué  par  a,  on  aura  l’équation  v-^x 


DES  ÉQUATIONS. 

— ^ssa.  La  fécondé  condition  du  problème  donnera  p^eilie* 
mentv+jc+f — La  troiüeme  condition  donnera  auffi  v-f-y 
4-r — ^jc=c.  Enfin , la  quatrième  donnera  Voilà  donc  les 

quatre  équations  qui  expriment  les  conditions  du  problème. 

Je  mets  une  de  ces  équations  à part , c’efi  la  première , & je  prends 
la  valeur  de  v > en  laiflant  cette  inconnue  toute  feule  dans  le  premier 
membre  en  cette  maniéré,  r=a — x — y+j'  : je  fubfiitue  enfuite  le 
fécond  membre  a, — x — y+f  ^ la  valeur  de  v , dans  les  trois 

autres  équations  i 8c  je  trouve , après  les  réduâions  faites , les  fécondés 
équations, — zy+2|'==éj  a — 2jf+i^=ci  ajc-j-zy — as=d. 

Je  mets  aufll  la  derniere  de  ces  équations  à' part , en  laiflant  le  terme 
ay  féul  dans  le  premier  membre , & il  vient  2y=<^Æ — 2x1  je  fubfiitue 
enfuite  la  valeur  de  — 2 y dans  la  première  des  fécondés  équations , 
& je  trouve  a — d — > ou  bien , 2af-|-2p=é-|-</.  A cette 
équation  il  faut  joindre  celle-ci  (60)  , a. — 2x^%^=Cy  dans  laquelle 
l’inconnue  y ne  fe  trouve  pas;  ainfi,  les  troifiemes  équations  font 
2x-\‘2i=b^d  8c  a — , fur  lefqu elles  je  dois  opérer  comme 
fur  les  premières  & fur  les  fécondés  : je  mets  donc  à^art  la  première , en 
laiilànt  2v  feul  dans  le  premier  membre  ; & il  vient  2j==é-|-<^ — ^x  : 
je  fubftitue  enfuite  la  valeur  de  2^  dans  la  fécondé  équation  , & je 
trouve  a — 2x-\-b-\^ — ix — c , ou  bien  , a~\-b-\~d — 4x=c  j donc 
a-\4t — c-f-(^=4jc  , ou  en  mettant  l’inconnue  dans  le  premier  membre  , 
comme  on  le  fait  ordinairement , /^z=za-\-b  — c d 'y  donc  , 

4 * 

Ayant  la  valeur  toute  connue  àt  x,  j’ai  aufli  celle  de  2^,  qui 
eftî±iri±i.j  je  fubftitue  donc~*  à la  place  de  — 2x  dans  la 

troifieme  des  équations  miles  à part  (61)  , qui  eft  Z‘^zz=è^d — 2x  , 
laquelle  ne  contient  que  l’inconnue  x avec  une  autre  qui  eft  1 : cette 
fubftitution  étant  faite , je  trouve  2^=é-|-^  =s=±±£r=i , & en  ôtant 
la  fraétion , il  vient  ^r=2b-\-2d — a — b-\-c — dy  ou  bien , 4^=é-|-</ 
; donc  ^=2±i±£±i. 

Je  fubftitue  auffi à la  place  de  — 2»  dans  l’équation 
%yz=sid’if-u—’-2x  y qui  eft  la  fécondé  de  celles  qui  font  à part  ; je  trouve 

, d’oiV  ôtant  la  (raison , il  vient  Ay=-zd 
<^2a — a — b-\<-r-dy  ou  bien  , 4y=Æ — b-\-c~\-d : donc  y=  " */*"-■**. 

Enfin , mettant  les  valeurs  toutes  connues  de«-,  de  y &de  dans  l’é- 
quation v=xa — * — y"fx>il  vient  ; 

d’où  ôtant  la  firaâion,  je  trouve  4»^=4a — a. — é-f-c — d — — c 
— , ou  , 4v=i(i'd’-é-|-c-^  ; donc 
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Voici  toutes  les  équations  de  ce  problème.  On  a mis  le  ligne  * à 
côté  de  celles  qui  ont  été  prifel  pour  les  mettre  à part. 


Premières  Équations, 

* — r=Æ 

— y'=-h 

V’\y-\-7 — x-==.c 

x~j-y-j-^ — V'=d 


* Équations  mîfes  à fart. 

v — a — X — y+f 
•2y=.d-\-a — ^x 
27-=.b-^d~-.2X 


S econdes  E quations  réduites.  Troijîemes  Équations  réduites. 

a — 2jy-J-2r=^  * 22f+2r  = ô-[-i/ 

a—2X•\-^r — c a> — 2X-^2^=c 

* 2X~\-2y- — a=d 


fi» a+b+c d a-fb—c-^d  ^a-^h+c^d  _ a-^b-hc+d 

W' 4 .é/Ç ^ .J ^ ^ 

Si  on  fuppofe  que.<t  vaut  l'y  , b 2$  , c d 39,  on  trouvera  que 
v=8  y x:=  I2,y=i5  , j'.=  20. 

6 3 . Entre  les  problèmes  précédents , il  y en  a qui  ne  contiennent 
qu^une  efpece  d’inconnue  ; & quoique  les  autres  renferment  plufieurs 
inconnues , cependant , par  le  moyen  de  la  fubRitution  prefcrite  par  la 
fécondé  réglé  , on  eft  parvenu  à une  ou  à plufieurs  équations  qui  ne 
contiennent  chacune  qu’une  feule  efpece  d’inconnue  ; c’eft  pourquoi 
tous  les  problèmes  précédents  font  déterminés.  Mais , lorfqu’on  ne 
peut , par  le  moyen  de  la  fubfiitution , parvenir  à une  équation  qui  ne 
contienne  qu’une  efpece  d’inconnue , pour  lors  le  problème  eft  indéter- 
miné , parce  qu’il  peut  avoir  une  infinité  de  folutions.  Voici  un  exemple 
de  ces  fortes  de  problèmes. 

PaOBXBME  XX. 

64.  Trouver  deux  nombres  dont  le prodiàt  foit  le  double  de  la  Jhmmo 
de  ces  deux  nombres. 

Soient  les  deux  nombres  x Scy  ^ le  produit  fera  xy  y 6c  la  fomme 
ar-f-y. 
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Puifque , pair  l’hypothefe , le  produit  des  deux  nombres  eft  le  double 
de  leur  fomme  , on  aura  Péquation  xyz=2X-\-2y , qui  contient  deux 
inconnues  différentes , & qui  exprime  feule  parfaitement  la  nature  du 
problème  : ainfi  , il  n’y  a point  de  fubftitution  à faire  ; c’eft  pourquoi 
on  ne  peut  parvenir  à une  équation  qui  ne  contienne  qu’une  efpece 
d’inconnue. 

Pour  réfoudre  ces  fortes  d’équations , dans  lefquelles  il  y a différentes 
inconnues  , il  en  faut  regarder  une  comme  fî  elle  étoit  connue , & faire 
paffer  dans  le  premier  membre  tous  les  termes  qui  contiennent  l’autre 
inconnue , afin  de  laiffer  cette  fécondé  inconnue  feule  dans  le  premier 
membre  : ainfi , dans  l’équation  xy—zx-^iy,  je  regarde  comme 
s’il  étoit  connu , & je  fais  palfer  dans  le  premier  membre  tous  les. 
termes  dans  lefquels  fe  trouve  x ; il  vient  xy — 2x^2y.  Or,  le  premier 
membre  eft  le  produit  de  x par  y — 2 ; par  conféquent , en  divifant 
toute  l’équation  par^ — 2 , x demeurera  feul  dans  le  premier  membre , 
& on  aura 

Si  on  fuppofe  que  eft  3 , fera  égal  à 6 ; ainfi , on  aura  x=zS  : fi 
on  fuppofe  que  jy  eft  4 , on  aura  xz=e^\  fi  on  fuppofe  quej/  eft  5 , pour 
lors  on  aura  xz=.'^-=.  3 Il  eft  vifible  que  l’on  peut  fubftituer  fucceffi- 
vement  une  infinité  de  nombres  à la  place  àty  dans  l’équation  x = 

& que  toutes  ces  iubftitutions  donneront  des  valeurs  différentes  de  ;r  , 
qui  latis feront  toutes  au  problème. 

On  auroit  pu  fuppofer  que  x eft  connu  , & faire  pafler  dans  le  pre- 
mier membre  tous  les  termes  qui  contiennent  y , 8c  on  auroit  eu 
xy — ‘iy-=.2X  : d’où  l’on  auroit  tiré  ; & pour  lors, en  fubftituanc 

fucceflivement  plufieurs  nombres  à la  place  de  x > on  auroit  trouvé 
différentes  valeurs  de  l’inconnue  y. 


FIN, 
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Différentes  opérations  qui  fervent  à réloudre  les  équations.  22p 

1.  Réglé  pour  la  réfolution  des  équations.  2^2 

Problème  L Pierre  & Jean  ont  chacun  un  certain  nombre  d'écus  qu^il  s’agit  de 
trouver  ; on  fuppofe  que,  fî  Pierre  donnoit  cinq  de  fes  écus  à Jean , ils  en  auroiènc 
autant  Tun  que  Tautre  ; mais  > fi  Jean  en  donnoit  cinq  des  liens  à Pierre  , pour 
lors  Pierre  en  auroit  le  triple  de  ce  qu’il  en  relleroic  à Jean.  Combien  Pierre  Sc 
Jean  avoienc  ils  d’écus  chacun  f '^33 

II.  Réglé.  2^4 

III.  Réglé.  ibid. 

Problème  IL  La  fomme  de  deux  nombres  étant  connue  j & la  différence  ou  l’excès 
de  l’un  fur  l’autre  étant  auffi  connu , trouver  quels  font  ces  deux  nombres.  257 
Problème  IlL  Un  Berger  étant  interrogé  combien  il  y avoit  de  moutons  dans  fon 
troupeau  , répondit  que , s’il  en  avoit  encore  le  tiers , & de  plus  le  quart  de  ce 
qu’il  en  a , & cinq  par-deffus , il  en  auroit  cent.  On  demande  quel  eft  le  nombre 

des  moutons.  ^ ^39 

Problème  Une  Armee  ayant  ete  défaite , le  quart  eft  refte  fur  le  champ  de  ba- 
taille, deux  cinquièmes  ont  été  faits  prifonniers,  & 14000  ,qui  étoientle  refte 
de  l’Armée , ont  pris  la  fuite.  On  demande  de  combien  d’hommes  l’Armée  étoic 
compofée  avant  la  bataille.  24a 

Problème  Trois  perfonnes  ont  enfembte  150  ans  ; le  premier  a le  double  de  l’âge 
du  fécond , le  fécond  a le  triple  de  l’âge  du  troüieme.  On  demande  quel  eft  l’âge 
de  chacun  en  particulier.  24  c 

De  la  réglé  de  la  fauffe  pbfition.  ibid. 

Problème  VL  Connoiflant  le  premier  & le  fécond  terme  d’une  progreffion  géomé- 
trique qui  va  en  diminuant  & qui  eft  compofée  d’une  infinité  de  termes,  trouvée 
la  fomme  de  tous  les  termes  de  la  progreffion.  24a 

Problème  Vil.  L’aiguille  des  heures  & celle  des  minutes  d’une  montre  étant  toutes 
les  deux  au  même  point  de  midi  , trouver  à quel  inftant  l’aiguille  des  minutes 
attrapera  celle  des  heures.  ^4? 

Problème  VllL  On  a trois  fontaines,  dont  la  première  remplit  un  vaiffeau  en  trois 
heures  ; la  fécondé  le  remplit  en  quatre  heures , & la  troifieme  en  fix  heures  : on 
demande  en  combien  de  temps  les  trois  fontaines  coulant  enfemble  rempliront  le 
même  vaiffeau. 

Problème  IX.  ConnoilTant  la  diflance  de  deux  corps  mobiles  qui  font  mus  fur  une 
même  ligne,  & qui  doivent  fe  rencontrer,  coonoiiTànc  aulîî  le  rapport  de  leurs 
vîtefles , trouver  le  point  auquel  ils  fe  lencontreront.  On  fuppofe  que  ces  deux 
(orps  Deurteot  au  même  infiant.  ibid. 
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ProhlènteX,  Deux  hommes  que  Ton  fupfyofe  être  au  même  lieu , fe  propofenc  dWri« 
ver  enfemble  au  même  terme,  éloigné  du  lieu  où  ils  font  d*une  dîAance  connue , 
par  exemple  , de  1000  toifes  ; maisTun  des  deux  que  j’appelle  le  premier,  va 
moins  vice  que  le  fécond  , félon  un  rapport  connu.  On  demande  quelle  partie  le 
premier  doit  avoir  faite  de  l’efpace  compris  encre  les  deux  termes,  avant  que  le 
fécond  fe  mette  en  chemin.  247 

Problème  XL  Pierre  & Jean  ayant  enfemble  108  livres  , Pierre  a dépenfé  le  tiers  de 
ce  qu’il  avoic,  & Jean  le  quart  : la  fomme  de  ces  deux  dépenfes  elt  ^2  liv.  on 
demande  combien  ils  avoient  chacun , & combien  chacun  a dépenfé.  248 
Problème  XII  Deux  fontaines  dont  chacune  coule  toujours  avec  la  même  force , ont 
donné  une  certaine  quantité  d’eau,  par  exemple  72  muids.  Là  première,  en 
coulant  pendant  fix  heures , & la  fécondé  pendant  douze  : ces  deux  mêmes  fon« 
raines  ont  fourni  ÿi  muids  ; la  première  en  coulant  pendant  huit  heures  , & la 
fécondé  pendant  ij.  On  demande  quelle  eft  la  dépenfe  de  chacune  de.  ces  deux 
fontaines  par  heure,  c’efl  à-dire,  combien  chacune  fournie  d’eau  dans  une 
heure.  249 

Problème  XllL  ConnoiiTant  le  poids  d’un  corps  compofé  de  deux  métaux,  par 
exemple,  d’or&  d’argent,  trouver  la  quantité  de  l’or  & celle  de  l’argent  qui 
font  mêlés  dans  ce  corps.  2 jo 

Problème  Xll^-  Une  perfonne  ayant  rencontré  des  pauvres , a voulu  donner  à chacun 
4 fols  ; mais  elle  a trouvé  en  comptant  fon  argent , qu’elle  avoir  2 fols  de  moins 
qu’il  ne  falloir  ; c’eft  pourquoi  elle  a donné  3 fols  feulement  à chaque  pauvre  , & il 
lui  en  eft  refté  5.  On  demande  combien  la  perfonne  avoir  de  fols,  & combien  il  y 
avoir  de  pauvres.  2J4 

problème  Xy.  Un  pere  partage  fon  bien  à fes  enfants , en  donnant  au  premier  100a 
liv.  & la  neuvième  partie  du  bien  qui  refte  après  en  avoir  ôté  les  1000  livres  : il 
donne  pareillement  au  fécond  2000  liv.  & la  neuvième  partie  de  ce  qui  refte;  au 
troifieme  9000  liv.  & la  neuvième  partie  de  ce  qui  refte  , & ainfi  de  fuite  : il  fe 
trouve,  qu’après  le  partage,  les  enfants  ont  des  portions  égales.  On  demande 
quel  eft  le  bien  du  pere,  & quel  eft  le  nombre  des  enfants.  2$$ 

Problème  Xyi.  Trouver  deux  nombres  dont  on  connoît  la  fomme  & le  pro- 
duit. 257 

Méthode  de  réfoudre  les  équations  du  fécond  degré  qui  contiennent  la  première 
puiflance  de  l’inconnue.  q.6q 

Problème  XyiL  T rouver  deux  nombres  dont  on  connoît  la  différence , &c.  26 1 

Problème XyiII  La  fomme  de  deux  nombres  étant  connue,  la  fomme  des  quartés 
étant  auiS  connue  , trouver  les  deux  nombres.  262 

Problème  XlX.  Trouver  quatre  nombres  qui  loient  tels,  &c.  26^ 

Problème  XX.  Trouver  deux  nombres  dont  le  produit  foit  le  double  de  la  fomme 
de  ces  nombres.  26$ 
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SECONDE  PARTIE 

DES  ÉLÉMENTS 

D E 

MATHÉMATIQUES. 


ÉLÉMENTS 

DE  GÉOMÉTRIE. 

NOTIONS  PRÉLIMINAIRES. 


A Géométrie  eft  une  partie  des  Mathématiques  qui 
traite  de  l’étendue  & de  fes  différents  rapports. 

Cette  Science  ne  confidere  pas  l’étendue  en  tant  qu’elle  eft 
revêtue  des  qualités  fenfibles , telles  que  font  la  dureté  , la  fluidité  , 
la  lumière , les  couleurs , &c.  mais  Ton  véritable  objet  efl  l’étendue 
confidérée  en  tant  qu’elle  a trois  dimenfions,  longueur,  largeur  & 
profondeur. 

L’étendue  en  longueur , confidérée  fans  largeur  & fans  profondeur  , 
fe  nomme  Ligne. 

L’étendue  en  longueur  & en  largeur , confidérées  enfemble  indé* 
pendamment  de  la  profondeur  j fe  nomme 

L’étendue  en  longueur , en  largeur  & en  profondeur , confidérées 
enfemble,  fe  nomme  Solide  & quelquefois  Corps. 

On  appelle  Point  une  partie  d’étendue  que  l’on  confidere  comme 

n’ayant  aucune  étendue  : telle  eft  l’eztcêmité  d’une  ligne. 

U.  Partie.  a 
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' ■ Remarquez  qu’il  n’y  a point  d’étendue  qui  ne  foît  jointe  avec  Tes  ■ 
trois  dimenfions  : favoir , longueur , largeur  & profondeur , & qu’il 
n’y  a pas  de  point  fans  étendue  ; mais  cela  n’empêche  pas  qu’on  ne 
puilTe  confîdérer  quelques-unes  de  ces  dimenfions  fans  les  autres  : par 
exemple  , on  peut  confidérer  la  longueur  fans  la  largeur  & la  profon* 
deur  j de  de  même  > on  peut  confidérer  la  longueur  & la  largeur , fans 
faire  attention  à la  profondeur  i enfin , on  peut  confidérer  le  point  fans  . 
aucune  dimenfion. 

Il  y a donc  feulement  trois  efpeces  d’étendues , la  ligne , la  furface 
&le  folide  ou  corps,  c’en  pourquoi  nous  diviferons  la  Géométrie  en 
trois  Livres. 

Dans  le  premier , nous  traiterons  des  lignes. 

Dans  le  fécond , nous  parlerons  des  furfaces. 

Dans  le  troifieme , nous  traiterons  des  folides. 

Enfin , après  ces  trois  Livres , nous  donnerons  un  Traité  de  Trigono- 
métrie, qui  fera  connoître  fenfiblement  l’utilité  de  la  Géométrie. 

'!’T,*;’?'^TS=5=Sg===gagB=5aBgB5i  ..ssssssssssm 

LIVRE  PREMIER. 

DES  LIGNES. 

f “ 

T O U s fuppoferons , dans  ce  Livre  & dans  le  fuivant , que  toutes 
X\l  les  lignes  & toutes  les  furfaces  dont  nous  parlerons,  font  fur  le 
même  plan.  Un  plan  eft  une  furface  unie  qui  n’a  ni  enfoncement,  ni 
élévation , ni  courbure  ; telle  eft  fenfiblement  la  furface  d’une  glace" 
bien  polie , & celle  d’une  table  bien  unie. 

Il  y a trois  fortes  de  lignes , la  droite , la  courbe  & la  mixte. 

F«g-  *•  Art,  I . La  ligne  droite  eft  celle  dont  tous  les  points  font  dans  la 
même  direétion  : telle  eft  la  ligne  A B. 

2.  La  ligne  courbe  eft  celle  dont  tous  les  points  ne  font  pas  dans  la 
même  direftion  : telles  font  les  lignes  A E B & A D B. 

Fig.  ».  5*  La  ligne  mixte  eft  celle  qui  eft  en  partie  droite  & en  partie 

eburbe  : telle  eft  la  ligne  A B G D. 

Après  ces  notions , on  peut  regarder  les  trois  propofitions  fuivante» 
comme  des  axiomes  qui  n’ont  pas  befoin  de  démonftration. 

I. 

Fig.  I.  4.  On  ne  peut  tirer  qu’une  feule  ligne  droite  d’un  point  à un  autre 
point , mais  on  en  peut  tirer  une  infinité  de  courbes  : cela  paroît 
par  la  première > figure , dans  laquelle  il  eft  évident  qu’on  ne  peut- 
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tirer  que  la  feule  ligne  droite  A B , du  point  A au  point  B , quoiqu’on  Fig 
puiiTe  tirer  du  premier  point  au  fécond  pluiîeurs  lignes  courbes, 

: comme  A £ B 6c  A D B. 

I I. 

5.  La  ligne  droite  eft  la  plus  courte  que  l’on  puifle  mener  d’un  point 
à un  autre  point  : par  exemple , la  ligne  AB,  tirée  du  point  A au 
point  B , eft  plus  courte  que  chacune  des  trois  lignes  A E B , A D B 
& A C B i c’eft  pourquoi  la  ligne  droite  eft  la  mefure  exaéle  de  la 
diftance  qui  eft  entre  deux  points-  La  ligne  A C B , compofée  de  deux 
'lignes  droites  qui  ont  différentes  direftions , peut  être  appellée  une 
ligne  brifée.  On  pourra  donc  dire  qu’une  ligne  droite  eft  plus  courte 

qu’une  ligne  brifée  qui  aboutit  aux  mêmes  points  que  la  droite. 

» * 

I I I. 

* 

6.  La  pofition  d’une  ligne  droite  ne  dépend  que  de  deux  points*, 
’enforte  que , ft  on  connoît  la  pofition  de  deux  points , on  connoît  aufft 
celle  de  la'  ligne  entière  : nous  nous  fervirons  fouvent  de  cet  axiome 
dans  la  fuite  \ c’eft  pourquoi  il  eft  à pcopos  de  l’expliquer  en  peu  de 
-mots  pour  le  faire  bien  concevoir. 

11  eft  évident  que  pluiîeurs  lignes . droites  peuvent  paffer  par  un  Fig.  14 
même  point  : par  exemple , la  ligne  C D 6c  la  ligne  A B paffent  toutes 
les  deux  par  le  point  £;  on  en  peut  même  faire  palier  une  infinité  • 
d’autres  par  ce  point  : ainli , un  leul  point  ne  détermine  pas  la  pofition 
ou  la  direâion  d’une  ligne  droite^  mais,  fi  on  prend  deux  points^ 
comme  E 6c  F , il  n’eft  pas  pofHble  de  &ire  paffer  par  ces  deux  points 
d’autres  lignes  droites  que  CD,  car  il  eft  clair  que  toutes  les  lignes 
droites  qui  pafferoient  par  les  deux  points  £ 6c  F , ferodent  .couchées 
fur  la  ligne  C D , 6c  par  conféquent  elles  ne  feroient  pas  différentes  de 
cette  ligne  : donc  deux  points  fuffifent  pour  déterminer  la  pofition 
d’une  ligne  droite. 

: VERT JssEM EïTi.  Lorfqu’on  ne  trouvera  point  de  figure  citée 

pour  un  article,  il  faudra  regarder  celle. qui. aura  été  citée  en  dernier 
lieu  à la  marge;  ainfi,  dans  le  Corollaire  îuivanc,  nous  nous  fervirons 
de  la  troifieme  figure  qui  vient  d’être  citée. 

. 7.  Il  fuit  du  dernier  axiome,  que  deux  lignes  droites  ne  peuvent 
fe  couper  que  dans  un  fèul  point;  car,  fi  deux  lignes-,  teUes  que  AB 
& C D qui  fe  coupent  au  point  £ , fe  «mapoient  encore  eu  un  autr<e 
point , comme  chaque  point  d’interfeétion  eft  commun  aux  deux 
lignes , ces  deux  lignes  auroient  deux  points  communs  ; 6c  par  confé^ 
quent  la  pofition  d’une  ligne  droite  ne  dépendant  que  de  deux  points  « 
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Fig.  J.  les  deux  lignes  auroient  tous  les  autres  points  communs , ôc  ne  feroient 
qu’une  feule  ligne  droite , ce  qui  eft  contre  la  Tuppolîtion  ou  l’hypo- 
thefe  i ainfi , deux  lignes  droites  ne  peuvent  fe  couper  qu’en  un  feul 
point. 

7 B.  Ce  Corollaire  feroit  évidemment  faux , fi  on  ne  confidéroit  pas 
les  lignes  fans  largeur  ; car,  fi  les  lignes  étoient  regardées  comme  ayant 
de  la  largeur , il  efi  clair  que  le  point  d’interfeélion  auroit  de  l’étendue , 
& pourroit  par  conféquent  être  divifé  en  deux  autres  points  qui  feroient 
communs  aux  deux  lignes. 

8-  Il  fuit  encore  du  même  axiome  que,  fi  deux  points,  comme 
C&D,  d’une  ligne  droite  font  également  éloignés  de  deux  autres 
A & 6 , chaque  point  de  la  ligne  C D fera  à égale  difiance  de  ces 
deux  points  A & 6 j ainfi  E efi  également  difiant  de  A & de  B : c’en 
la  même  chofe  des  autres  points  de  la  ligne  C D.  C’efi  une  fuite  bien 
claire  du  troifieme  axiome. 

9.  Remarquez  que , quand  on  fuppofe  que  les  deux  points  C&D. 
font  également  difiants  des  deux  autres  points  A & B , on  ne  veut  pas 
dire  que  les  points  C&D  font  également  difiants  de  A , & qu’ils  le 
font  auffi  également  de  B ^ mais  on  veut  dire  que  le  point  C en  parti- 
culier efi  également  éloigné  de  A & de  B , & pareillement  que  le 
point  D efi  autant  éloigné  de  A qu’il  efi  éloigné  de  B. 

Fig.  4-  10.  Les  deux  points  C&D  de  la  ligne  C D étant  encore  fuppofés 

chacun  également  éloigné  de  A & de  B , non  - feulement  tous 
les  points  de  la  ligne  C D font  également  difiants  des  deux  points 
A & B j mais  de  plus , fi  elle  efi  prolongée  de  part  & d’autre  > 
elle  pafiera  par  tous  les  points  également  éloignés  de  A & de  B ; 
enforte  qu’il  ne  peut  y avoir  aucun  point  à côté  de  la  ligne  C D qui 
foit  également  difiant  des  points  A & B : foit,  par  exemple , le  point  F 
qui  efi  à côté  de  la  ligne  C D,  je  dis  qu’il  n’eft  point  égalemient  difiant 
de  A & de  B , ou , ce  qui  eft  la  même  choie , que  les  lignes  F A 
& F B , tirées  du  pmnt  F aux  points  A & B , ne  font  point  égales  j car 
les  deux  lignes  £ A & £ B font  égales , parce  que  tous  les  points  de  la 
ligne  C D font  également  éloignés  de  A & de  B ; par  conféquent , fi  on 
ajoute  F£  à chacune  de  ces  deux  lignés  égales,  on  aura  encore 
deux  autres  lignes  égales , favoir  F£A  & FEB,ouFB:or  FA  eft 
plus  courte  que  la  ligne  brifée  F £ A (5)  j donc  F A eft  auffi  plus  courte 
que  F B } donc  le  point  F n’eft  pas  également  difiant  des  points  A & B. 
On  peut  démontrer  la  même  chofe  de  tous  les  autres  points  qui  font  à 
côté  de  la  ligne  Ç D ; par  conféquent  cette  ligne  étant  prolongée  ^ 
pafTera  par  tous  les  points  également  éloignés  de  A & de  B. 


/ 
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ST  ISS  EM  B NT.  Lorfqu’un  nombre  eft  renfermé  entre  deux  Fig.  4t 
parenthefes,  c*eft  une  citation,  c’eft-à-dire,  qu’il  lignifie  que  la 
propofition  qui  le  précédé  eft  prouvée  par  l’article  défigné  par  le 
nombre  ; ainfi , après  avoir  dit  dans  l’article  précédent  que  la  ligne  F A 
eft  plus  courte  que  F E A , on  a mis  (5)  pour  faire  connoître  que  cette 
propofition  eft  prouvée  par  l’article  5. 

PE  LA  LIGNE  CIRCULAIRE. 

Entre  les  lignes  courbes , nous  ne  confidérerons  dans  ces  Eléments 
que  la  ligne  circulaire , qui  n’eft  autre  chofe  que  la  circonférence 
entière  ou  quelque  partie  de  la  circonférence  d’un  cercle. 

1 1 . On  peut  définir  la  circonférence  d’un  cercle  , une  ligne  courbe 
qui  termine  une  furface  pleine  de  tous  côtés , & dont  tous  les 
points  font  également  (ftftants  d’un  point  qu’on  nomme  centre.  Il  y a 
cette  différence  entre  le  cercle  & la  circonférence , que  le  cercle  eft 
l’efpace  renfermé  dans  la  circonférence , & la  circonférence  eft  la  ligne 
courbe  qui  termine, cet  efpace.  11  eft  cependant  vrai  que  , excepté  dans 
la  Géométrie , l’on  fe  fert  fouvent  du  terme  de  cercle  pour  fignifier  la 
circonférence. 

12.  Toute  partie  de  la  circonférence  eft  appellée  arcf  ainfi,  AD,  Fig.  5. 
E 1 F , G L H font  des  arcs. 

1 5.  Toute  ligne  droite , comme  EF,  terminée  de  part  & d’autre  par 
la  circonférence , eft  appellée  corde  & quelquefois  foustendante.  Il  eft 
évident  que  la  corde  eft  toute  entière  dans  le  cercle , car  elle  n’en 
pourroit  fortir  qu’en  fe  détournant  de  la  voie  la  plus  courte  ; ainfi  elle 
ne  feroit  plus  une  ligne  droite. 

14.  Si  la  corde  paffe  par  le  centre,  on  la  nomme  diamètre, 
comme  A B. 

1 5.  Une  ligne  tirée  du  centre  à la  circonférence  ^ appellée  rayon  , 
comme  CD,  CA,  CB. 

16.  Les  Géomètres  divifent  la  circonférence  de  tout  cercle  en 
360  parties  égales,  qu’ils  appellent  degrés. 

Chaque  degré  fe  divife  en  foixante  parties  égales  , qu’on  appelle 
minutes i chaque  minute  fe  divife  en  foixante  parties  égales,  qu’on 
nomme  fécondes , & chaque  fécondé  en  foixante  tierces , & ainfi 
de  fuite  à l’infini  ; enlorte  que  par  degré  il  ne  faut  pas  entendre 
une  grandeur  abfolue , rhais  feulement  la  trois  cent  foixantieme 
partie  de  quelque  circonférence  que  ce  foit , grande  ou  petite  ; ainfi  , 
la  plus  petite  circonférence  a autant  de  degrés  que  la  plus  grande , 
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■Fig.  5.  mais  elle  les  a plus  petits  à proportion;  de  même  que  chaque -grandeur , 
telle  qu’elle  foit , grande  ou  petite , a deux  moitiés  proportionnées  à 
•leur  tout. 

i6B.  On  auroit  pu  partager  la  circonférence  en  un  nombre  de 
degrés  ou  plus  grand  ou  plus  petit  que  360  , par  exemple , en  400  ; 
mais  les  anciens  Géomètres  fe  font  arrêtés  au  nombre  360  à 
caufe  qu’on  peut  le  divifer  exaélement  ou  fans  refte  de  plufieurs 
maniérés.  On  peut  le  partager  fans  refte  en  2 parties , en  3 , en  4 , 
en  5 , en  6 , en  8 , en  9 , en  10  , en  i 2 , en  1 5 , en  1 8.  11  n’en  eft 
pas  de  même  du  nombre  400  ; on  ne  peut  pas  le  divifer  en  3 parties 
, ïans  refte. 

1 7.  Si  du  même  centre  on  décrit  plufieurs  circonférences , elles  font 
appellées  concentriques , auflx  bien  que  les  cercles  qu’elles  renferment , 
comme  dans  la  figure  9. 

18.  Tous  les  rayons  d’un  cercle  font  égaux;  c’eft  une  fuite  de 
ce  que  le  centre  eft  également  diftant  de  tous  les  points  de  la  cir> 
conférence. 

19.  Tous  les  diamètres  d’un  cercle  font  égaux , car  chaque  diamètre 
eft  compofé  de  deux  rayons;  & par  coriféquent , puifque  tous  les  rayons 
font  égaux , tous  les  diamètres  le  font  aufli. 

xO.  Dans  deux  cercles  égaux , les  rayons  & les  diamètres  de  l’un 
font  égaux  aux  rayons  & aux  diamètres  de  l’autre. 

21.  Tous  les  diamètres  divifent  le  cercle  & la  circonférence  en  deux 
parties  égales  : car  tous  les  points  de  la  circonférence  étant  également 
diftants  du  centre , la  courbure  de  cette  circontérence  eft  uniforme  , 
c’eft-à-dire  , qu’elle  eft  par- tout  égale  ; & par  conféquent , de  quelque 
maniéré  que  foit  fitué  le  diamètre , il  partage  toujours  le  cercle  ôc  la 
circonférence  en  deux  parties  égales. 

22.  Dans  un  cercle,  les  cordes  égales  foutiennent  des  arcs  égaux ^ 
& réciproquement  les  arcs  égaux  font  foutenus  par  des  cordes 
égales  : par  exemple  , fi  les  cordes  E F & G H font  égales , il  faut 

Fig-  que  les  arcs  El  F & G LH  qu’elles  foutiennent  foient  égaux;  6c  fi 
ces  arcs  font  égaux , il  faut  que  les  cordes  E F 6c  G H foient  égales  : 
car,  pùifque  la  courbure  de  la  circonférence  ^ uniforme  ou  égale 
dans  toutes  fes  parties,  il  eft  néceffaire  que  les  cordes  égales  fou- 
tiennent des  arcs  égaux , 6c  que  les  arcs  égaux  foient  foutenus  pat 
des  cordes  égales. 

23.  On  peut  dire  pareillement  que , dans  deux  cercles  égaux,  les 
cordes  égales  foutiennent  des  arcs  égaux , 6c  que  les  arcs  égaux 
font  foutenus  par  des  cordes  égales  : par  exemple , fi  les  cordes  £ F 
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& ef  font  égales , il  faut  que  leurs  arcs  foient  égaux  ; & fi  ces  afcs  font  pjg.  5 
égaux , les  cordes  font  égales.  Cela  paroîtra  clairement , fi  l’on  conçoit 
que  la  première  circoiiférence  foit  pofée  fur  la  fécondé , enforte  que  la 
corde  ÉF  foit  appliquée  fur  l’autre  corde  ef;  car  il  eft  évident  que  les 
arcs  feront  pofés  exactement  l’un  fur  l’autre,  & qu’ils  font  par  confé- 
quent  égaux , auffi  bien  que  les  cordes. 

24.  Remarquez  que,  quand  on  parle  d’un  arc  foutenu  par  une  corde, 
il  faut  toujours  entendre  celui  qui  eft  le  plus  petit  : par  exemple , fi 
on  parle  de  l’arc  foutenu  par  la  corde  EF,  il  faut  entendre  l’arc  EIF  , 

& non  pas  l’arc  ELF,  à moins  qu’on  ne  marque  expreflément  ce 
dernier. 

24  B.  Le  diamètre  eft  la  plus  longue  de  toutes  les  cordes  : par 
exemple , le  diamètre  AB  eft  plus  long  que  la  corde  EF  i car  foient 
tirés  les  deux  rayons  CE  & CF,  le  diamètre  eft  égal  à ces  deux 
rayons  pris  enfemble  (19).  Or , ces  deux  rayons  font  plus  grands 
que  la  corde  EF  ( 5 ) , qui  eft  une  ligne  droite  tirée  du  point  E au 
point  F.  De  plus , il  eft  évident  que  de  deux  cordes  inégales , 
comme  EF  & O P , la  plus  longue  foutient  un  plus  grand  arc  que 
l’autre , foit  dans  le  même  cercle , foit  dans  des  cercles  égaux.  Réci- 
proquement , fi  deux  arcs  font  inégaux , la  corde  qui  foutient  le  plus 
grand  arc  eft  plus  longue  que  celle  qui  foutient  le  plus  petit.  Qela  eft 
également  vrai  de  deux  arcs  inégaux  pris  du  même  cercle  ou  de  cercles 
égaux. 

25.  Dans  un  cercle,  les  cordes  égales  font  également  éloignées  du 
centre , & réciproquement  les  cordes  également  éloignées  du  centre 
font  égales  : c’eft  çncore  une  fuite  évidente  de  la  parfaite  uniformité 
de  la  circonférence. 

26.  Pareillement,  dans  deux  cercles  égaux,  les  cordes  égales  font 
également  éloignées  des  centres  ; & réciproquement , les  cordes  égale- 
ment éloignées  des  centres  font  égales. 

Après  avoir  donné  les  notions  des  lignes , tant  droites  que  circu- 
laires , & avoir  expofé  plufieurs  propofitions  évidentes , fondées  fur  la 
nature  même  de  ces  lignes , il  eft  à propos  de  réfoudre  plufieurs 
problèmes  fur  cette  matière. 

Problème  I. 

27.  D^un  point  donné t comme  Q,  pour  centre  ^ & d*un  intervalle  p|g  ^ 
aujji  donne' t comme  CA,  décrire  une  circonférence. 

Ouvrez  le  compas  de  l’intervalle  donné  CA,  mettez  une  de  fes 
pointes  fur  le  point  donné  C,. faites  enlliite  tourner  l’autre  pointe  ci» 


- 
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Fig.  5>  tenant  toujours  la  première  immobile  fur  le  point  la  ligne  courbe 
que  la  fécondé  pointe  décrira  par  ce  mouvement , fera  la  circonférence 
cherchée. 

Il  eft  évident  par  cette  opération , que  dû  même  centre  & du 
même  intervalle  on  ne  peut  décrire  qu’un  cercle  , & que  tous  les 
cercles  qui  font  décrits  du  même  intervalle  font  égaux. 

PaOBlBME  IL 

Fig.  6,  2 8.  Trouver  une  ligne  droite  qui  ait  tous  Jes  points  également 

* dijlants  de  deux  autres  points  donnés , comme  À 6*  B. 

Des  deux  points  donnés  A & B , & d’un  même  intervalle  pris  à 
difcrétion,  décrivez  des  arcs  qui  fe  coupent  en  un  point  que  nous 
appellerons.  Décrivez  aufli  des  mêmes  points  donnés  À & B,  & de  la 
même  ouverture  du  compas , deux  autres  arcs  qui  fe  coupent  au* 
delTous  en  D:  tirez  la  ligne  CD,  chacun  de  fes  points  fera  également 
éloigné  des  deux  points  À & B ^ car , ayant  tiré  les  lignes  AC  & B C , 
elles  feront  rayons  de  cercles  égaux , puifque  C eft  le  point  d’interfec- 
. tion  de  deux  arcs  qui  ont  pour  centres  les  points  A & B , & qui  ont 
été  décrits  de  la  même  ouverture  du  compas  : donc  ces  lignes  font 
égales  j par  conféquent  le  point  C eft  également  éloigné  de  A & de  B. 
Par  la  même  raifon , le  point  D eft  également  éloigné  de  A & de  B : 
ainfi , la  ligne  C D a deux  points , favoir  C & D , également  diftants 
de  A & de  B j donc  tous  les  autres  points  de  la  ligne  C D font  aufti  (i$) , 
également  diftants  de  A ôc  de  B. 

29.  Qjiiand  nous  avons  dit  qu’il  falloit  décrire  les  deux  derniers 
arcs  d’une  même  ouverture  du  compas  , nous  n’avons  pas  prétendu 
dire  qu’ils  fuflent  décrits  de  la  même  ouverture  que  les  deux  pre- 
miers ^ mais  feulement  que  les  deux  derniers  arcs  dévoient  être 
décrits  l’un  & l’autre  d’une  même  ouverture  du  compas , laquelle  peut 
être  égale  à celle  dont  on  s’eft  fervi  pour  les  deux  premiers  arcs,  pu 
différente. 

On  peut  obferver  ici  que  les  lignes  ponéluées  font  celles  que  l’on  tire 
feulement  pour  la  démonftration  : telles  font  les  lignes  AC  6t  B C , 
Ou  bien  pour  l’exécution  d’un  problème  : tels  font  les  arcs  qui  ont  été 
décrits  des  points  A & B. 

» 

Problbmb  III. 

30.  Couper  une  ligne  droite  , comme  AB,  e/z  deux  parties  ejgales. 

Trouvez  par  le  problème  précédent,  la  ligne  CD,  qui  ait  tous 

. fes 
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fes  points  également  dillants  des  deux  extrémités  A & B de  la  ^ 
ligne  donnée  A 6 -,  le  point  d’interfeâion  M coupera  la  ligne  donnée 
«h  deux  parties  égales  : car  ce  point  M étant  un  des  points  de  la  ligne 
C D > il  doit  être  également  éloigné  de  A & de  B. 

La  ligne  C D qui  a tous  fes  points  également  éloignés  des  deux 
extrémités  A & B de  la  ligne  A B , eft  perpendiculaire  à cette  deriiiere 
ligne  , comme  nous  le  ferons  voir  dans  l’article  qui  précédé  le  pre- 
mier théorème  fur  les  perpendiculaires. 

3 i . Il  faut  faire  la  même  chofe  pour  couper  un  atc  , comme  AB, 

' en  deux  parties  égales. 

On  enfeignera  dans  le  problème  IV,  fur  les  lignes  proportion- 
nelles , la  méthode  de  couper  une  ligne  droite  en  pluiieurs  parties 
égales. 

PaOBtBMB.  IV. 

3*.  Faire  pajfer  une  circonjèrence  par  trois  points  donne's  ^ tels  Fig. 
que  A , B , G 

Tirez  la  ligne  droite  EF , dont  les  points  foient  également  dif- 
tants'^es  d^ux  points  A&..B  (28);  enfuite  tirez  la  ligne  droite 
G H , dont  tous  les  points  foient  également  dillants  des  deux  poihts 
B & C j le  point  K,  dat>s  lequel  les  deux  lignes  fe  couperont , fera  le 
centre  du  cercle  ; enforte  que , fi  du  point  K.  & de  l’intervalle  K A 
on  décrit  une  circonférence , elle  paflera  par  les  trois  points  A , B ^ C. 

Pour  le  démontrer , il  n’y  a qu^à  faire  Voir  quç  le  point  K efi  éga- 
lement éloigné  des  trois  poihts  A , B,  C j ce  qui  eft  très- facile  : car, 
premièrement , ce  point  K , en  tant  qu’il  appartient  à la  ligne  £ F , 
eft  également  éloigné  de  A & de  B , puifque  par  la  conftruétion  , 
c’eft- à-dire , par  la  maniéré  dont  on  a fuppofé  que  la  ligne  EF  a été 
tirée  , tous  les  points  de  cette  ligne  font  également  diftants  de  A 6c 
de  B.  2°.  En  tant  que  le  point  K appartient  à la  ligne  GH,  il  eft 
également  éloigné  de  B 6t  de  C>  parce  que  tous  les  points  de  GH 
font  auifi  , par  la  conftruélion  , également  diftants  de  B 6c  de  C $ 
par  conféquent  le  point  K eft  également  éloigné  des  trois  points 
donnés  : donc  le  problème  eft  réfolu. 

33.  Remarquez  que,  fi  les  trois  points  donnés  étoient  difpofés  en 
ligne  droite , le  prpblême  feroit  impofiible , parce  qu’une  ligne  droite 
ne  peut  être  coupée  qu’en  deux  points  par  une  circonférence.  Nous 
ferons  voir , après  le  premier  théorème  fur'  les  perpendiculaires  , 
que  la  méthode  propofee  dans  ce  problème  ne  peut  avoir  lieu  dans  ' 
ce  cas , parce  que  les  deux  lignes  £ F 6c  GH  ne  pourroient  jamais 
fc  rencontrer , quoique  prolongées  à l’infini, 

IL  F ortie.  h 
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f'ig-  *•  Il  eR  évident  que  deux  circonférences  peuvent  fe  couper  en  deux 
.points;  mais  il  paroitra  par  l’article  iio  G.  qu’elles  ne  peuvent  fe 
couper  en  trois  points  , ou , ce  qui  revient  au  même , qu’elles  ne 
peuvent  avoir  trois  points  communs  : ainfi,  deux  points  fuffilent  bien 
pour  déterminer  la  pofition  d’une  ligne  droite  , comme  nous  l’avons 
dit  ; mais  il  en  faut  trois  pour  déterminer  celle  de  la  circonférence. 

PaOBLBMB  V. 

34.  Trouver  le  centre  d*une  circonférence  ou  d’un  arc  donné. 

Prenez  les  trois  points  A , B , G , dans  cette  circonférence  ou 
dans  cet  arc  donné  ; cherchez  par  le  problème  précédent  le  centre 
d’un  cercle  qui  pafle  par  ces  trois  points  A,  B,  G,  ce  fera  celui  du 
cercle  ou  de  l’arc  propofé.  11  y a une  autre  ruéthode  plus  aifée 
lorfque  le  cercle  eft  entier  ; nous  la  donnerons  après  le  troifieme 
cas  du  premier  théorème  fur  les  lignes  droites  confidérées  par  rap- 
port au  cercle  : on  peut  par  ce  problème  achever  une  circonférence 
dont  une  partie  eft  donnée. 

DES  DIFFÉRENTES  POSITIONS  DES  LIGNES. 

5 5 • Nous  avons  d’abord  confîdéré  les  lignes  droites  en  elles-  mêmes  y 
lans  les  regarder  les  unes  par  rapport  aux  autres  ; préfentement , 
nous  allons  les  comparer  enfemble.  Lorfqu’on  compare  deux  lignes 
droites  l’une  avec  l’autre  ; ou  bien  , elles  font  tellement  difpofées 
qu’elles  fe  rencontrent , ou  du  moins  qu^elles  fe  rencontreroient  > 

11  elles  étoient  prolongées  ; ou  bien , elles  font  difpofées  de  maniéré 
qu’elles  ne  fe  rencontreroient  jamais,  quand  même  elles  feroient 
prolongées  à l’infini , auquel  cas  on  les  appelle  parallèles.  Lorf. 
qu’elles  fe  rencontrent  ; cela  peut  encore  arriver  en  deux  maniérés  : 
premièrement , enforte  que  l’une  ne  penche  ni  d’un  côté  ni  d’autre 
de  celle  qu’elle  rencontre , & pour  lors  on  les  appelle  perpendiculai-^ 
res  : fecondement,  enforte  que  l’une  penche  d’un  côté  de  celle- 
qu’elle  rencontre , & alors  on  les  appelle  obliques. 

Les  lignes  perpendiculaires  & les  obliques  forment  par  leur  ren- 
contre des  angles  dont  nous  parlerons  d’abord  : après  quoi , nous^ 
traiterons  des  perpendiculaires  & des  obliques , & enfuite  des  pa- 
talleles. 

DES  ANGLES. 

5 6.  Un  angle  eft  l’ouverture  que  forment  entr’elles  deux  lignes 
quife  rencontrent  en  un  point , qu’on  appelle  le  fomm^t  ou  la  pointa 
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Vanglci  telle  eft  l’ouverture  que  font  les  deux  lignes  CA  & CR.  Kg. 
Cette  ouverture  eR  l’efpace  que  lailTent  entr’elles  les  deux  lignes, 
lequel  eft  indéterminé  vers  le  côté  oppofé  au  fommet  de  l’angle  , 
parce  que , comme  nous  le  remarquerons  bientôt , la  grandeur  d’un 
angle  ne  dépend  pas  de  la  longueur  des  deux  lignes  qui  le  con< 
tiennent. 

37.  Les  deux  lignes  qui,  par  leur  rencontre,  forment  l’angle,, 
s’appellent  cotés  de  l’angle  : telles  font  les  lignes  C A & C B. 

Un  angle  peut  fe  marquer  par  une  feule  lettre  qui  eft  au  fom- 
fnet  ; mais  on  le  marque  plus  ordinairement  par  trois  lettres , & 
pour  lors  on  met  toujours  celle  qui  déftgne  le  fommet  à la  fécondé 
place  : àinft  , pour  défigner  l’angle  de  la  figure  9 , on  dira  l’angle 
A CB  ou  l’angle  B CA,  en  mettant  à la  fécondé  place  la  lettre  C* 
qui  eft  au  fommet  j cela  s’obferve , foit  que  l’on  parle , foit  que  l’on 
écrive.  Ce  même  angle  peut  être  défigné  par  la  feule  lettre  C 
qui  eft  au  fommet. 

: On  peut  divifer  l’angle  en  le  confidérant  par  rapport  à fes  côtés , 
ou  par  rapport  à fa  grandeur.  L’angle  confidéré  félon  fes  côtés , fe 
divife  en  recliligne  ^ curviligne  bcmixtUigne. 

3 8.  L’angle  reétiligne  eft  celui  donc  les  deux  côtés  font  des  lignes 
droites. 

39.  L’angle  curviligne  eft  celui  dont  les  deux  côtés  font  des  lignes 
courbes. 

40.  L’angle  mixtiligne  eft  celui  dont  un  des  côtés  eft  une  ligner 
droite  & l’autre  une  ligne  courbe. 

. Nous  ne  parlerons  ici  que  des  angles  reétiHgnes , qui  font  les  feul» 
dont  la  connoiftance  foit  néceftaire  dans  les  Éléments  de  Géométrie. 

4 1 . Remarquez  que  la  grandeur  d’un  angle  ne  dépend  point  de 
la  longueur  des  côtés , mais  feulement  de  l’ouverture  ou  de  l’inclir 
naifondeces  côtés;  c’eft  pourquoi  l’angle  aCé  eft  égal  à l’angle 
A C B , ou  plutôt  c’eft  le  même  angle  « quoique  les  deux  côtés  Cæ 
de  Qb  foient  plus  courts  que  les  côt^  C A ô(  C B. 

42.  Un  angle,  comme  ACB  , qui  a fon  fommet  au  centre  du 
cercle  , a pour  mefure  l’arc  A B compris  entre  fes  côtés  ; car  il  eft 
évident  que  cet  arc  devient  plus  grand  ou  plus  petit  » à proportion 
que  l’ouverture  des  côtés  eft  plus  grande  ou  plus  petite.  Or , nous 
venons  de  dire  que  c’eft  de  la  feule  ouverture  des  côtés  que  dépend 
la  grandeur  de  l’angle.  On  voit  donc  que  la  mefure  d’un  angle  eft 
l’arc  compris  entre  fes  côtés , pourvu  que  cet  arc  ait  pou?  centre 

fommet  deJ’angle.  ... 


I 
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ïï«-  >•  Il  eft  indifférent  que  Tare  qui  doit  fervir  de  mefure  à un  angle , foit 
\ décrit  à une  plus  grande  ou  à une  moindre  diflance  du  fommet  -,  car , 
foit  que  la  circonférence  qui  a pour  centre  le  fommet  de  l’angle  , 
foit  grande  ou  petite , l’arc  compris  entre  les  côtés  de  l’angle  elt 
toujours  de  la  même  grandeur  relative , c’eR-à-dire  que  cet  arc  con- 
tient le  même  nombre  de  degrés  : par  exemple  , l’arc  ab  contient 
autant  de  degrés  que  l’arc  A B \ puifque , fî  l’un  eft  la  huitième  partie 
de  fa  circonférence , il  eft  clair  que  l’autre  eft  aufti  la  huitietpe  partie 
de  la  Renne. 

43 . Ces  arcs  de  différents  cercles , qui  colitiennent  un  égal  nombre 
de  degrés  , font  appellés ou  JèmblabUs, 

44.  11  fuit  de  ce  que  nous  venons  de  dire  , que  les  angles  font 
égaux  y quand  ils  ont  pour  mefures  des  arcs  égaux  du  même  cercle 
ou  de  cercles  égaux  , ou  des  arcs  proportionnels  de  différents  cercles. 

Si  on  confidere  l’angle  par  rapport  à fa  grandeur , on  en  diftingue 
encore  trois  fortes  , le  droit , V obtus  8c  Vaigu. 

Tig.  10.  4^.  L’angle  droit  eft  celui  qui  a pour  mefure  un  arc  qui  contient 

90  degrés  , ou  le  quart  de  la  circonférence  : tel  eft  l’angle  D C B. 
On  verra  dans  la  fuite  que  l’angle  droit  eft  formé  par  deux  lignes 
dont  l’une  eft  perpendiculaire  à l’autre. 

46.  L’angle  obtus  eft  celui  qui  a pour  mefure  un  arc  qui  contient 
Fig.  II.  plus  de  90  degrés  : tel  que  l’angle  DCA. 

47.  L’angle  aigu  eft  celui  qui  a pour  mefure  moins  de  90  degrés  r 
tel  que  l’angle  D C B. 

47  B.  L’angle  obtus  & l’angle  aigu  s’appellent  l’un  & l’autr© 
obliques ÿ c’eft  pourquoi  on  peut  divifer  l’angle  en  droit  & oblique, 
& fubdivifer  enfuite  l’angle  oblique  en  obtus  6c  aigu. 

48.  On  peut  conclure  des  définitions  précédentes , que  tous  les 
angles  droits  font  égaux , puifqu’ils  ont  tous  pour  mefure  90  degrés  r 
mais  tous  les  angles  obtus  ne  font  pas  égaux  ; car , par  exemple , un 
angle  de  95  degrés ôc  un  angle  de  100  degrés  font  obtus,  parce 
que  l’un  6c  l’autre  a plus  de  90  degrés.  Or,  il  eft  vifible  que  ces 
deux  angles  ne  font  pas  égaux  ÿ de  même  tous  les  angles  aigus  ne 
font  pascaux  : par  exemple , deux  angles  aigus,  dont  l’un  eft  de  30 
degrés  6c  l’autre  de  50 , ne  font  pas  égaux. 

49.  Remarquez  qu’un  angle  obtus  ne  peut  avoir  180  dégrés  ou 
la  demi- circonférence  pour  fa  mefure  ; car  , fi  on  vouloit , par 
exemple  , augmenter  l’angle  DCA,  enlbrte  qu’il  eût  pour  mefure 
la  demi'  circonférence , il  faudroit  appliquer  le  côté  C D fur  le 
rayon  CB  2 auquel  cas  il  eft  vifible  qu’il  n’y  auroit  plus  d’angle  » 
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puifque  les  côtés  A C & C D ne  feraient  plus  que  la  ligne  droite  Fig.  lu 
ACB. 

' A l’occafion  des  angles  aigus  & obtus , on  diRingue  des  complé- 
ments & des  fuppléments  d’angles  ou  d’arcs. 

5 6.  Le  complément  d’un  angle  aigu  eft  ce  qu’il  faut  ajouter  à Fig. 
cet  angle , afin  que  la  fomme  foit  égale  à un  angle  droit  : par 
exemple , le  complément  de  l’angle  aigu  E C B eft  l’angle  I>(5  E , 
qui , avec  le  premier , fait  l’angle  droit  D C B.  L’angle  E C B eft 
aufli  complément  de  D C E.  Le  complément  d’un  angle  obtus  eft  ce 
qu’il  faut  retrancher  de  cet  angle , afin  que  le  refte  ou  la  différence 
foit  égal  à un  angle  droit  : ainfi,  le  complément  de  l’angle  ACE 
eft  l’angle  DCE.  On  peut  donc  dire  en  général  que  le  complément 
d’un  angle  eft  ce  qu’il  faut  ajouter  à cet  angle,  s’il  eft  aigu,  ou  ce 
qu’il  en  faut  retrancher,  s’il  eft  obtus,  afin  que  la  fomme  ou  la 
différence  foit  égale  à un  angle  droit. 

5 1 . Le  fupplément  d’un  angle  eft  ce  qu’il  faut  ajouter  à cet 
angle , afin  que  la  fomme  foit  égale  à deux  angles  droits  : par 
exemple , l’angle  ECA  eft  le  fupplément  de  l’angle  ECB  j de  même, 
l’angle  ECB  eft  fupplément  de  l’autre  ECA. 

5 2.  On  peut  dire  la  même  chofe  des  arcs}  ainfi  , l’arc  DE  eft  le 
complément  de  l’arc  E B , &/cet  arc  E B eft  auffi  complément  du 
premier, parce  que  la  fomme  de  ces  deux  arcs  eft  égale  à l’arc  D E B , 
qui  eft  le  quart  de  la  circonférence  : l’arc  DE  eft  auffi  le  complé>- 
ment  de  l’arc  A DE;  mais  l’arc  EDA  eft  le  fupplément  de  l’arc 
EB,  & l’arc  E B eft  le  fupplément  de  l’arc  EDA,  parce  que  la 
fomme  de  ces  deux  arcs  eft  égale  à la  demi-circonférence.  On  con- 
fond affez  fouvent  ces  deux  termes  de  compléments  & de  Juppléf 
ments  : nous  nous  en  fervirons  fuivaot  les  notions  que  nous  venons 
d’en  donner. 

5 3 . 11  paroît  par  ces  définitions  que  les  angles  ou  les  arcs  qui  font  Fig.  t» 
égaux , ont  des  compléments  & des  fuppléments  égaux  : par  exem-  ^ 
pie  , fi  les  angles  ECB  ôcech  font  égaux , leurs  compléments  ECD 
ôc  ecd  font  égaux  ; il  en  eft  de  même  des  fuppléments.  Réciproque- 
ment, fi  les  compléments  ou  les  fuppléments  d’angles  ou  d’arcs 
font  égaux , les  angles  ou  les  arcs  font  égaux.  Qyand  il  s’agit  de 
compléments , on  fuppofe  ici  que  les  deux  angles  font  de  même 
efpece,  ou  tous  deux  aigus,  ou  tous  deux  obtus;  & fi  ce  font  des 
a.rcs,on  fuppofe  qu’ils  font  tous  les  deux  moindres,  ou  tous  les 
deux  plus  grands  que  le  quart  de  la  circonférence. 
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* THéoRÊHBl. 

54.  Uns  lisne  droite  » tombant  Jur  une  autre  y forme  deux  angles  , 
qui , pris  enfemble , font  égaux  a deux  angles  droits^  c’eft-à-dire^ 
qu* ils  ont  pour  mejure  \%o  degrés  ou  la  demi- circonférence.  On 
fuppofe  dans  ce  théorème  que  la  première  ligne  ne  tombe  pas  fur 

Fig.  II.  l’extrémité  de  l’autre. 

Démonstration. 

Soit  la  ligne  CD  qui  tombe  fur  la  ligne  AB , je  dis  que  les  deux 
angles  DCA  & D C B qu’elle  forme  , ont  pour  mefure  la  demi- 
circonférence  ; car , fi  du  point  C , comme  centre  , on  décrit  une 
circonférence  ,1a  ligne  A B qui  contient  le  centre , en  fera  diamètre  , 
& par  conféquent  elle  coupera  la  circonférence  en  deux  parties  égales  : 
ainfi  , la  partie  A D B eftla  demi-circonférence.  Or  , l’arc  AD  eft  la 
mefure  de  l’angle  DCA  (42),  & l’arc  DB,  qui  eft  le  refte  de  la 
demi-circonférence  , eft  la  mefure  de  l’angle  DCB  (42)  : donc  ces 
deux  angles  pris  enfemble  ont  pour  mefure  la  demi-circonférence  ; 
par  conféquent  iis  valent  deux  angles  droits  : ce  qu’il  falloit  démon- 
trer. 

Corollaire. 

55.  Puifque  les  angles  D C A & DCB  pris  enfemble  valent  deux 
angles  droits , il  s’enfuit  qu’ils  font  fuppléments  l’un  de  l’autre , 
& que  , fi  l’un  des  deux  eft  droit , l’autre  le  fera  aulfi.  Les  deux 
angles  formés  par  une  ligne  qui  tombe  fur  une  autre  , peuvent  s’ap- 
peller  collatéraux  ; ainfi , deux  angles  collatéraux  font  fuppléments 
l’un  de  l’autre. 

5 6.  Remarquez  que , fi  la  ligne  qui  tombe  fur  l’autre  n’incline 
ni  d’un  côté  ni  d’autre  , comme  la  ligne  D C , fig.  10,  elle  forme 
c deux  angles  égaiix  entr’eux , dont  chacun  eft  droit  j mais , fi  la  ligne 
penche  d’un  côté  , comme  la  ligne  DC  , fig.  1 1 , elle  forme  des 
angles  inégaux , dont  l’un  eft  aigu  6c  l’autre  obtus , & qui , pris 
eniémble , valent  toujours  deux  angles  droits , comme  on  vient  de 
le  prouver. 

5 7.  On  démontreroit , comme  dans  le  théorème , que , fi  plufieürs 
lignes  tombent  fur  un  même  point  d’une  autre  ligne  6c  du  même 
tie-  U-  côté  , tous  les  angles  formés , pris  enfemble  j font  égaux  à deux 
angles  droits  : par  exemple,  les  angles  ACD , DCE , ECF  6c  FCB  , 
formés  par  trois  lignes  DC,  EC  6c  FC  , qui  tombent  fur  le  point  G 
de  la  ligne  AB  , ont  pour  mefure  la  demi- circonférence  qui  a été 
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décrite  du  point  C , comme  centre  j par  conféquent , tous  ces  angles 
pris  enfemble  valent  deux  angles  droits. 

5 8.  Enfin , on  peut  faire  voir  encore  de  la  même  maniéré  que , fi 
plufieurs  lignes  fe  coupent  au  même  point , tous  les  angles  qu^elles 
forment , pris  enfemble,  font  égaux  à quatre  angles  droits,  c’eft  à- 
dire , qu’ils  ont  pour  mefure  la  circonférence  entière.  Cela  paroît  par 
la  fig.  1 5 , dans  laquelle  on  a décrit  une  circonférence  qui  a pour 
centre  le  point  C , où  les  lignes  fe  coupent , & qui  eft  la  mefure  de 
tous  les  angles  formés  par  les  lignes  qui  fe  rencontrent. 

Ce  feroit  la  même  chofe , fi  on  difoit  que  la  fomme  de  tous  les  Fjg.  ij. 
angles  qui  font  autour  d’un  point,  eft  égale  à quatre  angles  droits. 

La  fomme  des  angles  autour  du  point  C , par  exemple , vaut  quatre 
angles  droits  : cela  eft  évident,  puifqu’ils  ont  pour  mefure  la  circon- 
férence entière , dont  le  centre  eft  le  point  C. 

5 9.  Nous  allons  établir  un  théorème  qui  fert  à démontrer  un  grand 
nombre  de  propofitions;  c’eft  fur  les  angles  oppofe's  au  fômmet.  Les 
angles  oppofés  au  fommet  font  ceux  qui  font  formés  par  deux  lignes  . 
qui  fe  coupent  ; enfôrte  que  l’un  de  ces  angles  eft  d’un  côté  du 
point  d’interfe(ftion,&  l’autre  du  côté  oppofé:  tels  font  les  angles  BCE 
& ACD , ou  les  angles  A CE  & B CD  ; on  les  appelle  aufïï  angles 
oppofe's  par  la  pointe.  Il  faut  prendre  garde  que  les  angles  BCE  ôç 
ACE  ne  fontpas  oppofés  au  fommet,  non  plus  que  les  angles  ACDôc 
BCD  i c’eft  pourquoi  il  ne  s’agit  pas  de  ces  angles  comparés  de 
cette  maniéré. 

Théorêmb  II. 

’ ■ 60 . Les  angles  oppbfe's  au Jouunet  font  e'gaux  : BCE  ^par  exemple  , 
ejl  al  à h.  QYy. 

Dél«0HSTB.ATI0  1ir. 

' Du  point  d’interfedion  des  deux  lignes  qui  forment  ces  angles , ' 1 ’ 

foit  décrite  une  circonférence  , elle  fera  coupée  en  deux  parties  égales 
par  les  lignes  AB  & DE,  qui  en  font  des  diamètres  ; donc  l’arcT 
AEB  & l’arc  DAE  feront  chacun  une  demi-circonférence  , & par 
conféquent  ils  lcront  égaux  : fi  donc  on  en  retranche  la  parde  com- 
mune AE  , les  reftes  feront  encore  égaux.  Or , le  refte  de  la  prerniere  ■ - 

demi- circonférence  eft  EB , & le  refté  de  la  fécondé  eft  DA  ; ainfi  , 
ces  deux  arcs  EB  & DA  font  égaux.:  mais  ces  arcs  font  les  mefures 
des  angles  BCE  & ACD  (42)  i donc  ces  angles  font  égaui  : ce- 
qu’il  faïloit  démontrer. 

On  peut  démontrer  de  même  que  les  deux  autres  angles  ACE  ôr 
BCD , qui  font  aufli  oppofés  au  fommet,  font  égaux entr’eux».  * 
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» • 

ProblbhbI. 

Fig- 17.  6 1 . Faire  fur  une  ligne  donnée  , comme  A B ^ u/t  angle  égal  a uti 

autre  angle  tel  que  G E F. 

Du  fommet  de  Fangle  donné  GEF , décrive2  un  arc  entre  fes  deux 
.côtés  ; enfuite  de  l’extrémité  A de  la  ligne  donnée , & de  la  même 
ouverture  du  compas  décrivez  un  arc  indéfini  , tel  que  BD,  fur 
lequel  vous  prendrez  avec  le  compas  la  partie  BC  égale  à l’arc 
F G : après  quoi , vous  tirerez  une  ligne  du  point  A au  point  C ^ elle 
formera  l’angle  CAB  égal  à l’angle  donné  ; ce  qui  eft  évident , 
puifque  ces  angles  ont  pour  mefures  des  arcs  égaux. 

Prob.lbmb  il 

F»  i8.  ’ Si.  Couper  un  angle  , comme  A.  y en  deux  parties  égales. 

Du  point  A,  comme  centre,  & d’un  intervalle  pris  à difcrétion, 
décrivez  l’arc  BC  ; enfuite  des  deux  points  B & C,  pris  pour  centres, 
décrivez  deux  arcs  de  la  même  ouverture  du  compas , qui  fe  coupent 
en  un  point , comme  D : enfin , tirez  une  ligne  droite  du  point  A au 
point  D , elle  coupera  l’angle  BAC  en  deux  parties  égales  ; car , la 
ligne  AD  coupant  l’arc  BC  en  deux  parties  égales  (31),  il  faut 
auflii  qu’elle  coupe  en  deux  parties  égales  l’angle  BAC  dont  l’arc  BC 
eft  la  mefure. 

Nous  parlerons  dans  la  fuite  de  la  mefure  des  angles  qui  n’ont 
pas  leur  fommet  au  centre  ; mais'  ôn  va  voir , Idrfque  nous  traiterons 
des  perpendiculaires , des  obliques  & fur-tout  des  parallèles , qu’il 
étoit  néceflàire  d’expofer  les  propofîtions  précédentes  touchant  les 
les  angles  , avant  de  parler  de  ces  lignes. 

« 

DES  LIGNES  F E KV  E N D l CV  h Al  K E S ET  DES  OBLIQUES. 

Fig.  19.  63.  Une  ligne  droite  eft  perpendiculaire  à<  l’égard  d’une  autre 

ligne  droite , lorfqu’elle  tombe  fur  cette  fécondé  fans  pencher  ni 
d’un  côté  ni  de  l’autre  : telle  eft  la.  ligne  AG  11  ne  faut  pas  con-r 
fondre  la  ligne  droite  avec  la  perpendiculaire , puifqu’une  oblique^ 
eft  droite  aullî  bien  qu’une  perpendiculaire. 

Fig.  10.  ^4.  Une  ligne  eft  oblique  fur  une  autre , lorfqu’elle  penche  d’un 

côté , foit  à droite  , foit  à gauche  : telle  eft  la  ligne  FK. 
t 65..  Puifque  la  ligne  perpendiculaire  ne  penche  ni  d’un  côté  ni  de 

f’autre  , il  s’enfuit , félon  ce  que  nous  avons  dit  ( 5 6 ) , qu’elle  forme 
deux  angles  égaux  & droits  ; au  contraire , la  ligne  oblique  étant  in- 
clinée d’un  côté  , elle  forme  deux  angles  inégaux  qui  font  fuppléments 
J’un  dç  l’autre, 

66^ 
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66.  On  peut  dire  aufli  réciproquement  que,  fi  une  ligne  tombant 
fur  une  autre  forme  des  angles  droits , & par  conféquent  égaux , elle 
efi  nécefiairement  perpendiculaire  fur  cette  fécondé  ; car  ^ifant  des 
angles  égaux,  elle  nMncline  ni  d’un  côté  ni  de  l’autre  : ainfi,  elle  efi 
perpendiculaire,  fuivant  la  notion  que  nous  venons  de  donner  de 
cette  ligne  ÿ & fi  la  ligne  qui  tombe  fur  une  autre  forme  des  angles 
inégaux , elle  efi  oblique  fur  la  fécondé , parce  que  pour  lors  elle 
incline  d’un  côté. 

67.  Remarquez  qu’une  ligne  ne  peut  être  perpendiculaire  à une 
autre , que  cette  fécondé  ne  foit  aulfi  perpendiculaire  à la  première  ; 
car^  fi  on  prolonge  la  perpendiculaire , comme  dans  la  figure  19 , la 
perpendiculaire  prolongée  ACE,  faifant  des  angles  droits  fur  la 
ligne  B D , cette  fécondé  ligne  fait  auflî  nécefiairement  des  angles 
droits  fur  la  première  A C £ , 6c  par  conféquent  elle  lui  eft  perpendi- 
culaire. De  même , lorfqu’une  ligne  eft  oblique  à une  autre , cette 
fécondé  eft  aufii  oblique  à la  première , ce  qui  paroîtra  évidemment, 
fi.  on  prolonge  la  première  au-delà  du  point  de  rencqntre. 

68.  Une  ligne  étant  perpendiculaire  à une  autre,  fi  un  des 
points  de  la  pre.miere  eft  également  éloigné  de  deux  points  de  la 
fécondé , tous  les  autres  points  de  la  perpendiculaire  font  égale- 

. ment  éloignés  de  ces  deux  points  : par  exemple , la  ligne  A O mnt 
perpendiculaire  fur  B D , fi  le  point  A eft  également  éloigné  de  B 
ôc  de  D , tous  les  autres  points  de  la  ligne  A C font  aufii  égale7 
ment  éloignés  de  B 6c  de  D j car,  fi  le  point  £ , ou  tout  autre  point 
jde  la  perpendiculaire  , n’étoit  pas  également  éloigné  de  B 6c  de  D, 
il  eft  évident  que  la  ligne  A C feroit  inclinée  d’un  côté  5 par  confé- 
quent elle  ne  feroit  plus  perpendiculaire  fur  BD,  ce  qui  eft  contre 
la  fuppofition.  Si  au  lieu  du  point  A on  avoit  fuppofé  le  point  C 
également  éloigné  de  B 6c  de  D,  on  auroit  prouvé  de  la  même 
maniéré  que  le  point  A ou  le  point  £ eft  également  éloigné  des  deux 
^points  B 6c  D.  11  en  eft  de  même  de  tous  les  autres  points  de  la 
perpendiculaire. 

69.  Il  fuit  de-là  que , fi  une  ligne  comme  AC  eft  perpendiculaire 

à une  autre  , telle  que  BD,  6c  qu’un  de  fes  points  foit  également 
.éloigné  des  deux  points  B 6r  D' de  cette  autre  ligne , la  perpendicu- 
laire prolongée  pafie  par  tous  les  points  également  éloignés  de  B 
Sc  de  D : car  on  vient  de  faire  voir  que  pour  lors  tous  les  autres 
points  de  la  perpendiculaire  font  à égale  diftance  de  B 6c  de  D.  Or , 
cela  pofé , il  &ut  qu’elle  pafiè  par  tous  les  points  également  éloignés 
de  B 6c  de  D (ro),  t • 

JU.  Partie,  Ç.  \ 
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r^.  U.  7^'  Mais , û une  ligne , comme  AC , n’éf oit  pas  fuppofée  perpendi- 
culaire  fur  une  autre , pour  démontrer  qu’elle  eR  edèétivement  péri- 
pendiculaire , il  ne  fuffiroit  pas  de  faire  voir  qu’un  de  les  points  > 
comme  A , eR  également  éloigné  des  deux  points  B & D de  la 
fécondé  ligne  BD,  il  faudrott  démontrer  que  deux  points,  comme  A 
de  E de  la  ligne  AC,  font  chacun  également  éloignés  des  deux 
points  B de  D , auquel  cas  la  ligne  A C feroit  certainement  perpen^ 
diculaire  fur  la  ligne  BD,  puifqu’ayant  deux  de  fes  points  également 
éloignés  de  B de  de  D,  tous  les  autres  points  feroient  également 
diRants  des  mêmes  points  B de  D , de  ainfi  elle  n’inclineroit  ni  d’un 
côté  ni  de  l’autre  > par  conféqoent  elle  feroit  perpendiculaire. 

L E M M E 

Kg.  ».  "^oB.  Si  (Bun  -point  F pris  du  dedans  d* un  triangle^  c’eR- à-dire^ 
d’une  figure , telle  que  C H G , terminée  par  trois  côtés  que  nous 
fuppofons  être  droits,  on  tire  deux  lignes  droites  FH  aux 
extrémités  éPun  c6té  C H , /tf  fomme  de  ces  lignes  fera  moindre  que 
celle  des  deux  autres  côtés  C G , G H. 

Dim  ONST&ATIO  N. 

0 

n faut  prolonger  CF  jufqu’à  la  rertcontre  de  G H au  pwnt  L , 
ligne  droite  C L eR  plus  courte  que  la  ligne  brifée  C GL  (5)  : donc, 
en  ajoutant  à l’une  de  à l’autre  la  partie  HL,  on  aura  CL  H plus 
courte  que  CG  H.  Pareillement,  la  droite  FH  eR  auffi  plus  courte 
que  la  ligne  brifée  F LH  : donc,  en  ajoutant  de  part  de  d’autre  CF, 
on  aura  encore  C F H plus  courte  que  C L H ; ainfi  C F H étant 
moindre  que  CLH,  & CLH  moindre  que  CG  H,  CF  H fer» 
aufli  moindre  que  C G H : ce  qu’il  falloit  démontrer. 

TuiouBMa  L 

71.  On  ne  peut  tirer  qu*une  feule  perpendiculaire  d*un  même  point 
Jiir  une  ligne  donnée  , comme  A B. 

DiMOnSTRA  TIOH. 

Le  point  duquel  on  tire  la  perpendiculaire  eR,  ou  hors  de  la  îignev 
t>u  dans  la  ligne  même  : or,  dans  l’un  de  dans  l’autre  cas , on  ne 
peut  tirer  qu’une  feule  perpendiculaire  d’un  point  fur  une  même 
ligne. 

Premier  Cas.  Soit , par  exemple , le  point  C hors  de  la 
%ne  A B , je  dis  que  de  ce  point  on  ne  peut  abaifier  que  la  i'etde 
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perpendiculaire  CD;  pour  le  démontrer,  je  prends  dans  la  ligne  Fig. 
A 6 deux  points , comme  A & B , dont  le  point  C Toit  également 
diftant;  ceû  pofé , je  rasfonne  ainfi  : la  ligne  C D étant  perpendicu- 
laire fur  AB , & Ton  point  C étant  également  éloigné  de  A de  de  B, 
tous  les  autres  points  de  la  perpendiculaire  CD  doivent  être  auill 
également  éloignés  de  A & de  B (68);  donc  le  point  D eft  égale- 
ment éloigné  de  A & de  B.  Or , de-là  il  s’enüiit  qne  nulle  autre 
ligne  , telle  que  CF,  tirée  du  point  C , ne  peut  être  perpendicu- 
laire fur  A B ; car , B C F étoit  perpendiculaire  fur  A B , Ton  point  C 
étant  également  didant  de  A & de  B , tout  autre  point  de  la  ligne 
C F feroit  également  didant  de  A 6t  de  B (68).  Or , le  point  F 
n’ed  point  également  diftant  de  ces  deux  points , parce  que  le 
point  D étant  également  éloigné  de  A & de  B , il  faut  que  le  point  F 
qui  ed  entre  D & B , Toit  plus  près  de  B que  de  A : donc  la  ligne  C F 
n’ed  pas  perpendiculaire  fur  AB.  11  en  ed  de  même  de  toute  autre 
ligne  tirée  du  point  C. 

Second  Cas.  Si  Bon  prend  le  point  D dans  la  ligne  AB,  je 
démontre  de  même  que  de  ce  point  on  ne  peut  élever  que  la  feule 
perpendiculaire  CD  fur  AB;  car,  d du  point  D,  qui  ed  également 
éloigné  de  Â & de  S,  on  éievoit  une  autre  ligne  que  DC,  elle 
feroit  à droite  ou  à gauche  de  la  perpendiculaire  D C : ainfi , cette 
perpendiculaire  D C palTanc  par  tous  les  points  également  didants 
de  A & de  B (69) , les  points  de  cette  autre  ligne  tirée  du  point  D 
De  poiuToient  être  à égale  didance  de  ces  deux  points  Â & B ; par 
conféquwît  cette  autre  ligne  ne  pourroit  être  perpendiculaire 
fur  A B (68). 

Corollaire. 

72.  Deux  lignes  qui  font  chacune  perpendiculaires  à une  troi- 
deme , ne  peuvent  jamais  fe  rencontrer , quoique  prolongées  à 
'l’inhni  ; car,  d ces  deux  lignes  fe  rencontroient  > il  y aurait  deux 
perpendiculaires  tirées  du  même  point , fa  voir , du  point  de  ren- 
contre fur  la  troideme  ligne  , ce  qui  vient  (Têtre  démontré  impolïïble. 

On  peut  fe  fervir  de  ce  Corollaire  pourfanre  voir  que  la  méthode 
propofée  dans  l’article  p , pour  faire  pafler  une  circqnféjence  par 
trois  points  donnés , n’a  pas  lieu , fi  ces  ttois  points  font  en  jigae 
droite  ; car  alors  les  deux  lignes  que  nous  avons  nommées  ËF 
& G H dans  ce  Problème , ifigure  8 , étant  pejp.endiculajr.es  à -uqe 
même  ligne  droite  qui  pafleroit  par  ces  trois  points , ne  pourroient 
Janiais  fe  rencontrer. 
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TnioREHs  IT. 

73.  La  perpendiculaire  ejl  plus  courte  que  l^ oblique  tirée  du  meine 
point  fur  la'  meme  ligne 

DiwONSTRATION. 

Fig.  11.  Soit  la  ligne  CD  perpendiculaire  fur  AB,  & la  ligne  CF  tirée 
du  .même  point  fur  la  ligne  A B.  Je  dis  que  C D eft  plus  courte  que 
CF  : pour  le  démontrer,  il  faut  prolonger  CD  jufqu’au  point  H, 
enforte  que  HD  foit  égale  à CD,  & tirer  l’oblique  HF,  qui  eft 
néceflairement  égale  à l’autre  oblique  C F j car  la  ligne  C H étant 
perpendiculaire  fur  A B , cette  ligne  A B eft  aufli  perpendiculaire 
fur  C H (67).  Or , fon  point  D eft  également  diftant  des  deux 
points  C & H , puifque  H D eft  égale  à C D ; par  conféquent  tout 
autre  point,  comme  F,  de  la  perpendiculaire  AB  (68)  eft  égale- 
ment diftant  de  C & de  H ; donc  H F eft  égale  à C F.  Cela  pofé , je 
raifonne  ainfi  : la  ligne  droite  C D H eft  plus  courte  que  la  ligne 
brifée  CF  H (5);  donc  la  moitié  de  CD  H eft  plus  courte  que  la 
moitié  de  C F H.  Or , la  moitié  de  C D H eft  C D , & la  moitié  de 
C F H eft  CF;  donc  la  perpendiculaire  C D eft  plus  courte  que 
l’oblique  C F : ce  qu’il  falloit  démontrer.- 

Coaoxi.AiRB. 

74.  Puifque  la  perpendiculaire  eft  la  plus  courte  ligne  que  Ton 
puifle  tirer  d’un  point  iur  une  ligne , il  s’enfuit  que  la  perpendiculaire 
eft  la  mefufe  de  la  diftance  d’un  point  à une  ligne  : par  exemple  , 
la  perpendiculaire  CD  eft  la  mefure  de  la  diftance  du  point  C à la 
ligne  A B. 

THioRBMB  Il'L 

75.  De  toutes  les  obliques  tirées  du  meme  point  ftr  une  ligne  » 
ta  plus  éloignée  de  la  perpendiculaire  efi  la  plus  longue  j & celles, 
qid  en  font  également  éloignées  font  égales. 

Démonstration. 

Tig.  ».  Du  point  C foient  tirées  fur  la  ligne  A B les  obliques  CF  & C G 
du  mênie  cèté  de  la  perpendiculaire.,  & de  l’autre  côté  l’oblique 
CE,  autant  éloignée  de  la  perpendiculaire  que  CF.  1^.  L’oblique 
CG  eft  plus  longue  que  l’oblique  CF.  Pour  le  démontrer,  il  faut 
prolonger  la  perpendiculaire  CD  jufqu’au  point  H , enforte  que 
HD  foit  égale  à CD,  & du  point  H tirer  les  lignes  H F & H G:. 
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il  eft  facilé  de  faire  voir , comme  dans  le  Théorème  précédent , 
que  ces  deux  lignes  font  égales  aux  obliques  CF  & C G j ainfi  G F 
eft  la  moitié  de  CF  H,  & CG  eft  la  moitié  de»CGH  : or  CGH 
eft  plus  longue  que  CF  H (70^);  donc  l’oblique  CG  eft  aufli  plus 
longue  que  l’oblique  CF. 

a'’.  Les  obliques  également  éloignées  CF  & CE  font  égales; 
car,  ayant  tiré  la  ligne  HE,  il  eft  évident  que  les  deux  lignes  CF  H 
& C E H font  égales , puifqu’elles  s’écartent  également  de  la  ligne 
droite  C D H ; par  conféquent  leurs  moitiés  C F & C E font  aufli 
égales  : ce  qu’il  falloit  démontrer.  . 

COKOLLA^IRE. 

» 

76.  D’un  même  point,  comme  C,  on  ne  peut  tirer  que  deux 
lignes  égales  fur  une  autre  ligne , telle  que  À B ; car  il  eft  clair 
qu  ’on  ne  peut  tirer  que  deux  obliques  également  éloignées  de  la 
perpendiculaire , favoir  , une  de  chaque  côté. 

77.  On  a fuppofé , dans  le  Théorème  précédent , que  les  lignes 
obliques  ont  été  tirées  du  même  point  ou  de  l’extrémité  de  la 
même  perpendiculaire  ; mais  il  eft  évident  que , fl  les  obliques 
'étoient  tirées  des  extrémités  de  perpendiculaires  égales , ce  feroit 
la  même  chofe  : par  exemple , les  trois  perpendiculaires  AB, 
DE,  G H , étant  égales , l’oblique  GL,  qui  eft  plus  éloignée  de  fa 
perpendiculaire  que  l’oblique  DF  ne  l’eft  de  la  flenne , eft  plus 
longue  que  cette  autre  oblique  ; & les  deux  obliques  AC  & DF, 
que  l’on  fuppofe  également  éloignées  de  leurs  perpendiculaires , 
font  égales.  Si  on  en  vouloit  avoir  une  démonftration  fenflble , 
il  n’y  auroit  qu’à  concevoir  que  les  perpendiculaires  égales , tellês 
que  D E & GH,  font  appliquées  l’une  fur  l’autre  , enforte  qu’elles 
ne  foient  plus  qu’une  naême  ligne  ; & pour  lors  les  deux  obliques 
GL  & DF  feroient  tirées  du  même  point,  & la  première  feroit  plus 
éloignée  de  la  perpendiculaire  que  la  fécondé , ce  qui  reviendroit 
au  même  cas  que  dans  le  Théorème  précédent.  Pareillement , en 
concevant  les  perpendiculaires  égales  AB  & DE  appliquées  l’une 
fur  l’autre,  il  paroitra,  comme  dans  le  Théorème  , que  les  obliques 
A C & D F font  égales. 

78.  La  ligne  HL,  comprife  entre  l’oblique  GL  & la  perpendicu- 
laire GH,  laquelle  mefure  la  diftance  de  l’extrémité  de  l’oblique  à 
la  perpendiculaire , eft  appellée  Eloignement  de  perpendicule.  De 
même , B C eft  l’éloignement  dé  perpendiculè  par  rapport  à l’obliquc; 
AC  & à la  perpendiculaire  AB. 


Fig. 
& X4 
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Thboremb  IV. 

79.  De  ces  trois,  chojès , (avoir,  la,  Perpendiculaire , VOhüque  & 
V Eloignement  de  perpendicule  y Ji  deux  d* une  part  Jhnt  égalés  aux 
deux  correfpondantes  d* une-  autre  part,  la  troijiemey  d*u/icôte,  ejl 
e'gale  à la  troijieme  de  Paître. 

DénONSTRATIOK. 

Fig.x^.  i?.  Si  la  perpendiculaire  AB  & l’éloignement  de  perpendicule 
B C font  égaux  à la  perpendiculaire  O E & à l’éloignement  de  per> 
pendicule  EF,  l’oblique  AC  eft  égale  à l’oblique  DF  : c’ell  ce  que 
nous  avons  démontré  (77) , en  faifant  voir  que  les  obliques  qui  font 
tirées  des  extrémités  de  perpendiculaires  égales,  & qui  en  font 
également  éloignées , font  égales. 

a Si  la  perpendiculaire  A B & l’oblique  A C font  égales  à la  per> 
pendiculaire  DE  5c  à l’oblique  D F, les  éloignements  de  perpendicule 
B C 5c  EF  font  égaux;  car,  fi  un  des  éloignements  de  perpendicule  j 
par  exemple  6 C , étoit  plus  grand  que  l’autre , l’oblique  A C feroit 
aufiî  plus  grande  que  l’oblique  DF,  puifqu’elle  feroit  plus  éloignée 
de  la  perpendiculaire  : ainfi , les  obliques  ayant  été  fuppofées  égales  , 
il  faut  aufiî  que  les  éloignements  de  perpendicule  foient  égaux. 

3''.  Si  l’éloignement  de  perpendicule  & l’oblique  d’une  part  font 
égaux  à l’éloignement  de  perpendicule  6c  à l’oblique  d’une  autre 
parc , lés  perpendiculaires  font  égales;  car  les  éloignements  de  per- 
pendicule peuvent  être  confidérées  comme  des  perpendiculaires , 5c 
les  perpendiculaires  comme  des  éloignements  de  perpendkule  : par 
exemple , B C peut  être  regardée  comme  la  perpeiMiiculaire  , & A B 
comme  l’él(^nement  de  perpendicule , en  concevant  que  l’oblique 
AC  eft  cirée  du  point  C ,extrên\ité  de  la  perpendiculaire , au  point  A; 
par  conféquenc  ce  troifieme  cas  fe  rapporte  au  fécond, 
fig.  11.  80.  De  ce  que  nous  avons  dit  (ur  les  perpendiculaires , il  fuit  qu’il 

y a trois  marques  pour  coanoître  fi  une  ligne , comme  C D , eft 
perpendiculaire  à une  autre , telle  que  A B ; la  première , lorfqu’elle 
forme  deux  angles  droits , 5c  par  conléquent  égaux  fur  l’autre 
ligne  (6  6)  ; la  fécondé  , quand  elle  a deux  de  lés  points  également 
éloignés  chaam  de  deux  points  de  la  fécondé  ligne  (70)  ; 5c  la  troi- 
Beme , quand  elle  eft  la  plus  courte  que  l’on,  puifié  tirer  d’un  point 
fur  une  ligne.  Les  deux  premières  marques  font  évidentes  par  la 
définition  meme  de  la  perpendiculaire , 5c  la  troifieme  eft  fondée  fur 
le  fécond  Théorème. 


\ 


8l.  D*un  point  donnée  comme  C,  tirer  une  perperuüculaire  fiir 
une  ligne. 

Le  point  C eft  hors  de  la  ligne  ou  dans  la  ligne  même  j c’efl 
pourquoi  ce  Problème  a deux  cas. 

I Si  le  pomt  C eft  hors  de  la  ligne  de  ce  point  C , comme 
centre , décrivez  un  arc  qui  coupe  la-  ligne  en  deux  points , tels  Fig. 
que  E & Fj  enfuite , du  point  E & du  point  F,  décrivez  deux  arcs 
de  cercle  de  la  même  ouverture  du  compas  qui  fe  coupent  en  un 
point  D ; enfin , tirez  une  ligne  droite  qui  pafie  par  le  point  donné  C , 

6c  par  le  point  d’interfeélion  des  deux  arcs , elle  fera  perpendiculaire 
à la  ligne  donnée  AB. 

Si  le  point  C efi  dans  la  ligne  même  de  ce  point,  comme  Fig. 
centre , décrivez  une  demi- circonférence  qui  coupe  la  ligne  AB  en 
deux  points , ou  bien  du  point  donné  C , marquez  les  points  E & F 
également  éloignés  de  C , defquels  pris  pour  centres,  il  faut  décrire  des 
arcs  de  la  même  ouverture  du  compas,  & faire  le  refie  comme  dans 
le  premier  cas-  Cette  ouverture  du  comp^  doit  être  plus  grande  que 
la  moitié  de  la  ligne  EF,  autrement  ces  deux  arcs  ne  pourroient  fe 
couper. 

Si , dans  le  fécond  cas  le  point  C , duquel  il  faut  tirer  une  perpen*  Fig. 
diculaire , étoit  à l’extrémité  de  la  ligne  donnée , pour  lors  il  faudroit 
prolonger  cette  ligne  au-delà  du  point  C , & décrire  de  ce  point , 
comme  centre , une  demi- circonférence  qui  coupât  la  ligne  prolongée  | 

& le  refte  comme  ci-defliis. 

II  efi  indifférent  que  l’on  tire  les  deux  arcs  au-deffus  ou  au-deffous 
de  la  ligne  donnée , pourvu  qu’ils  ne  fe  coupent  pas  au  point  donné  C j 
ce  qui  pourroit  arriver  lorfque  ce  point  efi  hors  de  la  ligne. 

Il  efi  évident  qu’en  oblervant  cette  méthode , la  ligne  tirée  efl 
perpendiculaire  à la  ligne  donnée , puifque  deux  de  fes  points , 
lavoir  , le  point  donné  & le  point  d’interfeâion  des  deux  arcs , font 
également  difiants  des  deux  points  E 6c  F de  la  ligne  donnée. 

Voici  une  autre  méthode  de  mener  une  perpendiculaire  fur  une 
ligne  quand  le  point  donné  efi  dans  cette  ligne.  On  prendra  uii  Fig.  z& 
point  comme  G,  hors  de  la  ligne,  6c  on  décrira  de  ce  point  G, 
comme  centre,  ôc  de  l’intervalle  GC,  un  arc  ou  une  circonférence 
qui  coupe  la  ligne  A B aux  points  C 6c  F.  Si  du  point  F on  tire  le 
diamètre  F G H , 6c  que  par  le  point  H , oh  ce  diamètre  rencontre 
la  drcoûférence , on  mçne  une  .ligne  <^ui  paffe  par  le  point  donné  C, 
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cette  ligne  fera  perpendiculaire  à AB;  car  l’angle  H CF  a fon 
fommet  à la  circonférence , & d’ailleurs  cet  angle  eft  appuyé  fur  le 
diamètre  H F : il  eft  donc  droit , comme  on  le  fera  voir  dans  le 
troifieme  Corollaire  du  Théorème  fondamental  fur  la  mefure  des 
angles  qui  n’ont  pas  leur  fommet  au  centre  ; par  conféquent  la 
ligne  H C eft  perpendiculaire  fur  A B. 

Cette  méthode  peut  être  pratiquée , foit  que  le  point  C fe  trouve 
entre  les  extrémités  de  la  ligne  AB,  ou. qu’il  foit  à une  de  fes 
extrémités. 

DES  LIGNES  PARALLELES. 

82.  Les  lignes  parallèles  font  celles  qui  font  par- tout  également 
éloignées  l’une  de  l’autre , ou , ce  qui  eft  la  même  chofe , qui  font 
tellement  difpofées,  que  tous  les  points  de  l’une  font  également 

Fig.  »8.  éloignés  de  l’autre  : telles  font  les  lignes  C D & A B-  De  cette  notion 
des  parallèles , on  peut  conclure  plufteurs  propofitions  qui  en  font 
des  fuites  évidentes. 

85.  I®.  Les  parallèles  prolongées  à l’infini  ne  peuvent  jamais  fe 
rencontrer , puifqu’elles  fopt  par-tout  également  éloignées  l’une  de 
l’autre. 

84.  2®.  Deux  lignes  AB  & CD  étant  parallèles,  fi  une  troifieme, 
comme  X Y,  eft  parallèle  à une  des  deux,  elle  fera  auflî  parallèle  à 
l’autre;  car  cette  troifieme  ligne  ne  peut  être  par- tout  également 
. éloignée  de  l’une  des  deux  parallèles , qu’elle  ne  foit  aufii  par-tout 
à même  diftance  de  l’autre  : cela  eft  vrai,  lorfque  XY  eft  entre 
les  deux  lignes  AB  & CD , & quand  elle  eft  hors  de  ces  deux  lignes. 

• 85.  3°.  Les  lignes,  'comme  CA  & DB,  tirées  d’une  parallèle 
perpendiculairement  fur  l’autre , font  égales  , puÜ'que  ces  perpendi- 
culaires mefurent  la  diftance  d’une  parallèle  à l’autre , laquelle  eft 
par-toiit  égale. 

fîg.x9.  86.  4'’.  Les  obliques , comme  EG  & HL,  également  inclinées 
entre  parallèles , font  égales  entr’elles  ; car , fi  on  tire  les  perpendicu- 
laires EF  & H K , elles  feront  égales  : d’ailleurs , les  obliques  étant 
fuppofées  également  inclinées , les  éloignements  de  perpendicule  F G 
& KL  font  égaux;  par  conféquent  les  obliques  elles- mêmes  feront 
égales  (79). 

Fî«.  3o.  87.  5®.  Si  plufîeurs  lignes  parallèles  , également  diftantes,  font 

coupées  par  une  ligne,  telle  que  AE,  les  parties  de  cette  ligne 
comprifes  entre  ces  parallèles,  favoir,  AB,  BC,  CD,  DE, 
font  égales  entr’elles.  Cela  paroît  parce  que  ces  différentes  par- 
ties 


f 
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ties  font  autant  de  lignes  également  inclinées  entre  des  efpaces  pa- 
rallèles égaux , ce  qui  eR  la  même  chofe  que  fi  elles  étoient  également 
inclinées  dans  le  même  efpace  parallèle  -,  auquel  cas  elles  feroient 
égales. 

88.  Deu*  lignes  parallèles , comme  IL  & MN  , coupées  par  une  Fig.îr; 
iroifieme  ligneE  F,  font  également  inclinées  vers  le  même  point  E 

fur  cette  troifieme  j car,  fi  les  deux  parallèles  1 L & M N n’étoient 
pas  également  inclinées  fur  E F vers  le  point  E , enforte  que  'la  parai-  ’ 
lele  inférieure  fût  plus  inclinée  vers  ce  point  que  l’autre  parallèle  > 
ces  deux  lignes  s’approcheroient  l’une  de  l’autre , & par  conféquent 
elles  ne  feroient  pas  parallèles  î ce  qui  eft  contre  l’hypothefe. 

Nous  appellerons la  ligne  qui  coupe  les  parallèles. 

89.  La  fécante  forme  avec  les  parallèles  plufieurs  angles  qu’il 
faut  remarquer  : les  uns  font  entre  les  parallèles  j oh  les  nomme 
intérieurs  ou  internes  : tels  font  les  angles  A , B , C , D j les  autres 
font  hors  des  parallèles , on  les  nomme  extérieurs  ou  externes  ; tels 
font  les  angles  G & H au-deflus , & O & P au  delTous.  En  compa- 
rant les  angles , fpit  internes  , foit  externes  , deux  à deux , il  y en 
a qu’on  appelle  alternes  ; ce  font  ceux  dont  l’un  eft  dans  la  partie 
fupérieure , & l’autre  dans  la  partie  inférieure , l’un  à droite  & l’autre 
à gauche  de  la  fécante  : par  exemple  , les  angles  A & D font  alter- 
nes internes , auflî  bien  que  les  deux  autres  B & C.  Pareillement  , 
les  deux  angles  H 6c  O font  alternes  externes , de  même  que  les  deux 
autres  G 8c  P. 

90.  Deux  angles  formés  par  des  parallèles , comme  H 6c  D , dont 
l’un  eft  extérieur  8c  l’autre  intérieur  du  même  côté  de  la  fécante , font 
égaux;  car  la  grandeur  des  angles  dépend  de  l’inclinaifon  des  lignes. 

Or  , les  deux  parallèles  font  également  inclinées  fur  la  fécante  E F 
(8  8),  par  conféquent  les  angtes  H 8c  D,  que  les  parallèles  forment  fur 
E F,  font  égaux.  Par  la  même  raifon , l’angle  extérieur  P 8c  l’angle 
intérieur  B , qui  font  au  defibus  des  parallèles  du  même  côté  de  1^ 
fécante , font  auifi  égaux.  On  peut  faire  voir  de  la  même  maniéré 
que  les  angles  G 8c  C de  l’autre  côté  de  la  fécante , font  égaux 
entr’eux , comme  auflî  les  angles  O 8c  A.  C’eft  fur  cette  propofi- 
tion  qu’eft  fondée  la  démonftration  du  théorème  fuivant. 

Ces  angles,  dont  l’un  eft  extérieur  8c  l’autre  intérieur  du 
même  côté  de  la  fécante  , nous  les  nommerons  correjpondants , 
parce  qu’ils  font  fitués  de  la  même  maniéré  par  rapport  aux  deu^ 
parallèles. 


IL  P or  tu. 
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Thbokbkb  I. 

P J.  Si  deux  lignes font  parallèles , i ®.  Les  angles  alternes  internes 
font  égaux.  2®.  Les  angles  alternes  externes  font  égaux.  3”.  Les 
deux  angles  intérieurs  du  même  côté  de  la  fée  ante , pris  enfèmble  , 
valent  deux  angles  droits.  4°.  Les  deux  angles  extérieurs  du  même 

. côté  de  lajécante  , pris  énfemble , valent  auffi  deux  angles  droits. 

« 

Démonstration. 

Soient  les  deux  parallèles  I L & MN,  il  faut  prouver  en  premier 
lieu  que  les  angles*  alternes  internes  A & D font  égaux.  L’angle  A 
eft  égal  à .l’angle  H , parce  qu’ils  font  oppofés  au  fommec  r 
l’angle  D eft  auffi  égal  à l’angle  H , comme  on  viènt  de  le  faire  voir  f 
par  conféquent  , les  angles  A & D font  égaux.  On  prouveroit  de 
même  que  les  deux  autres  angles  alternes  internes  B & C font  égaux  , 
à caufe  que  chacun  des  deux  eft  égal  à l’angle  G. 

2°.  Les  angles  alternes  externes  G & P font  égaux  j car  l’angle  G 
eft  égal  à l’angle  B , parce  qu’ils  font  oppofés  au  fommet.  D’ailleurs  , 
l’angle  P eft  auffi  égal  à l’angle  B , puifqu’ils  font  correfpondants  ; 
donc  les  deux  angles  G & P font  égaux.  On  prouveroit  dé  même  que 
les  deux  angles  alternes  externes  H & O font  égaux,  parce  que  cha- 
cun d’eux  eft  égal  à l’angle  A. 

3°.  Les  deux  angles  intérieurs  B & D du  même  côté  de  la  fécante 
valent  enfemble  deux  angles  droits  ; car  les  deux  angles  collatéraux 
H & B , pris  enfemble , valent  deux  droits  ( 54  ) : donc  fi  , à la  place 
de  l’angle  H , *on  prend  l’angle  D qui  lui  eft  égal , la  fonime  des 
angles  B & D vaudra  auffi  deux  angles  droits.  On  prouveroit  de 
même  que  les  deux  angles  intérieurs  A & C valent  enfemble  deux 
angles  droits , parce  que  les  deux  angles  G & A valent  deux 
droits. 

4®.  Les  deux  angles  extérieurs  H & P , du  même  côté  de  la  fécante, 
valent  enfemble  deux  angles  droits  ; car  les  deux  angles  colla- 
téraux D & P,  pris  enfemble , valent  deux  angles  droits  (54)  : donc, 
fi  , à la  place  de  l’angle  intérieur  D , on  prend  l’angle  extérieur  H qui 
lui  eft  égal , la  fomme  des  angles  H & P vaudra  auffi  deux  angles 
droits.  On  peut  prouver  de  même  que  les  deux  angles  extérieurs  G & 
O valent  enfemble  deux  angles  droits , parce  que  les  deux  angles 
C & O y.?  lent  deux  droits. 
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92.  Les  lignes  IL  & MN  étant  fuppofées  parallèles , fi  la  ligne  pjg.  j», 
E F eft  perpendiculaire  fur  une  parallèle  M N , elle  eft  auflî  perpen- 
diculaire à l’autre;  cardia  fecante  EF  étant  perpendiculaire  fur 

Aï  N , l’angle  EFN  eft  droit  ; par  conféquent , l’angle  alterne  FE I 
eft  auftî  droit  ; d’où  il  fuit  que  la  ligne  £ F eft  perpendiculaire  fur 
IL. 

Corollaire  II. 

ÿiB.  L’angle  extérieur  d’un  triangle  eft  égal  à la  fomme  des  deux 
angles  intérieurs  oppofés.  Les  trois  lignes  HK,  HL&  KL  ( fig. 

29.)  forment  le  triangle  HKL , l’angle  HKF  compris  entre  le  côté 
H K du  triangle  & le  prolongement  KF  du  côté  KL,  eft  appelle 
extérieur  : je  dis  donc  que  l’angle  HKF  eft  égal  à la  fomme  des  deux 
H ou  KHL , & L ou  HLK , qui  font  oppofés  à cet  angle  extérieur. 

Pour  le  prouver  , il  faut  tirer  par  le  point  K la ‘ligne  IK , parallèle 
à H L , elle  divifera  l’angle  HKF  en  deux  autres,  favoir^  H K I & 

IKF.  Or , l’angle  HKI  eft  égal  à l’angle  H , parce  qu’ils  font  alternes 
internes  formés  par  Ja  fécante  HK , & l’angle  IKF  eft  égal  à l’angle 
L , à caufe  que  ces  deux  angles  font  correfpondants.  Donc  l’angle 
extérieur,  HKF  eft  égal  aux  deux  intérieurs  oppofés  H&L  pris 
enfemble.  On  prouveroit  de  même  que  l’angle  extérieur  HLBeft 
égal  à la  fomme  des  deux  intérieurs  H & HKL  qui  font  oppofés  à cet 
angle  HLB.  Pour  cela,  il  faudroit  tirer  du  point  L une  ligne  pa- 
• rallele  au  côté  H K. 

93.  On  a fait  voir  que,  fi  deux  lignes,  comme  IL  & MN,fî«  îu 
font  parallèles  , les  angles  correfpondants  H & D , formés  fur  ces 
parallèles  du  même  côté  de  la  fécante^  font  égaux.  Mais,  on  peut 

dire  réciproquement  que , fi  les  deux  angles  H ôc  D font  égaux  j 
les  deux  lignes  I L êc  M N font  parallèles  ; car , fi  les  angles  font 
égaux , il  faut  que  ces  deux  lignes  foient  également  inclinées  vers, 
le  même  point  E fur  la  fécante  E F.  Or , les  deux  lignes  1 L ôt  M N 
oe  peuvent  être  également  inclinées  vers  le  même  point  £ fur  la 
fécante  E F fans  être  parallèles , • c’eft  à dire  , également  diflantes 
l’une  de  l’autre  dans  toute  leur  longueur  ; car , il  eft  évident  qu’une 
de  ces  lignes  : par  exemple  ; M N ne  peut  s’approcher  ou  s’éloigner 
de  IL  par  une  de  fes  extrémités  , à moins  qu’elle  ne  foit  plus  ou 
moine  inclinée  fur  la  fécante  que  l’autre  ligne  IL.  Par  la  même  rai- 
Û30f  fl  l’angle  extétieur  P ftç  l’angle  intéicieur  Blont  igaux,  les 
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lignes  IL  & MN  font  parallèles.  On  peut  faire  voir  de  la  même  maniéré 
que , fi  les  deux  angles  G & C font  égaux  entr^eux  ou  les  deux  autres 
O ôc  A , les  lignes  I L & M N font  parallèles. 

Cètte  propofition  peut  encore  fe  prouver  par  ^article  90  j car , u 
la  ligne  MN  n’étoitpas  parallèle  à IL,  quand  les  angles  D & H font 
égaux , une  troifieme  ligne  qu’on  fuppoferoit  parallèle  à 1 L , & qui 
couperoit  la  fécante  EF  au  même  point  que  MN , feroit  avec  EF  un 
angle  qui  ne  feroit  pas  égal  à l’angle  H , puifqu’il  feroit  différent  de 
celui  que  forme  M N avec  la  même  fécante.  Or  , cela  eft  contraire  à 
l’article  90. 

94.  Nous  avons  dit  que  les  deux  lignes  IL  & MNne  peuvent 
être . également  inclinées  vers  le  même  point  É fur  une  troifieme  EF 
fans, être  parallèles  ; mais  deux  lignes  peuvent  être  également  incli- 
nées vers  différents  points  fur  une  troifieme , fans  que  ces  deux  lignes 
foient  parallèles.  Cela  paroît  par  la  figure  3 3 ,dans  laquelle  les  deux 
lignes  IL  & MN.  peuvent  être  également  inclinées  fur  EF, 
quoiqu’elles  ne  foient  pas  parallèles,  l’une  étant  inclinée  vers  E 6c 
Fautre  veH  F. 

T H i O R B M B.  IL 

9 3.  Deux  lignes font  parallèles  , \°.Si  les  angles  alternes  inter ne& 
font  e'gaux.  Si  les  angles  alternes  externes  font  égaux,  f*.  Si  les 
deux  intérieurs  du  même  côté  de  la  fécante  valent  enfemhle  deux 
angles  droits.  4®.  Si  les  deux  extérieurs  du  même  coté  de  la  fée  ante 
valent  enfèmble  deux  angles  droits.  Ce  théorème  eff  la  propofition. 
inverfe  ou  réciproque  du  premier. 

Démonstratiox. 

Soient  les  deux  lignes  I L 6c  M N coupées  par  la  fécante  EF.  Il  faut 
prouver  en  premier  lieu  que , fi  les  angles  alrernes  internes  A 6c  D 
font  égaux , ces  lignes  font  parallèles.  L’angle  H ell  toujours  égal  à 
l’angle  A , à caufe  qu’ils  font  oppofés  au  fommet  : donc , fi  les 
angles  A 6c  D font  égaux  entr’eux , les  deux  angles  correfpondants 
H6cD  font  auflî  égaux;  6c  par  conféquent  les  lignes  IL  6c  M N 
font  parallèles  (93).  On  peut  prouver  la  même  chofe  par  rapport 
aux  autres  angles  alternes  internes  B 6cC,  qui  ne  peuvent  être  égaux> 
à moins  que  l’angle  extérieur  G ne  foitégal  à l’angle  intérieur  C. 

2®.  Si  les  angles  alternes  externes  G 6c  P font  égaux , les  lignes  IL 
& MN  font  parallèles  ; car  l’angle  B eft  néceflàirement  égal  à l’angle 
G:  donc,  fi  les  deux  angles  G 6c  P font  égaux,  les  deux  angles 
correfpondants  B &Pfontauffi  égaux,  6c  par  conféquent  les  lignes 
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IL  & MN  font  parallèles  (9  3).  On  peut  prouver  la  même  chofe  par  ?*• 
rapport  aux  deux  angles  alternes  externes  H & O qui  ne  peuvent 
être  égaux , à moins  que  Taftgle  intérieur  A ne  foit  égal  à l’angle 
extérieur  O. 

3“.  Si  les  deux  angles  intérieurs  B & D du  même  côté  de  la 
fecante  valent  enfemble  deux  angles  droits  , les  lignes  I L & M N 
font  parallèles  j car  les  angles  collatéraux  H & B , pris  enfemble  , 
valent  deux  droits  (54)  : par  conféquent , fi  les  angles  B & D valent 
auffi  deux  droits , il  faut  que  les  angles  correfpondants  H & D foient 
égaux  entr’eux  j ainfi , les  lignes  1 L & MN  font  parallèles.  On  peut 
prouver  la  même  choie  par  rapport  aux  deux  autres  angles  intérieurs 
A & G , qui  ne  peuvent  valoir  deux  droits,  à moins  que  l’angle  exté- 
rieur G ne  foit  égal  à l’angle  intérieur  G. 

4°.  Si  les  deux  angles  extérieurs  H & P , du  même  côté  de  la  fé- 
cante,  valent  enfemble  deux  angles  droits,  les  Hgnes  IL  & MN 
font  parallèles  ; car  les  deux  angles  collatéraux  D & P valent  deux 
droits  (54)  : donc,  fi  les  angles  H & P valent  aullî  deux  droits , il 
&ut  que  l’angle  extérieur  H foit  égal  à l’intérieur  D ÿ par  conféquent 
les  deux  lignes  1 L & M N font  parallèles.  On  peut  prouver  la  même 
chofe  par  rapport  aux  deux  angles  externes  G & O qui  ne  peuvent 
valoir  deux  angles  droits , à moins  que  l’angle  extérieur  G ne  foit 
égal  à l’intérieur  G du  même  côté  de  la  fécante. 

On  voit  que  la  démoitfiration  des  quatre  cas  de  ce  théorème  ne 
confifte  qu’à  prouver  que  , dans  l’hypothefe  de  chacun  de  ces  cas , 
les  angles  correfpondants  font  égaux  , & cela  fuffit  ; car , quand 
les  angles  correfpondants  font  égaux , les  lignes  font  néceifairement 
parallèles. 

C0B.01.LAIRB.  • 

« 

9 6.  Si  la  ligne  EF  eft  perpendiculaire  aux  deux  autres  IL  & MN , fis-  3» 
ces  deux  lignes  font  parallèles  : car  EF  étah,t  perpendic'ulaire  fur  IL 
ôcfurMN.,  les  angles  alternes  internes  EFN  & EFI  font  chacun 
droits  & par  conféquent  égaux  j donc  les  lignes  IL  & MN  font 
parallèles. 

Les  deux  lignes  IL,  M N ne  peuvent  être  toutes  deux  perpendi- 
culaires fur  EF , fans  que  cette  ligne  EF  foit  perpendiculaire  fur  les 
deux  premières  : on  peut  donc  dire  en  général  que,  fi  deux  lignes 
font  perpendiculaires  fur  une  troifieme , elles  font  parallèles  éntr’elle&- 
Cette  propofition  n’eft  pas  différente  dn  corollaire. 
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Théoebmb  III. 


Fig.  Î4-  97-  Si  deux  lignes  parallèles  , telles  qiifi  CD  5*  AB  , font  comprijès 

entre  deux  autres  lignes  parallèles , comme  AC  5*  BD , les  deux 
premières  font  égales  , ^ les  deux  autres  comprijès  entre  Les  premières 
font  aujji  égales  entt^ elles  / & de  plus  , les  angles  oppofés  , comme  A 

^ P ijont  égaux.  . 

« 

DiMO  MSTRATIOK. 
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Fig-  il- 


I.  Partie.  Les  deux  lignes  CD  & AB  font  égales;  car  les  lignes 
également  inclinées  entre  parallèles  font  égales  (86).  Or,  les  lignes 
C P & AB  font  entre  les  parallèles  A C & B D ; & d’ailleurs , elles 
font  également  inclinées  entre  ces  parallèles  (88)  , puifqu’elles 
font  parallèles  elles-mêmes , par  conféquent  elles  font  égales.  On- 
démontrera  de  la  même  maniéré  que  les  deux  parallèles  A C & B D 
font  égales. 

II.  Partie.  Les  angles  oppofés,  comme  A &D,  font  égaux 
entr’eux  ; car  l'angle  A joint  à l’angle  B vaut  deux  angles  droits 
(91),  parce  que  ce  font  deux  angles  intérieurs  du  même  côté  de 
lafécante  AB , entre  les  p>aralleles  AC  & BD.  Pareillement , l’angle 
D , joint  à l’angle  B , vaut  aufli  deux  angles  droits , à caufe  des  deux 
autres  parallèles  CD  & ÂB  (91);  par  conféquent , les  deux  angles 
oppofés  A & D font  égaux  entr’eux.  On  démontrera  de  la  même 
maniéré  que  les  deux  autres  angles  oppofés  B & C font  égaux,  en 
les  joignant  chacun  avec  l’angle  A ou  D. 

98.  De  ce  que  nous  avons  dit,  on  peut  conclure  qu’il  y a plufieurs 
marques  pour  connoître  fi  deux  lignes  font  parallèles. 

I Si  deux  perpendiculaires  comprifes  entre  ces  deux  lignes  font, 
égalés; car,  dans  ce  cas,  il  y aura  deux  points  d’une  ligne  qui  feront 
également  éloignés  de  l’autre  ligne  : par  conféquent , tous  les  autres 
points  de  la  première  feront  également  difiants  de  la  fécondé  ; ainfi  ces 
deux  lignes  feront  parallèles. 

a®.  Si  une  même  ligne  eft  perpendiculaire  à l’une  & à l’autre  (96). 

2°.  Si  les  angles , tels  que  H & D , formés  fur  Tune  & l’autre  ligne 
du  même  côté  (9  5)  par  une  troifieme , font  égaux. 

4**.  Si  les  angles,  foit  alternes  internes , foit  alternes  externes  ,. 
font  égaux  (95). 

. 5°.  Si  les  deux  angles , foit  intérieurs,  foit  extérieurs  du  même 
côté  de.  la  fécante  pris  enfemble , font  égaux  à deux  droits 

(^5)- 
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PROBLêlIIB. 

95.  Par  un  point  donné C » firer  une  parallèle  à une  ligne  donnée  Fig. 
telle  que  AB. 

Du  point  C , & d’un  intervalle  pris  à difcrétion , tirer  l’arc  indéfini 
BD  ; enfuite  du  point  B & de  la  même  ouverture  du  compas  , dé- 
crivez l’autre  arc  AC,  & prenez  avec  le  compas  fur  le  premier  arc, 
quiefi  indéfini , une  partie  BD  égale  à AC  : eafin  , tirez  une  ligne 
droite  qui  pafiè  par  les  deux  points  C & D ^ elle  fera  parallèle  à À B. 

Cela  eft  évident;  car , ayant  tiré  la  ligne  CB,  il  paroît  que  les 
angles  alternes  A B O ôr  B C D font  égaux , puifqu’ils  ont  pour  me- 
fures  les  arcs  égaux  A C & B D ; & par  conféquent  les  deux  lignes 
A B & CD  font  parallèles  (95). 

II  y a une  méthode  fait  commode  dans  la  pratique  de  tirer  une 
parallèle  à une  autre  ligne , telle  que  A B.  Il  faut'  prendre  une  ouver- 
ture de  compas  égale  à la  difiance  que  l’on  veut  mettre  entre  les 
parallèles , 6c  pofer  une  pointe  du  compas  vers  une  des  extrémités  de 
la  ligne  A B ; enfuite  on  décrira  avec  l’ouverture  qu’on  a prife , un 
arc  de  cercle  EF  : pareillement , on  appliquera  une  pointe  du  compas 
vers  l’autre  extrémité  delà  ligne  AB , en  gardant  toujours  la  même 
ouverture  du  compas , 6c  on  décrira  un  autre  arc  G H.  Si  on  tire  une 
ligne  CD  qui  touche  l’un  6c  l’autre  arcs  fans  les  couper,  cette 
ligne  fera  parallèle  à A B.  II  eR  à propos , dans  la  pratique  , que  les 
deux  points  qui  font  les  centres  des  arcs , foient  autant  éloignés  qu’il  * 
eft  poffible  l’un  de  l’autre. 

Pour  prouver  que  CD  fera  parallèle  à AB , il  faut  mener  des  points 
1 6c  L , que  nous  fuppofons  être  ceux  dont  on  a décrit  les  arcs , les 
perpendiculaires  IC  6c  LD  fur  la  ligne  CD  ; ces  perpendiculaires 
aboutiront  au  point  où  la  ligne  C D touche  les  arcs , comme  on  le 
verra  dans  le  fécond  corollaire  du  cinquième  théorème  fuivant.  Ainfi, 
ces  perpendiculaires  feront  des  rayons  des  arcs , par  conféquent  elles 
feront  égales  ; ainfi , les  deux  lignes  A B 6c  C D feront  parallèles. 
Qiioique  cette  méthode  ne  foit  pas  géométrique  comme  la  première, 
en  ce  qu’elle  nedéfigne  pas  le  point  auquel  la  ligne  CD  doit  toucher 
chacun  des  arcs , elle  n’eft  pas  moins  bonne  dans  la  pratique. 

Nous  avons  confidéré  jufqu’ici  les  lignes  droites,  ou  en  elles- 
mêmes  , ou  les  unes  par  rapport  aux  autres , foit  qu’elles  fe  rencon- 
trent , foit  qu’elles  ne  fe  rencontrent  jamais.  Nous  allons  les  confidé- 
rer  dans  la  fuite  en  tant  qu’elles  ont  rapport  à la  circonférence  d’uo 
cercle. 
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DES  LIGNES  DROITES  CONSIDÉRÉES 

PAK  RAPPORT  AU  CERCLE. 

♦ 

Les  lignes  droites  qui  ont  rapport  au  cercle  font  tirées , ou  d’un 
point  hors  du  cercle  & de  la  circonférence , ou  d’un  point  en  dedans 
du  cercle , ou  d’un  point  de  la  circonférence  même. 

loo.  Dans  le  premier  cas , lorfqu’une  ligne  eft  tirée  d’un  point  hors 
du  cercle , fi  elle  coupe  la  circonférence  , elle  eft  appellée  fecante  ex- 
térieure ; mais , fi  elle  touché  la  circonférence  fans  la  couper,  quoi- 
qu’elle foit  prolongée , on  l’appelle  tangente. 

Fig.  î7.  Les  lignes  AB  & AD  de  la  figure  37  font  des  (écantes  extérieures; 
& la  ligne  A B D , figure  43  , eft  une  tangente. 

I O I • Dans  le  fécond  cas , lorfque  la  ligne  droite  eft  tirée  d’un  point 
en  dedans  du  cercle , elle  eft  appellée  Jécamte  intérieure  ; telles  font 
Fig-  i9-  les  lignes  AB  & AD  de  la  figure  39  ; mais , fi  la  ligne  .eft  tirée  du 
centre  même  jufqu’à  la  circonférence , elle  prend  le  nom  de  rayon , 
comme  nous  avons  dit. 

102.  Dans  le  troifieme  cas , c’eft-à- dire , lorfque  la  ligne  droite 
eft  tirée  d’un  point  de  la  circonférence , & qu’elle  eft  auflî  terminée 
par  la  circonférence  , on  la  nomme  corde  ; & fi  la  corde  pafle  par 
le  centre , elle  prend  le  nom  de  diamètre  : c’eft  ce  que  nous  avons 
déjà  dit. 

Il  eft  à propos  d’obferver  ici  que  tout  arc  eft  concave  d’un  côté  ; 
* favoir , vers  le  centre , & convexe  de  l’autre  : c’eft  pourquoi , fi  on 
prend  un  point  hors  du  cercle , il  eft  vifible  que  la  partie  de  circon- 
férence la  plus  proche  de  ce  point  eft  convexe  à fon  égard , Ôc  que  la 
plus  éloignée  eft  concave  : par  exemple,  dans  les  figures  54>  55  Sc 
56,  l’arc  £F  eft  convexe  par  rapport  au  point  A , & l’arc  B D eft 
concave. 


Théo&bmb  L 

« 

103.  Une  ligne  qui  coupe  une  corde  peut  avoir  trois  conditions  .* 

1 ®.  Pajfer  par  le  centre.  2®.  Couper  la  corde  en  deux  parties  égales. 

2 Etre  perpendiculaire  à la  corde.  Or  , deux  de  ces  conditions  étant 
pojées  J la  troifieme  s’enfuit  nécejjairement. 

Démonstration. 

Fig. is.  I.  Cas.  Si  une.  ligne , comme  EF,  pafte  par  le  centre , & 
qu’elle  coupe  la  corde  A B en  deux  parties  égales , elle  eft  per- 
le centre,  fon 
poiat  C 


pendiculaire  à cette  corde  ; car , fi  elle  pane  par 


• < 


A 

S 


L I V R E P R E M I E R.  5^ 

point  C , qui  eft  le  centre  même , eft  également  éloigné  des  deux  Fîg. 
points  de  la  circonférence  A & B , qui  font  les  extrémités  de  la 
corde;  d’ailleurs,  püifque  par  l’hypothefe  la  ligne  EF  coupe  la 
corde  en  deux  parties  égales , Ir  point  d’interfeélion  D eft  encore 
également  diftant  des  deux  extrémités  A & B : il  y a donc  deux 
points  dans  la  ligne  EF  également  diftants  des  deux  extrémités  de 
la  corde  ; & par  conféquent  cette  ligne  eft  perpendiculaire  à la 
corde  (70). 

Ce  premier  cas  fuppofe  que  la  corde  A B n’eft  pas  un  diamètre  ; 
car,  fi  elle  étoit  un  diamètre  , la  ligne  EF  pourroit  n’être  pas  perpen- 
diculaire à cette  corde , quoiqu’eUe  paflat  par  le  centre , & qu’elle 
la  coupât  en  deux  parties  égales , parce  que  dans  ce  cas  le  centre  G 
.&  le  point  d’interfeâion  D feroient  le  même  point. 

II.  Cas.  Si  la  ligne  EF  pafle  par  le  centre  , & qu’elle  foit  per- 
pendiculaire à la  corde,  elle  coupe  la  corde  en  deux  parties  égales; 
car,  puifque  la  ligne  E F paflè  par  le  centre  , fon  point  C eft  égale- 
ment éloigné  des  deux  points  A & B de  la  circonférence  : ainfi , cette 
ligne  étant  fuppofée  perpendiculaire , tous  fes  autres  points  doivent 
être  également  éloignés  des  deux  mêmes  points  (68);  par  confé* 
quent  fon  point  d’interfeélion  D eft  aiifii  également  éloigné  des 
deux  extrémités  A & B de  la  corde , c’eft-à-dire , que  la  corde  eft 
coupée  en  deux  parties  égales. 

III.  Cas.  Enfin,  fi  la  ligne  EF  coupe  la  corde  en  deux  parties 
égales,  & qu’elle  foit  perpendiculaire  à la  corde,  elle  pafle  par  le 
centre  ; car  la  ligne  E F coupant  la  corde  en  deux  parties  égales , le 
point  d’interfeéfion  D eft  également  diftant  des  deux  extrémités 
A & B de  la  corde:  mais  d’ailleurs  cette  ligne  eft  fuppofée  perpen- 
diculaire à la  corde  ; donc,  étant  prolongée,  elle  pafle  par  tous  les 
points  du  même  plan  également  diftant  de  A & de  B (69).  Or,  le 
centre  eft  également  éloigné  des  deux  points  A & B qui  font  dans  la 
circonférence;  par  conféquent  la  perpendiculaire  EF  pafle  par  le 
centre  : ce  qu’il  falloir  démontrer. 

On  peut , par  ce  troifieme  cas , trouver  le  centre  d’un  cercle.  Il 
faut  tirer  une  corde,  comme  AB,  & mener.la  ligne  EF  qui  coupe 
la  corde  en  deux  parties  égales  , & qui  lui  foit  perpendiculaire  : 
cette  perpendiculaire , que  je  fuppofe  terminée  de  part  & d’autre 
à la  circonférence , fera  un  diamètre , puifqu’elle  paflera  par  le  centre; 
ainfi , en  prenant  le  milieu  de  cette  ligne , ce  fera  le  centre  du  cercle. 

Si , au  lieu  d’un  cercle , il  n’y  a qu’un  arc , il  faudra  fe  fcrvir  du 
cioquieme  Problème , article  34. 

II.  F ortie. 


K 


é 
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rv  ^^4*  Remarquez  que,  dans  les  trois  cas,  la  ligne  EF  coupe  le 
grand  arc  A£6«&  le  petit  arc  AFB  chacun  par  le  milieu  ^ car,  dans 
tous  ces  cas , la  ligne  E F a deux  points  , favoir  C & D , également 
éloignés  des  deux  points  A & B : ainfi , tous  les  autres  points  font 
auili  également  disants  des  deux  mêmes  points  A & B j par  confé> 
quent  le  point  £ eft  également  diftant  de  A & de  B : les  cordes  £ A 
& ËB  font  donc  égales  j ainli , les  arcs  £ A êc  £B  qu’elles  foutien- 
nent,  font  aufïï  égaux;  donc  le  grand  arc  A£B  eu  coupé  par  le 
milieu  : pareillement , le  point  F eR  également  diftant  de  A & de  B ; 
par  conféquent  le  petit  arc  A F B eR  audi  coupé  par  le  milieu. 

CoROLlAiaB  I. 

105.  Il  fuit  de  ce  Théorème  & de  la  remarque,  que  tout  rayon  , 
comme  CF,  perpendiculaire  à une  corde,  coupe  cette  corde  & 
Ton  arc , chacun  en  deux  parties  égales.  11  fuit  aullî  que  le  rayon 
qui  coupe  la  corde  en  deux  parties  égales , eR  perpendiculaire  à 
cette  corde» 


Corollaire  II. 

105  J?.  Deux  cordes  qui  fe  coupent  en  un  point  qui  eR  diffé- 
rent du  centre , ne  fe  coupent  pas  l’une  l’autre  en  deux  également  ; 
car,  fi  une  des  deux  cordes,  comme  EF,  pafle  par  le  centre , elle 
ne  fera  pas  coupée  en  deux  également , puifque , par  l’hypothefe , 
ces  deux  cordes  ne  Ce  coupent  pas  au  centre  du  cercle  ; & fi  ni  l’une 
ni  l’autre  ne  pafle  pas  par  le  centre , telles  que  font  les  deux  cordes 
AB,  GH,  elles  ne  fe  couperont  pas  non  plus  mutuellement  en  deux 
parties  égales  : car  foit  la  ligne  £ F qui  pafle  par  le  centre  & par  le 
point  d’interfeftion  D des  cordes  A B , G H , fi  ce  point  D coupoit 
les  deux  cordes  chacune  en  parties  égales , la  ligne  £ F qui  pafle  par 
]e  centre  & par  le  point  D , feroit  perpendiculaire  à l’une  & à l’autre  ^ 
ainfi,  ces  deux  lignes  feroient  ayAi  perpendiculaires  fur  £F,  quoi- 
qu’elles tombent  fur  le  même  point  D , ce  qui  eR  impoflible  (7 1 ). 

On  voit  bien  qu’une  des  deux  cordes  peut  être  coupée  en  parties 
égales;  mais  les  deux  ne  peuvent  fe  couper  mutuellement  <en 
deux  également , à moins  qu’elles  ne  paflent  toutes  deux  par  Je 
centre. 

TnioRÊME  IL 

Ts&îJ*  '^o6.Si  on  tire  c^un  même  point  A pilleurs  ligiMs  ^ comme  AB^ 
'AD,  AE,  terminées  à la  circonférence  ^ la  plus  longue  ejl  celle  qui 

ï 
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p*Jfe  par  le  centre  / la  plus  courte  ejl  Celle  qui  ejl  terminée  à un 
point  plus  éloigne' de  B , extrémité  de  la  ligne  qui  pajfc.  par  le  centre. 

Le  point  A peut  être  ou  hors  du  cercle,  figure  57,  ou  dans  la 
circonférence , figure  58  , ou  au  dedans  du  cercle,  figure  39. 11  faut 

{jrouver  dans  ces  trois  cas  que  la  ligne  AB,  qui  pafle  par  le  centre , eft 
a plus  longue  de  toutes , & que  la  ligne  A É eft  la  plus  courte.  Pour 
cela , il  faut  tirer  des  rayons  au  point  D & au  point  E : une  feule 
détnonftration  fuffira  pour  les  trois  figures. 

yii^ERTissEMENT.  Lorfqu’une  démonftration  s'applique  à 
plufieurs figures , il  eft  bon,  en  la  lifant,  de n^en  regarder  d^abord 
qu^unej  & après  avoir  bien  conçu  la  démonftration,  on  l’applique 
enfuite  aux  autres  figures  : ainfi , en  lifant  la  démonftration  fuivante  , 
il  eft  à propos  de  ne  regarder  d’abord  que  la  figure  37. 

DiMONSTRATIOM. 


I.  Partie.  Il  faut  prouver  que  la  ligne  AB  eft  la  plus  longue. 

La  ligne  brifée  A C D eft  plus  longue  que  AD  ( 5 ) , qui  eft  une 
ligne  droite  tirée  entre  les  deux  points  A âi  D.  Or,  la  ligne  AB  qui 
pafiè  par  le  centre , eft  égale  à la  ligne  A C D , parce  qu’elles  ont  la 
partie  commune  A C & des  reftes  égaux , fa  voir , les  rayons 
CB  & C D i donc  A B eft  plus  longue  que  A D.  On  peut  prouver 
pareillerhent  que  AB  eft  plus  longue  que  AE;  par  conféquent  la 
ligne  AB  eft  la  plus  longue  de  toutes  lignes  tirées  du  point  A à 
la  circonférence- 

II.  P A R T I E.  Il  faur  faire  voir  que  la  ligne  A E eft  la  plus  courte  , 
ou , ce  qui  eft  la  même  chofe , que  les  autres  lignes , comme  AD,  font 
plus  longues  que  AE^  La  ligne  brifée  CGD  eft  plus  longue  que  le 
rayon  C D (5)  ; donc  eBe  eft  auffi  plue  tongwe  que  l’autre  rayon  C E : 
par  conféquent , fi  on  ôte  C G,  qui  eft  une  partie  commune  à la  ligne 
C G D & au  rayon  C E ,.  le  reffe  G D fera  plus  grand  que  G E ; donc 
fi , à ces  deu^  reftes , on  ajoute  AG  ,.la  toute  A G D fera  plus  grande 
que  l’autre  toute  A G E.  Or,  cette  derniere  ligne  brifée  ÂGE  eft 
plus  longue  que  la  droite  AË  (5)  j par  conféquent  la  ligne  AGD  eft 
aufii  plus  longue  que  Aë:  ce  qu’il  falloii  démontrer. 

1 07.  Remarquez  que  , quand  le  point  A eft  hors  du  cercle , Ip 
Théorème  eft  toujours  vrai,  quoique  les  lignes  AD  & AE  ibient 
terminées  à la  partie  convexe  de  lü  cireonférence , comme  dans  la 
^gure  40  i.  ainfi  A£  eft  plus  couiite  que  AD,  parce  que -U  prqmiere  Fig. 
eft  terminée  à un  point  plus  éloigné  de  B que  la  féconde  : afin  de  le 
prouver,  il  fiiut  tirer  les  deux  rayions  CD  & CË>  hjgM.  AËÇ 
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fera  plus  courte  que  AD C à caufe  du  triangle  ACE  (70 5).  Donc, 
fi  on  retranche  les  rayons  CE,  C D , le  refte  AE  fera  moindre  que  1& 
rcfte  A D. 

C0R01.LÀI11B  I. 

108.  Dans  la  figure  38  , la  ligne  AB  eft  un  diamètre,  & les  lignes 
AD  & AE  font  des  cordes.  Il  fuit  donc  de  ce  Théorème  que 
le  diamètre  eft  plus  grand  qu’aucune  des  cordes  ; de  plus , il  eft 
évident  que  la  corde  AD  foutient  un  plus  grand  arc  que  la  corde 
AE.  Il  fuit  donc  aufli  que,  dans  un  même  cercle  ou  dans  des 
cercles  égaux , les  plus  grandes  cordes  foutiennent  de  plus  grands 
arcs  : réciproquement , l’arc  AED  étant  plus  grand  que  l’arc  A E , 
il  faut  que  la  corde  AD  foit  plus  grande  que  la  corde  AE,  puifque 
le  premier  de  ces  arcs  étant  plus  grand  que  le  fécond , le  point  D eft 
plus  proche  du  point  B que  le  point  E ; par  conféquent , dans  le 
même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux,  les  plus  grands  arcs  font 
foutenus  par  des  cordes  plus  grandes. 

CoKOXXAIRB  II. 

109.  Les  lignes  tirées  du  point  A à la  circonférence,  font  des 
fécantes  extérieures  dans  la  figure  37,  6c  ce  font  des  fécantes 
intérieures  dans  la  figure  39.  Il  fuit  donc  de  ce  Théorème,  que  de 
toutes  les  fécantes  extérieures  tirées  du  même  point , la  plus  longue 
eft  celle  qui  pafte  par  le  centre  & qui  eft  terminée  à la  partie  concave 
de  la  circonférence  : il  fuit  pareillement  que , de  toutes  les  fécantes 
intérieures  tirées  du  même  point,  la  plus  longue  eft  aufti  celle  qui 
pafle  par  le  centre. 

Théorêmb  III. 

1 1 0.  De  toutes  les  Je'cantes  extér  'uures  tirées  du  même  point  k lit . 
circonférence , celle  qui  , prolongée , pajjeroit  par  le  centre  ^ ejl  la 
plus  courte.  Pareillement , de  toutes  les  fécantes  intérieures  tirées 
du  même  point  à la  circonférence , celle  qui , prolongée , pajferoit 
par  le  centre , ejl  la  plus  courte. 

Ce  Théorème  auroit  pu  être  déduit  du  précédent  comme  un 
<^orollaire  : en  voici  une  démonftration  particulière. 

DéMONSTRATIOB.  ,■ 

• « 4 * « 

41.  I.  Partie.  Il  faut  prouver  que  des  deux  fécantes  extérieures  AF  . 
& AE,  la  première,  qui  eft  celle  qui  paftèroit  par  le  centre,  eft  la 
'^plus  courte.  Qjae  l’on  prolonge  la  fécante  AF  jufqu’au  centre  C > 
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& qu’on  tire  de  ce  centre  le  rayon  CE , on  aura  la  ligne  droite  AFC, 
plus  courte  que  la  ligne  brifée  AEC  (5);  donc , en  retranchant  de 
l’une  & de  l’autre  des  parties  égales,  favoir,  les  rayons  CF  & CE, 
les  reftes  feront  encore  inégaux.  Or , le  relie  de  la  première  ell  la 
fécante  AF , & le  relie  de  la  fécondé  ell  AE  : donc  la  fécante  AF 
ell  plus  courte  que  l’autre. 

IL  Partie.  Les  fécantes  intérieures  AF  & AE  font  tirées  du 
même  point  : je  dis  que  la -fécante  AF , qui , prolongée , palTeroit  par 
le  centre  C , ell  plus  courte  que  la  fécante  AE  ; car,  fi  on  prolonge 
AF  jufqu’au  centre  C,  & qu’on  tire  le  rayon  CE , on 'aura  les  deux 
rayons  CF  & CE  égaux.  Or  CE , qui  ell  une  ligne  droite  tirée  du 
point  C au  point  E , ell  plus  courte  que  CAE  : ainfi , l’autre  rayon 
CF  ell  aulfi  plus  court  que  CAE  ; donc , fi  on  retranche  CA,  qui  eft 
une  partie  commune  au  rayon  CF  & à la  ligne  CAE , le  relie  AF 
fera  plus  court  que  le  relie  AE  : ce  qu’il  falloir  démontrer. 

Les  deux  derniers  Théorèmes  renferment  les  quatre  propofitions 
fuivantes. 

î 10  B.  De  tout  f s les  fécante  r extérieures  » tirées  du  meme  point  à. 
la  partie  concave  de  la  circotdérence  t la  plus  longue  ef  celle  qui 
paJJ'e  par  le  centre  j & la  plus  courte  ef  celle  qui  ef  plus  éloignée 
de  cette  premiete. 

I loC.  De  toutes  les  fécantes  extérieures , tirées  du  même  point 
a la  partie  convexe  de  la  circonférence  , la  plus  courte  ef  celle  qui , 
prolongée  , pajfèroit  par  le  centre  y & la  plus  longue  ef  celle  qui  ef 
plus  éloignée  de  cette  première. 

1 1 G 2).  De  toutes  les  fécantes  intérieures  qui  font  tirées  du  même 
point  jufqu’à  la  circonférence , la  plus  longue  ef  celle  qui  pafe  par 
le  centre  ,•  les  autres  Jont  d* autant  plus  courtes  , qu  elles  font  plus 
éloignées  de  cette  première. 

1 1 0 De  toutes  les  fécantes  intérieures  qui  fnt  tirées  du  même 
point  jufqu*à  la  circonférence  , la  plus  courte  ef  celle  qui  , prolongée^ 
pajferoit  par  le  centre;  les  autres  fint  d*  autant  plus  longues, qu  elles 
Jont  plus  éloignées  de  cette  première.  Cette  quatrième  propojition  ef 
renfermée  dans  la  iroifeme. 

1 1 0 Il  ell  évident  que  deux  fécantes  extérieures , tirées  du 
même  point,  l’une  à droite,  l’autre  à gauche , de  celle  qui  pafle  par 
le  centre,  ou  qui  y palTeroit  étant  prolongée,  & qui  font  également 
éloignées  de  cette  fécante , font  égales,  pourvu  qu’elles  foient  toutes 
les  deux  terminées  à la  partie  concave  de  la  circonférence,  ou  toutes 
deux  à la  partie  convexe..  11  en  ell  de  même  de  deux  fécantes 


Fig.  4V 


Fig.  37* 


Fig.  40W 


Fig.j5» 


Fig.  4^ 
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intérieures:  il  paroîc  auilî  qu*il  ne  peut  y avoir  que  deux  fécantes 
tirées  d’un  même  point  diiFérent  du  centre , qui  foient  égales  entre 
elles  ; d’où  il  fuit  que , fi  on  peut  tirer  trois  fécantes  d’un  même 
point  qui  foient  égales  , ce  point  eft  le  centre  du  cercle. 

I io(î.  On  peut  conclure  de- là  que  deux  circonférences  ne 
peuvent  fe  couper  qu’en  deux  points;  car,  fi  elles  fe  coupoient  en 
trois  points , on  pourroit  mener  du  centre  de  l’une  trois  lignes  aux 
trois  points  d’interfeétions  qui  feroient  égales  , puifque  ce  feroient 
des  rayons  de  cette  circonférence  ; par  conféquent , ces  trois  inter- 
feétions  étant  aufil  des  points  de  l’autre  circonférence  , le  point  d’où 
l’on  auroit  tiré  les  trois  lignes  égales  feroit  aufiî  le  centre  de  la 
fécondé  circonférence  : ainfi , ces  deux  circonférences  ayant  le  même 
centre , ne  pourroient  pas  fe  couper  ; ce  qui  eft  contre  l’hypothefe. 
11  eft  donc  impofiible  que  deux  circonférences  fe  coupent  en  trois 
points. 

TnéoBÊiiB  IV. 

III.  Une  ligne  perpendiculaire  à l* extrémité  d*un  rayon  ne 
touche  la  circonfeirence  que  dans  un  Jèul  point. 

DiMONSTRATION. 

>ig. 4h  Soit  la  ligne  ABD  perpendiculaire  à l’extrémité  du  rayon  CB: 
je  dis  qu’elle  ne  touche  le  cercle  qu’au  feul  point  B;  car,  fi  on  tire 
les  deux  lignes  CE  & CF,  elles  feront  obliques  fur  la  ligne  AB D 
(71) , parce  qu’elles  font  tirées  du  même  point  que  le  rayon  perpen- 
diculaire CB  : donc  ces  obliques  feront  plus  longues  que  le  rayon 
perpendiculaire  ; par  conféquent  elles  ont  leurs  extrémités  E & F 
au-delà  du  cercle  & de  la  circonférence  : donc  ces  points  E & F ne 
touchent  pas  la  circonférence.  On  peut  dire  la  même  chofe  de  tout 
autre  point  diftingu.é  de  B ; & par  conféquent  la  ligne  ABD  ne 
touche  te  cercle  qu’au  feul  point  B. 

CoROI.Li.IR  s. 

lia.  Toute  ligne  perpendiculaire  à Fextrêiiiitê  d’un  rayon  eft 
donc  une  tangente,  puifque,  ne  touchant  le  cercle  que  dans  un 
feul  point , elle  ne  peut  couper  la  ôtcoolercnce. 

. Theorbub  V. 

9 I 

» P • , 

113.  tangente  ejl  perpendicidaire  au  rayon  ^ui  ejl  tiré  au 
point. de  contiogence.  Qe  Théorème  eft  la  propofîtion  ioveife  on 
réciproque  du  Cortftlake  précédîent. 
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DÊMO  NSTftATIOM. 

. Soit  la  tangente  ABD  qui  touche  le  cercle  au  point  B,  auquel  Fig  4}, 
on  a tiré  le  rayon  CB  : il  faut  démontrer  que  la  tangente  eft  perpea* 
diculaire  au  rayon. 

Puifque  la  tangente  ne  coupe,  pas  la  circonférence , elle  n’entre 
pas  dans  le  cercle,  & par  conléquent  il  eft  impoflible  de  tirer  du 
centre  à la  tangente  une  ligne  plus  courte  que  le  rayon  C B ; donc 
ce  rayon  eft  perpendiculaire  à la  tangente  (73)  > & réciproquement, 
la  tangente  eft  perpendiculaire  au  rayon. 

C O R O L L A I R B I. 

• f » • 

.114.  La  tangente  ne  touche  le  cercle  qu’en  un  feul  points  car, 
le  rayon  C B étant  perpendiculaire , toute  autre  ligne  tirée  du 
centre  C fur  la  tangente  eft  oblique  , & par  conféquent  plus  longue 
que  ce  rayon  : ainfi , elle  aura  fon  extrémité  hors  de  la  circonfé- 
rence ; donc  le  point  de  la  tangente  auquel  elle  aboutira,  ne  tou- 
chera pas  la  circonférence.  On  peut  démontrer  la  même  chofe  de 
tout  autre  point  différent  du  point  B j donc  la  tangente  ne  touche 

la  circonférence  qu’en  ce  point. 

« 

COROLXAIRB  II. 

. . ; . . i 

1 1 5.  De  ces  trois  conditions,  fa  voir , pafler  par  le  centre,  aboutîB 
au  point  de  contingence , être  perpendiculaire  à la  tangente  , deux 
étant pofées,  latroifterae  s’enfuit  nécefiairement.  1°.  lIparoît,par 
la  démonftration  du  Théorème , que  tout  rayon  tiré  au  point  de 
contingence , ou  , ce  qui  revient  au  même  , toute  ligne  qui  pafle. 
par  le  centre  âe  qui  aboutit  au  point  de  contingence , eft  perpendi*' 
culaire  à la  tangente,  a*’.  11  fuit  de-làque,  ft  une  ligne  paftè  par  le 
centre , Ôc  qu’elle  foit  perpendiculaire  à la  tangente , il  faut  qu’elle 
aboutifte  au  point  de  contingence  ÿ car  cette  fécondé  ligne  ne  peut 
être  différente  de  la  première , autrement  on  pourroit  tirer  du 
centre  deiuc  perpendiculaires  fur  la  tangence.  3°.  U fuit  auffi  que, 
fi  une  ligne  aboutit  au  point  de  contingence,  ^ qu’elle  foit  perpen- 
diculaire à la  tangence , il  faut  qu’elle  piaffe  par  le  centre  ^ car.  cette 
troifîeme  ligne  né'  peut  être  différente  de  la  première  ou  de  la 
fécondé.,  autrement  on  pourrait  tirer  du  point  de;  contingence  deux 
perpendiculaires  fur  la  tangente. 

* 1 


F/ig.  4Î- 


Fig.  44. 
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Corollaire  I.II. 

• 

1 1 6.  On  ne  peut  mener  qu’une  tangente  au  même  point  de  la 
circonférence  ; car  toute,  tangente  eft  perpendiculaire  fur  l’extré- 
mité du  rayon  tiré  au  point  de  contingence.  Or , il  ne  peut  y avoir 
qu’une  perpendiculaire  fur  l’extrémité  (71)  d’une  ligne;  par  confé- 
quent , il  eÂ  impoflible  de  mener  deux  tangentes  au  même  point  de 
la  circonférence. 

T H é O R^E  M B VI. 

117.  On  ne  peut  tirer  au  point  de  contingence  aucune  ligne  droite 
qui  pajje  entre  la  circonférence  & la  tangente  ; mais  on  y peut  faire 
pajfer  une  infinité  de . lignes  circulaires. 

Démonstratiok. 

• m 

' , * * 

I.  Partie..  Qjiie  l’on  tire  la  ligne  droite  G B au  point  de 
contingence  ; il  faut  démontrer  qu’elle  ne  peut  paflèr  entre  la 
circonférence  & la  tangente  AB  D. 

Cett.e  tangente  étant  perpendiculaire  à l’extrémité  du  rayon  CB, 
il  eft  néceflaire  que  la  ligne  G B foit  oblique  C71)  au  même  rayon  ; 
par  conféquent  ce  rayon  eft  aufli  oblique  fur  la  ligne  G B : donc  , 
fi  du  centre  C on  tire  la  perpendiculaire  C H fur  cette  ligne , elle 
fera  plus  courte  que  le  rayon  CB,  qui  eft  oblique  ; donc',  fon  extré- 
mité H fera  au-dedans  du  cercle  donc  la  ligne  G HB  coupe  le 
cercle , & ainfi  elle  ne  palTe  pas  entre  la  circonférence  & la 
tangente. 

On  peut  concevoir  que  la  ligne  G B s’approche  de  la  tangente  , 
en  faifant  defcendre  le  point  G ; mais  la  même  démonftration 
fubfîftera  toujours  jufqu’à  ce  que  la  ligne  G B foit  appliquée  fur  la 
tangente,  & qu’elle  ne  fafle  plus  qu’une  même  ligne  avec  elle  ; ce 
qui  fait  voir  que , quand  on  tireroit  au  point  de  contingence  une 
ligne  droite  qui  feroit  plus  proche  de  la  tangente , elle  couperoit 
toujours  le  cercle. 

II.  P A R T I E.  On  peut  faire  pafler  une  infinité  de  lignes  circu- 
laires par  le  point  de  contingence , entre  la  tangente  AB  D ôc  la 
petite  .drconférence  dont  le  rayon  eft  CB;  car,  foit  prolongé  lo 
rayon  CB  jufqu’au  point  G,  & que  de  ce  point,  comme  centre, 
& de  l’intervalle  G B , on  décrive  la  grande  circonférence , il  faut 
démontrer  qu’elle  pafîe  entre  la  tangente  & la  petite  circon-» 
férence , enfbrte  qu’eUe  ne  coupe  ni  la  tangente  ni  la  petite 
circonférence,  ' 

V ^ ^ 


! 
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I *.  La  grande  circonférence  ne  coupe  pas  la  tangente  du  petit  Fîg.  ««4 
cercle  ; car  fon  rayon  G B eft  terminé  au  même  point  B que  le 
rayon  du  petit  cercle  : ainli , la  ligne  AB  D n’eft  pas  coupée  par  la 
grande  circonférence  j mais  elle  eft  tangente  par  rapport  au  grand 
& au  petit  cercle. 

2®.  La  grande  circonférence  ne  coupe  pas  la  petite  j pour  le  faire 
voir  , il  n’y  a qu’à  démontrer  que  les  deux  circonférences  n’ont  pas 
d’autre  point  commun  que  le  point  B.  Or , il  eft  aifé  de  démontrer 
que  tout  autre  point  de  la  grande  circonférence  différent  du  point  B > 
par  exemple  le  point  F , n’eft  pas  commun  à la  petite  ; car , foit  tirée 
la  ligne  G F , cette  ligne  C F eft  fécante  intérieure  par  rapport  au 
grand  cercle , laquelle  ne  pafferoit  pas  par  le  centre , & la  ligne  C B 
eft  aufli  une  fécante  intérieure  du  même  cercle , qui , prolongée  , 
pafferoit  par  le  centre  : donc  la  ligne  C F eft  plus  longue  que  C B 
(i  lo).  Or,  les  deux  lignes  CB  & CE,  qui  font  rayons  du  petit 
cercle , font  égales  ; par  xonféquent  C F étant  plus  longue  que  CB, 
elle  eft  aufli  plus  longue  que  CE  : donc  le  point  F n’eft  pas  le  même 
que  le  point  E qui  appartient  à la  petite  circonférence.  On  démon- 
trera la  même  chofe  de  tout  autre  point  de  la  grande  circonférence 
par  rapport  à tous  ceux  de  la  petite , excepté  le  point  B ; par 
conféquent,  les  deux  circonférences  n’ont  d’autre  point  commun 
que  le  point  B ; donc  la  grande  ne  coupe  pas  la  petite  : d’ailleurs , 
elle  ne  coupe  pas  la  tangente  ÿ elle  paffe  donc  par  le  point  de 
contingence  entre  la  petite  circonférence  & la  tangente  : ce  qu’il 
falloit  démontrer. 

Si  on  prolongeoit  le  rayon  G B au-delà  de  G , on  pourroit  décrire 
de  nouvelles  circonférences  qui  pafferoient  toutes  entre  la  tangente 
& la  petite  circonférence  qui  a pour  rayon  C B. 

COROLXAIRE. 

WJ  B.  W fuit  de-là  que , fî  une  circonférence  en  touche  une  autre 
dans  laquelle  elle  eft  renfermée , elle  ne  la  touche  que  dans  un  point. 

11  fuit  aufli  de  l’article  1 1 4 que , fi  deux  cercles  fe  touchent  par 
dehors , ils  ne  fe  touchent  pareillement  que  dans  un  point  ; car , fi 
une  ligne  droite  ne  touche  une  circonférence  que  dans  un  feul 
point , à plus  forte  raifon  une  autre  circonférence  ne  touchera  la 
première  que  dans  un  feul  point. 

1 18. 11  paroit  d’abord  furprenant  que  l’on  puiflê  faire  paflèr  une 
ligne  circulaire  entre,  la  tangente  & une  moindre  circonférence, 
quoique  l’on  n’y  puifte  pas  faire  pafter  une  ligne  droite , puifqus 
il.  Fofüfi  f 
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celle-ci  n’a  pas  plus  de  largeur  que  la  ligne  circulaire , ou  plutôt  on 
les  regarde  l’une  & l’autre  comme  n’en  ayant  aucune  ; mais  ce  qui 
fait  la  différence  entre  l’une  & l’autre  ligne , c’eft  que  la  droite  va 
toujours  félon  la  même  direftion , & de-là  vient  qu’elle  ne  peut 
parvenir  jufqu’au  point  de  contingence  fans  couper  la  circonférence  : 
au  contraire , la  ligne  circulaire  fe  détourne  & renferme  la  moindre 
circonférence  ; c’eft  ce  qui  fait  qu’elle  arrive  au  point  de  contingence 
fans  la  couper. 

1 1 9.  On  peut  encore  remarquer,  fur  ce  Théorème  , que  Fefpace 
compris  entre  la  circonférence  & la  tangente , à côté  du  point 
de  contingence , peut  être  divifé  en  une  infinité  ,de  parties , 
puifqu’on  peut  décrire  une  infinité  de  circonférences  qui  palTeront 
toutes  par  différents  points  de  cet  efpace , & qui  n’auront  d’autre 
point  commun  que  le  point  de  contingence,  comme  on  vient 
de  le  démontrer;  d’où  il  fout  conclure  que  la  matière  eft  divi- 
fible  à l’infini , & qu’elle  n’eft  pas  compofée  de  points  inétendus  i 
mais,  fi  d’un  côté  la  Géométrie  démontre  que  les  points  de  la 
matière  font  étendus  > elle  fournit  d’ailleurs  les  deux  difficultés 
fuivantes , qui  femblent  prouver  que  le  point  de  contingence  n’eû 
pas  étendu. 

La  première  eft  prife  du  premier  Corollaire  du  cinquième 
Théorème:  car,  dira- 1- on,  fuppofcHis  un  globe  parfait,  pofé  fur 
un  plan  parfait;  il  eft  facile  de  faire  voir,  comme  dans  ce 
Corollaire , que  le  {dan  ne  touche  le  globe  que  dans  un  feul  point ,. 
qui , par  conféquent , doit  être  fans  étendue  ; car , fi  le  point  du 
plan,  ou  plutôt  celui  du  globe  qui  lui  répond,  étoit  étendu,  il 
pourroit  être  divifé  en  plufieurs  autres  points  ; ainfi , lè  globe  tou- 
cheroit  le  plan  en  plufieurs  points , ce  qui  eft  impoffible , félon  le 
Corollaire. 

Voici  la  fécondé  difficulté.  Si  le  point  de  contaél  du  globe  étoit 
étendu , fa  furface  qui  touche  le  plan  , feroit , ou  courbe  comme 
une  petite  calote , ou  plate.  Or , l’un  & l’autre  paroît  impoffible. 
I®.  Cette  furface  ne  peut  être  courbe,  parce  qu’une  furface  qui 
touche  un  plan,  doit  correfpondre  au  plan , & par  conféquent  doit 
être  plate  elle- même  dans  l’endroit  par  lequel  elle  touche.  2®.  Cette 
furface  du  point  de  côntaét  ne  peut  être  plate , autrement  le  globe 
ne  feroit  pas  rond,  ce  qui  eft  contre  l’hypothefe  ; par  conféquent  le 
point  de  contaét  n’eft  pas  étendu. 

On  peut  répondre  que  cette  furface  du  point  de  contingence 
le  globe  eft  plate  x niais  qu’elle  eft  infiniment  petite , ce  qui 
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n’empêche  pas  la  rondeur  du  globe,  parce  que  deux  rayons  du 
globe , dont  Pun  eft  tiré  au  centre  de  cette  furface  & l’autre  à la 
circonférence,  ne  peuvent  différer  que  d’une  quantité  infiniment 
.petite.  Or , deux  lignes  qui  ne  different  que  d’une  quantité  infiniment 
pedte , font  confidérées  comme  égales  i par  conféquent , cette 
furface  plate  n’empêche  pas  que  les  rayons  du  globe  ne  foient 
confidéres  comme  égaux  : ainfî , de  même  que  le  cercle  n’efl  qu’un 
polygone  régulier  d’une  infinité  de  côtés  infiniment  petits , pareille^ 
ment  un  globe  n’eft  qu’un  corps  qui  eft  terminé  par  des  furfaces 
plates  infiniment  petites;  enforte  qu’il  ne  peut  y avoir  de  cercles  qui 
ne  foient  pas  terminés  par  des  lignes  droites  infiniment  petites , ni  de 
globes  qui  ne  foient  pas  terminés  par  des  furfaces  planes  infiniment 
petites.  Voyez  VHiJloire  de  L* Académie  des  Sciences  de  zjraz, 
page  74. 

On  peut  aufli  répondre  à la  première  difficulté , tirée  du  Corol- 
laire du  cinquième  Théorème,  que,  quand  on  démontre  qu’il  eft 
impoflible  de  tirer  plufieurs  lignes  du  centre  au  point  de  contin- 
gence , on  confidere  pour  lors  le  centre  & le  point  de  contingence 
comme  deux  points  fans  étendue  ; mais , fi  on  regarde  ces  points  en 
eux-mêmes  & tels  qu’ils  font,  il  efl  certain  qu’ils  ont  de  l’étendue; 
car , le  centre  fait  partie  du  cercle , & le  point  de  contingence  fait 
aufïï  partie  de  la  tangente  & de  la  circonférence.  Or , il  efi  évident 
que  des  chofes  étendues,  telles  que  font  le  cercle,  la  circonférence 
èc  la  tangente,  ne  peuvent  être  compofées  de  points  inétendus; 
ainfi , le  centre  & le  point  de  contingence  ont  de  l’étendue. 

Nous  donnerons  les  Problèmes  fur  les  tangences , après  avoir 
parlé  de  la  mefure  des  angles , d’oh  dépend  la  méthode  donc  nous 
nous  fervirons  pour  tirer  une  tangente  d’un  point  donné  hors  de  la 
circonférence  du  cerde. 

I>E  LA  MESURE  DES  ANGLES  QUI  N'ONT  PAS  LÈUR  SOMMET 

AU  CtSTRB  DU  CMRCLK. 

Nous  avons  dit  qu’un  angle , dont  le  fommet  eR  au  centre , a 
pour  mefure  l’arc  compris  enne  fes  côtés  ; mais  il  y a des  angles 
dont  le  fommet  efl  à la  circonférence  ; il  y en  a d’autres  qui  ont  leur 
fommet  hors  du  cercle  : enfin , il  y en  a donc  le  fommet  efl  dans  le 
cercle , entre  le  centre  & la  circonférence. 

120.  Ceux  qui  ont  leur  fommet  à la  ctrconfi^encé  de  qui  font 
faimés  par  des  cordes , fisot  appeilés  angles  injerits  / tel  cR 
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l’angle  E A D , figure  47  : ceux  qui  ont  aulli  leur  fommet  à Ta 
circonférence  , & qui  font  formés  par  une  corde  & par  une 
SI-  tangente , comme  BAD  & GAD , figure  52,  font  appellés  angles 
du  Jegment. 

1 2 1 . On  entend  par  Jègment  la  partie  du  cercle  terminée  par 
une  corde , & par  l’arc  foutenu  par  cette  corde  : tel  eft  l’ef- 
pàce  ADF  contenu  entre  la  corde  A D & l’arc  A F D.  Or , toute 
corde  qui  ne  pafTe  pas  par  le  centre  , divife  le  cercle  en  deux 
fegments  inégaux , dont  l’un  eR  nommé  le  petit  Jègment , comme 
A D F , & l’autre  le  grand  Jègment , comme  A D £ ; c’eft  pour  cela 
que  l’angle  B A D eft  appelle  V angle  du  petit  Jègment  s & l’autre 
GAD,  qui  eft  fupplément  du  premier eft  appellé  V angle  du 
grand  Jegment. 

L’angle  qu’on  nomme  infcrit , comme  BAD,  figure  47 , eft 
auftî  appellé  angle  dans  le  Jègment j parce  que,  fi  on  conçoit  une 
corde  BD  qui  joigne  les  extrémités  des  deux  côtés  de  l’angle 
infcrit , elle  partagera  le  cercle  en  deux  fegments , dans  l’un  defquels 
eft  renfermé  l’angle  infcrit. 

122.  L’angle  qui  a fon  fommet  hors  du  cercle , & qui  eft  formé 
par  deux  tangentes , eft  appellé  circonfcrit  : tel  eft  l’angle  BAD,. 
figure  5 6.  Les  autres  angles  qui  n’ont  pas  leur  fommet  au  centre 
n’ont  pas  de  noms  particuliers. 

11  s’agit  de  favoir  quelle  eft  la  mefure  de  tous  ces  angles  qui  n’ont 
pas  leur  fommet  au  centre.  Avant  de  le  déterminer , il  faut  établir 
Fa  vérité  du  Lemme  fuivant , dont  nous  nous  fervirons  dans  la:  - 
démonftration  des  propofitions  fur  cette  matière. 

LEMME. 

12^.  Lorjque  deux  parallèles  coupent  ou. touchent  une  circoije- 
rence , les  arcs  compris  de  part  & d* autre  Jont  égaux. 

11  peut  arriver  trois  cas.  i**.  Qiie  les  deux  parallèles  coupenn 
la  circonférence,  a**.  Qii’une  des  parallèles  touche  la  circonfé^ 
rence  & que  l’autre  la  coupe.  3°.  Que  les  deux  parallèles  touchent 
la  circonférence  fans  la  couper.  Or , dans  ces  trois  cas , les 
arcs  compris  de  part  6c  d’autre  entre  les  deux  parallèles  font 
égaux. 

DiMOMSTRATIOM. 

4!.  1*.  Si  les  deux  parallèles , comme  GH  6c  IK , coupent  le  cerdev 

le&  arcs  G1  6c  HK  font  égaux. j car.,  en  tirant  la  Hgne  £F 
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qui  pafTe  par  le  centre  O , & qui  Toit  perpendiculaire  aux  deux  pig, 
cordes  parallèles,  le  grand  arc  lEK  eÂ  coupé  en  deux  parties 
égaies  El  & EK  (104).  Par  la  même  raifon , Tare  G E H eft 
coupé  en  deux  parties  égales  E G & E H j par  conféquent , H on 
été  ces  deux  dernieres  parties  des  deux  premières,  favoir  EG 
de  El,  & EH  de  EK,  les  reRes  GI  & HK  feront  égaux  r 
ce  qu’il  falloit  démontrer.  « 

2**.  Si  une  des  parallèles , comme  C D , touche  le  cercle , & que 
l’autre , 1 K , le  coupe , les  deux  arcs  FI  & F K , compris  entre 
ces  parallèles , font  égaux  ; car , li  la  ligne  EF  paffe  par  le  centre,. 

& qu’elle  foit  tirée  au  point  de  contingence  F , elle  fera  nécelTaire- 
ment  (115)  perpendiculaire  à la  tangente  ; par  conféquent , cette 
ligne  EF  fera  aulfî  perpendiculaire  a l’autre  parallèle  IK  (92)1 
donc  cette  parallèle  1 K étant  une  corde , l’arc  1 F K qu’elle  foutienc 
eft  coupé  ( 1 04  ) en  deux  parties  égales , qui  font  les  arcs  F I & F K 
compris  entre  les  parallèles. 

Si  les  deux  parallèles,  comme  AB  & CD,  touchent  le 
cercle , les  deux  arcs  EGIF  & EHKF  font  aufli  égaux.  Pour 
le  démontrer,  je  tire  la  ligne  EF  qui  paiTe  par  le  centre  , & qui  foit 
perpendiculaire  à la  tangente  CD,  elle  fera  aufli  perpendiculaire  à 
l’autre  tangente  parallèle  AB  (92^  Or , la  ligne  EF  paflànt  par  le 
centre , & de  plus , étant  perpendiculaire  aux  tangentes  AB  & C D , 
fl  faut  qu’elle  vienne  aboutir  aux  points  de  contingence  E & F de 
ces  tangentes  (115);  ainfi,  la  ligne  EF  qui  pafle  par  le  centre,  & ' 

qui  par  conféquent  eft  un  diamètre,  aboutit  de  part  de  d’autre  au 
point  de  contingence  ; donc  les  deux  arcs  compris  de  part  & d’autre 
entre  les  parallèles , font  des  demi- circonférences  j donc  ces  arcs  font 
égaux  : ce  qu’il  falloit  démontrer. 

ThÉORBMB  L BT  BONOÀHBHTAX. 

1 24.  L* angle  inferit , c’eft-à-dire , qui  a Jbn  Jommet  à la  circon^ 
JerencCy  & qui  ejl  formé  par  deux  cordes^  a pour  mejure  la  moitié' 
de  Varc  compris  entre  fis  cotés. 

Ce  Théorème  a trois  cas,  parce  qu’il  peut  arriver  ou  qu’un 
des  côtés  pafle  par  le  centre  : tel  eft  l’angle  BAD , flgure  46 , ou 
que  le  centre  fe  trouve  entre  les  deux  côtés , comme  dans  la 
figure  47  , ou  enfin  que  le  centre  foit  hors  de  l’angle  & des  deux 
côtés,  comme  dans  la  figure  48*  11  faut  feire  voir  que,  dans  ces^  . 
trois  cas , l’angle  a pour  mefure  la  moitié  de  l’arc  BD,  fur  lequel 
fl  ell  appuyé.  . 
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Dbmohsthation. 

rig-  I.  Cas.  Si  le  côté  AB  de  l’angle  BAD  pafle  par  le  centre  C , tirez 
par  ce  centre  la  ligne  E F parallèle  à l’autre  côté  AD , vous  aurez  les 
deux  angles  B CF  & BAD  égaux  (90)  j parce  que  les  lignes  EF 
& AD  font  parallèles , 6c  que  ces  deux  angles  font  du  même  côté  de 
la  fécante  AB , le  premier  extérieur , & l’autre  intérieur.  Or  , l’angle 
BCF , ayant  fon  fommet  au  centre , a pour  mefure  l’arc  B F (42) 
compris  entre  Tes  côtés  i donc  l’angle  BAD,  qui  lui  ell  égal , a aulÉ 
pour  fa  mefure  le  même  arc  B F.  11  refte  à faire  voir  que  cet  arc  B E 
eft  la  moitié  de  BF  D ; en  voici  la  démonülration  : l’arc  B F ed  égal 
à l’arc  AE , parce  que  ces  deux  arcs  font  mefures  d’angles  égaux  (60), 
lavoir  BCF  6c  ACE,  qui  font  oppofés  au  fommet.  Pareillement, 
l’arc  D F eft  égal  au  même  arc  AE , puifqu’ils  font  compris  entre 
parallèles  : donc  les  deux  arcs  B F 6c  DF  font  égaux  ; donc  ils  font 
chacun  la  moitié  de  l’arc  entier  B F D.  Or , on  vient  de  démontrer 
que  l’arc  B F eft  la  mefure  de  l’angle  BAD  ; ainfi  , cet  angle  a pour 
mefure  la  moitié  de  l’arc  fur  lequel  il  eft  appuyé. 

flg.  47.  II.  Cas.  Si  le  centre  eft  entre  les  deux  côtés  de  l’angle  BAD , il 
&ut  tirer  une  ligne  du  fommet  A qui  palfe  par  le  centre,  elle 
divifera  l’angle  BAD  en  deux  autres,  fa  voir  , BAF  6c  FAD.  Or,  le 
premier  de  ces  angles  a pour  mefure  la  moitié  de  l’arc  B F,  à caufe 
de  fon  côté  AF  qui  paftè  par  le  centre  : par  la  même  raifon  , l’autre 
angle  FAD  a pour  mefure  la  moitié  de  l’arc  F D ; donc  l’angle  total 
BAD  a pour  mefure  la  moitié  de  B F 6c  la  moitié  de  F D , c’eft-à< 
dire,  la  moitié  de  l’arc  BD  compris  entre  fes  côtés. 

Fi*.  4S.  111*  Cas.  Si  le  centre  eft  hors  de  l’angle  ôc  des  deux  côtés,  il  faut 

tirer  du  fommet  une  ligne  telle  que  AF  qui  paftè  par  le  centre  j cette 
ligne  formera  l’angle  DAF,  qui  a pour  fa  mefure  la  moitié  de  l’arc 
F D , ou , ce  qui  eft  la  même  chofe , la  moitié  de  l’arc  F B , plus , la 
moitié  de  l’arc  BD.  Or,  l’angle  FAB,  qui  eft  une  partie  de  l’angle 
total  DAF,  a pour  mefure  la  moitié  de  l’arc  F B , à caufe  du  côté  AF 
qui  paftè  par  le  centre  ; par  conféquent , l’angle  BAD , qui  eft  l’autre 
partie  de  l’angle  total , a pour  mefure  la  moitié  de  B D , autrement 
l’angle  total  DAF  n’auroit  pas  pour  mefure  la  moitié  de  F B , plus’, 

la  moitié  de  B D.  ■ 

• » • 

CoROXXAIRB  I. 

rîg.49.  1x5-  Tous  les  angles  inferits,  comme  BAD,  B ED,  BFD, 

appuyés  fur  le  même  arc  BD,  font,  égaux  > parce  qu’ils  ont  tous 
■pour  mefure  la  moitié  de  cet  arc  fur  lequel  ils  font  appuyés. 


r 
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COROIXAIRB  II. 

126.  Un  angle , comme  B C D , qui  a fon  fommet  au  centre , & Fjg.  50* 
qui  eft  appuyé  fur  le  même  arc  que  Fangle  infciit  BAD , eft  le 
double  de  cet  angle  infcrit  ; cela  paroît  évidemment , parce  que 
l’angle  qui  a fon  fommet  au  centre,  a pour  mefure  l’arc  entier  BD 

fur  lequel  il  eft  appuyé , au  lieu  que  l’angle  infcrit  n’a  pour  mefure 
que  la  moitié  du  même  arc. 

On  ne  doit  pas  être  forpris  fi  l’angle  BCD  eft  plus  grand  que 
l’angle  BAD , quoiqu’ils  foient  tous  les  deux  appuyés  fur  le  même 
arc  i car , la  grandeur  d’un  angle  dépend  de  l’ouverture  de  fes 
côtés  (41).  Or,  il  eft  vifîble  que  l’ouverture  qui  eft  entre  les  côté* 
du  premier  angle,  eft  plus  grande  que  celle  qui  eft  entre  les  côtés 
du  fécond. 

CoROlLAIRB  IIL 

127.  Un  angle  infcrit,  comme  BAD,  qui  eft  appuyé  fur  lé  Fi». 
diamètre  BD,  eft  droite  car  l’aj^le  ne,  peut  être  appuyé  fur  le 
diamètre  BD,  qu’il  ne  le  foit  auiu  fur  la  de  mi- circonférence.  Or, 
tout  angle  infcrit,  appuyé  fur  la  demi- circonférence , eft  droit, 
parce  qu’il  a pour  mefure  la  moitié  de  la  demi-circonférence,  ou  lé 
quart  de  la  circonférence. 

* . . . , 

CoROI,XAIRB  IV. 

= 1 28.  L’angle  infcrit  BAE,  appuyé  fur  un  arc  plus,  grand  que  la 
demi  - circonférence  , eft  obtus  j & au  contraire,  l’angle  B AF, 
appuyé  fur  un  arc  moindre  que  la  demi-circonférence,  eft  aigu  s 
cela  eft  évident. 

• Les  angles  infcrits  AEB,  ADB,  AFB,  AG  B,  font  égaux, 
parce  qu’ils  font  appuyés  fur  le  même  arc  AIB  j ainfi’,  quoique  le 
fommet  de  l’angle  infcrit  fe  foit  approché  du  point  de  B en  allant 
de  E en  G , l’angle  a confervé  la  même  grandeur , & il  la  conférve-. 
roit  toujours , quoique  fon  fonwnet  s’approchât  de  plus  en  plus  du 
point  B,  jufqu’à  ce  qu’étant  arrivé  à ce  point,  il  difparoîtroit  tout 
d’un  coup  entièrement.  Or,  comment  fe  peut  il  faire  que  cet  angle 
devienne  à rien  fans  diminuer  par  degré  ?M.  Clairaut,  de  l’Académie 
des  Science»-,  qui  fe  propOfe  celte  difficulté  dans  la  3“*'  partie  de  fes 
Éléments  de  Géométrie  , art.  XVIII,  y répond  fort  bien  , en  difant 
que  l’angle  infcrit  n’eft  pas  réduit  à rien  quand  le  fommet  eft  en  B j 
mais  qu’il  eft  devenu  l’angle  du  fegment  ABH,  formé  par  la 
corde  AB  & la  tangente  HL.  En  effet»  le  côté  inférieur  F B ou  G B 


\ 
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de  l’angle  infcrit  s’approche  d’autant  plus  de  la  direâion  de  la 
tangente , que  le  fommet  s’approche  plus  près  du  point  B j & quand 
• il  y eft  arrivé,  ce  côté  fe  confond  avec  la  tangente,  & le  côté 
fupérieur  avec  la  corde  AB  ; par  conféquent , l’angle  infcrit  devient 
alors  l’angle  du  fegment-  Or , cet  angle  a aulH  pour  mefure  la  moitié 
de  l’arc  AIB , comme  on  le  va  voir  dans  le  Théorème  fuivant. 

Thborbmb  il 

SX.'  1*9-  Un  angle  du  fegment  ^ comme  BAD,  pour  mefure  la 
moitié  de  l*arc  KVï)  y Jôutenu  par  la  corde  AD. 

DéMONSTKATIOH. 

Soit  tirée  la  ligne  D E , parallèle  à la  tangente  GAB , les  deux 
angles  alternes  B AD  & ADE  font  égaux.  Or,  l’angle  infcrit  ADE 
a pour  mefure  la  moitié  de  l’arc  AE  (124)  ; donc  l’angle  B AD 
a auin  pour  mefure  la  moitié  du  même  arc  AE.  Or , les  deux  arcs 
AFD  & AE  font  égaux  (123)  à caufe  des  parallèles  GAB  & DE  ; 
donc  l’angle  BAD  a pour  mefure  la  moitié  de  l’arc  AFD. 

L’angle  du  grand  fegment  GAD,  qui  eft  fupplétnent  du  premier, 
a aufli  pour  mefure  la  moitié  de  l’arc  AED,  foutenu  de  l’autre 
côté  par  la  corde  AD;  car  ces  deux  angles,  pris  enfemble,  étant 
égaux  à deux  angles  droits  (54) , ont  pour  mefure  la  moitié  de  la 
circonférence.  Or  , la  mefure  du  premier  angle  BAD  eft  la  moitié 
de  l’arc  AFD;  par  conféquent , l’autre  angle  GAD  a pour  mefure 
la  moitié  du  relie  de  la  circonférence,  c’en- à-dire , la  moitié  de 
l’arc  AED. 

CoROLLAiRB. 

1 29  B.  Si  un  angle  infcrit , comme  AED  & l’angle  du  fegment 
' BAD,  ont  le  même  arc  AFD  compris  entre  leurs  côtés , ils  font 
égaux  entr’eux , car  ils  ont  tous  deux  pour  mefure  la  moitié  de 
cet  arc. 

Theorbmb  III. 

Fî*'  5J.  1 30-  Un  angle  y comme  BAD , formé  par  la  corde  AD  & par  le 

côte  AB  , qui  ejl  la  partie  de  la  corde  E A prolongée  hors  du  cercle  , 
a pour  mefure  la  moitié  de  la  fomme  des  arcs  AD  & AE  foutenus 
par  Les  cordes^ 

DiMONSTRATIOM. 

L’angle  infcrit  EAD  & l’angle  BAD , pris  enfemble  , font  égaux 

à deux  angles  droits  (54)»  p^r  conféquent , ils  ont  pour  mefure  la 

moitié 
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moitié  de  la  circonférence.  Or , Pangle  infcrit  E A D a pour  mefure 
la  moitié  de  l’arc  ED  (124)»  donc.fon  fu^plémenc  BÂDapour 
mefure  la  moitié  du  refte  de  la  circonférence , c’eft-à-dire , la  moitié 
de  la  fomme  des  arcs  A D & A E.  * 

Thbo&emb  IV. 

1 5 1 . ang'le  , comme  BAD  , qui  a Jon  fommet  hors  du  cercle , & ^ ^ 
dont  les  côtés  coupent  le  cercle  ou  le  touchent  en  un  point , et  pour 
mefure  la  moitié'  de  la  différence  qui  e(l  entre  Varc  concave  B D ^ 

Varc  convexe  E F compris  entre  les  côtés  de  V angle  : par  exemple , 

^ l’arc  concave  BD  eft  de  1 00  degrés , & que  l’arc  convexe  E F foit 
de  40 , la  différence  ou  l’excès  de  l’un  fur  l’autre  fera  de  60  degrés , 
dont  la  moitié  eft  30;  ainfi,  l’angle  B AD  aura  pour  mefure  un  arc 
de  30  degrés. 

Ce  théorème  a tiois  cas  : le  premier  eft  lorfque  ,les  deux  côtés  de 
l’angle  coupent  le  cercle,  comme  B AD,  figure  54  j le  fécond, 
quand  un  des  côtés  coupe  le  cercle  & que  l’autre  le  touche , comme 
BAD , figure  5 5 i le  troifieme,  lorfque  les  deux  côtés  touchent  le 
cercle  , & forment  un  angle  circonfcrit  : tel  eft  l’angle  BAD,  figure  , 

5 6.  Une  feule  démonftration  fuifit  pour  les  trois  cas. 

Démonstration. 

Du  point  F , où  le  côté  A D coupe  ou  touche  la  circonférence , tirez 
la  ligne  F G parallèle  à l’autre  côté  A B , l’arc  G D fera  là  différence  , 
c’eft-à-dire  , l’excès  de  l’arc  concave  B D fur  l’arc  convexe  E F ; car 
l’arc  convexe  E F eft  égal  à l’arc  B G,  à caufe  des  parallèles.  Or  , 

G D eft  l’excès  de  l’arc  concave  B D fur  là  partie  B G : donc  G D eft 
aiifti  la  différence  ou  l’excès  de  l’arc  concave  fur  l’arc  convexe  E F, 
Refte  donc  à faire  voir  que  l’angle  B AD  a pour  mefure  la  moitié  de 
l’arc  G D ; ce  que  je  démontre  en  cette  maniéré  : l’angle  A eft  égal  à 
l’angle  F , à caufe  des  parallèles  A B & F G.  Or , l’angle  F ou  G F P 
a pour  mefure  la  moitié  de  l’arc  G D ; ainfi , la  moitié  de  cet  arc  eft 
auftl  la  mefure  de  l’angle  A ou  BAD. 

Corollaire. 

1 3 2.  Si  un  angle , qui  à fon  fommet  hors  du  cercle , eft  appuyé  Atr  . ; 

le  diamètre  , ou , ce  qui  revient  au  même , fi  l’arc  concave  compris 
entre  fes  côtés  eft  égal  à la  demi-circonférence , cet  angle  eft  aigu  : 
car  l’arc  concave  compris  entre  fes  côtés  étant  égal  à la  demi-circonfé- 
rence , il  a pour  mefure  moins  du  quart  de  la  circonférence  \ par 
conféquent  il  eft  aigu. 

IL  Partit,  ' g 
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En  confidérant  les  angles  qui  n’ont  pas  leur  fommet  au  centre  V 
nous  avons  parlé  jufqu’ici , i de  ceux  qui  ont  leur  fomtnet  à la  cir- 
conférence. 2®.  De  ceux  qui  ont  leur  fommet  hors  du  cercle  5 il  nous 
refte  à parler  de  ceux  qui  ont  leur  fommet  en  un  point  qui  eft  au- 
dedans  du  cercle  , & différent  du  centre.  C’ell  ce  que  nous  ferons 
dans  le  théorème  fuivant. 

TnioiLBMB  V. 

jg&w’  *35’  cingle  y comme  B AD>  dont  le  Jommet  ejl  le  centre  5*  Ix 
circonférence  , a four  mejitre  la.  moitié  de  la  fomme  des  arcs  BD  6*  EF 
compris  départ  6*  d’autre  entre  fis  côtés  prolonges  au-delà  du  fommet. 
Tirez  du  point  F la  ligne  F G P,  parallèle  au  côté  AD-  U peut 
arriver  trois  cas  : le  premier  eft,  lorfque  cette  parallèle  coupe  la  cir- 
conférence , enforte  que  le  point  d’interfeâion  G eft  vers  le  point 
D , comme  dans  la  figure  57  ; le  fécond , quand  la  parallèle  F G P eft 
tangente  , comme  dans  la  figure  58  ; le  troifîeme,  lorfqu’elle  coupc 
la  circonférence  , enforte  que  le  point  d’interfeâdon  G eft  du  côté 
du  point  E , comme  dans  la  figure  59.  Il  faut  prouver  que,  dans  cès 
trois  cas  , l’angle  B AD  apour  mefure  la  moitié  delà  fomme  des  arcs 
B D & E F compris  de  part  & d’autre  entre  fes  côtés  prolongés  au- 
delà  du  fommet. 


DéMOH$TB.ATIOM. 

» 

N 

Kg.  57-.  I.  Cas.  Il  eft  évident  que  l’angle  B AD  eft  égal  à l’angle  BFP 
ou  BF  G , à caufe  des  parallèles  A D & FG.  Or  , l’angle  BFG  a 
,pôûr  mefure  la  moitié  de  l’arc  BD  G (f24) , ou  , ce  qui  eft  la  même 
.chofe , la  moitié  de  la  fomme  des  arcs  BD  & DG  : donc  l’angle  BAD 
a auflî  pour  mefure  la  moitié  de  ces  mêmes  arcs  BD  & DG  ; mais 
■EF eft  égala  DG  (123),  parce  que  ces  deux  arcs  font  entre  paral- 
lèles , par  conféquent  l’angle  BAD  a pour  fa  mefure  la  moitié  de  la 
fomme  des  arcs  BD  & EF. 

P».  58-:  ÎI.  Cas.  • La  démonftration  eft  la  même  que  dans  le  premier  , 

puifque  l’angle  BFP,  égal  à l’angle  BAD,  a toujours  pour  mefure  la 
moitié  de  la  fomme  des  arcs  BD  & DG  (i  29)  , & que  l’arc  EF  eft 
encore  égal  à DG  (125),  comme  dans  le  premier  cas. 

ïig.  55».'  lil.  Cas.  Les  deux  angles  BAD  & BAE , pris  enfemble , font 
égaux  à deux  angles  droits  (54),  & par  conféquent  ils  ont  pour 
mefure  la  moitié  de  la  circonférence.  Or,  l’angle  BAE  a pour 
•mefure  la  moitié  de  la  fomme  des  arcs  BE  & DF , compris  de  part  & 
•d’autre  entre  fes  côtés  prolongés,  comme  il  patoît  par  le  premiét 


« 


L I V R ^ P -R  ® M I E R.  ■ 
efts  : ^oflc  Ton  Tupplémetnc  BAD  a pour  mefure  la  moitié  du  reile  .1 
de  la  circonférence , c’eft-à-dire,  la  moitié  de  la  Tomme  des  arcs  BD. 

& EF. 

On  peut  réduire  ces  trois  cas  à un  feul , en  tirant  la  ligne  FD  dans 
une  des  trois  ligures  dont  on  vient  de  fe  Tervir , par  exemple , dans  la 
cinquante-huitiemeÿcar  alors  on  aura  le  triangle  AFD,  dont  les  deux 
angles  intérieurs  F & D ou  BFD&EDF  font  oppofésà  l’angle  exté- 
KÎeur  BAD  : ainli , cet  angle  eft  égal  à'  la  femme  des  deux  premiers 
(pa.fi)  :or,  l’angle  inferit  BFD  a pour  mefure  la  moitié  de  l’arc 
BD  compris  entre  Tes  côtés  (i  a4l-  Pareillement , l’autre  angle  inf- 
erit EDF  a pour  mefure  la  moitié  de  l’arc  EF  ; par  coniéquent 
l’angle  extérieur  BAD , égal  à la  fomme  de  ces  deux  angles  inferits  ,a 
pour  mefure  la  moitié  de  la  fomme  de  leurs  arcs  BD  & EF. 

Si  l’angle  avoit  fon  fommet  au  centre , comme  l’angle 
BCF  (fig.  46.) , il  auroit  toujours  pour  mefure  la  moitié  de  la  fomme 
des  arcs  compris  entre  Tes  côtés  prolongés  : car  cet  angle  BCF  a pour 
mefure  l’arc  BF.  Or  , l’arc  BF  eft  égal  à la  moitié  de  la  fomme  des 
aresBF  &ËA  , compris  entre  les  côtés  prolongés  de  l’angle  , puifque 
çes  deux  arcs  font  égaux.  On  peut  donc  dire  généralement  que 
tout  angle  qui  a Jon  fommet  en  dedans  du  cercle  , a pour  fa  mefiire  la 
moitié  de  la  fomme  des  arcs  compris  de  part  & d*  autre  entre  fis  cotés 
prolongés^ 

Corollaire. 

* 

134.  Si  un  angle  dont  le  fommet  eft  entre  le  centre  & la  circon- 
férence , eft  appuyé  fur  le  diamètre , ou , ce  qui  eft  la  même  chofe , 

£ l’arc  compris  entre  fes  côtés  eft  égal  ^ la  demi- circonférence , cet 
angle  eft  obtus  j car  il  a pour  mefure  non-feulement  la  moitié  de  la 
demi-circonférence , mais  aufti.la  moitié  de  l’autre  arc  compris  entre 
les  côtés  projbpgésau-delà  du  fommet. 

Problème  J. 

155.  D*un  point  4pnné,  comme  ^ la.  circonférence  > tirer  Fig. 

une  tangente. 

Tirezunfayon  au  pomtJB  a cnfuite  élevez  fur  J’extrêroité  .de  ce 
rayon  la  perpendiculaire  AB  > elle  fe?9  iangeette  lau  point  ,B  ( 1.1  a).  . 

Probl.bmb  il 

h 

1 3Ô.  D* un  point  donné , comme  A , hors  de  la  çirconférence , tiret 
une tangent(i%  _ . . . . , ^ .4 


y 
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fv-  ^ Tirez  une  ligne  du  point  A au  centre  du  cercle } coupez  cette 
ligne  par  le  milieu  , que  je  fuppofe  être  le  point  O ; après  quoi , du 
point  O , comme  centre , & de  l’intervalle  OA , décrivez  une  circon- 
férence , elle  coupera  la  première  en  deux  points  : fi  du  point  A on 
tire  une  ligne  à un  des  points  d’interfeâion , telle  que  la  ligne  AB , 
elle  fera  tangente  du  cercle  donné. 

La  raifon  en  eft  que , fi  on  tire  le  rayon  CB  au  point  d’interfec- 
tion  , on  aura  l’angle  ABC  appuyé  fur  le  diamètre  du  cercle  qu’on 
vient  de  décrire  j par  conféquent  cet  angle  efi  droit  : donc  la  ligne  AB 
efi;  perpendiculaire  fur  l’extrémité  du  rayon  : donc  elle  efi  tangente 
(112). 

DES  LIGNES  PROPORTIONNELLES. 


Il  ne  fera  peut-être  pas  inutile  de  répéter  quelque  chofe  de  ce  que 
nous  avops  dit  dans  le  traité  des  raifons  & des  proportions,  afin 
d’entendre  plus  facilement  les  propofitions  fuivantes  fur  les  lignes 
proportionnelles. 

Une  raifon  ou  un  rapport  (il  s’agit  ici  de  la  raifon  géométrique)^ eft 
la  maniéré  dont  une  grandeur  en  contient  une  autre  : par  exemple  , 
la  raifon  d’une  ligne  de  1 2 pieds  à une  ligne  de  4 pieds  efi  exprimée 
par  3 , parce  que  la  première  ligne  contient  trois  fois  la  fécondé. 

1 37.  Il  eft  évident  que  , plus  l’antécédent  d’une  raifon  eft  grand 
le  conféquent  demeurant  le  même , plus  aufil  la  raifon  efi  grande  : 
par  exemple  , la  'raifon  d’une  ligne  de  1 2.  pieds  à une  ligne  de  4 
pieds  efi  plus  grande  que  la  raifon  d’une  ligne  de  8 pieds  à la  même 
ligne  de  4 pieds  , parce  que  1 2 contient  plus  de  fois  4 que  8 ne 
contient  la  même  grandeur  4 : au  contraire , l’antécédent  demeurant 
le  même  , la  raifon  efi  d’autant  plus  petite  que  le  conféquent  eft 
grand  : par  exemple , la  raifon  de  1 5 à 5 efi  moindre  que  la  raifon 
de  1 5 à 3 , parce  que  1 3 contient  moins  de  fois  ^ qu’il  ne  coiv- 
tient  3. 

138.  La  raifon  de  deux  grandeurs  efi  égale  à celle  de  leurs  parties 
femblables  , ou , ce  qui  revient  au  même  , la  raifon  des  parties  fem- 
blables  eft  égale  à celle  des  grandeurs  entières  : par  exemple , la  rai- 
fôn  de  25  à 20  efi  égale  à celle  de  100  à 80.  C’efi  ce  que  nous 
avons  établi  dans  le  fixieme  principe  fur  les  vaifons. 

139.  Lorfque  deux  raifons  font  égales , elles  forment  une  propor- 
tion : par  exemple , la  raifon  de  1 2 à 4 & celle  de  1 5 à 5 forment  une 
proportion , parce  que  ces  deux  raifons  font  égales.  Or , nous  avons 
dit  qu’il  y avoit  les  trois  cas  où  les  raifons  font  égales  le  premier  , 


i 
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quand  chacun  des  antécédents  contient  fon  conféquent  exaâement 
ou  fans  rede  > & le  même  nombre  de  fois , comme  dans  Pexemple 
qu^on  vient  de  rapporter  -,  le  fécond  ^ quand  chacun  des  antécédents 
contient  l’aliquote  pareille  de  fon  conféquent  fans  refte , & le 
même  nombre  de  fois  : par  exemple  , la  raifon  de  1 8 à 24  ed  égale 
à celle  de  9 à 12  , parce  que  18  contient  autant  de  fois  6 que  9 
contient  3 ; or , 6 & 3 font  des  aliquotes  pareilles  de$  conféquents 
24  & 1 2.  Le  troifieme , quand  chacun  des  antécé;dents  contient 
également  l’aliquote  pareille  de  fon  conféquent , & qu’il  y a des 
relies  des  antécédents  qui  fontentr’eux  comme  les  aliquotes  pa- 
reilles : par  exemple,  la  raifon  de  20  à 24  ell  égale  à celle  de  10  à 
12,  parce  que  20  contient  autant  de  fois  6 que  1 o contient  3 ; 8c 
d’ailleurs  les  reRes  des  antécédents , favoir  2 & i > font  entr’eux 
comme  les  aliquotes  pareilles  6 & 3. 

140.  Lorfqu^on  dit  que  plulieurs  grandeurs,  comme  A , B,  C , 
D , font  proportionnelles  à tant  d’autres , telles  que  a , b , c , d , 
cela  lîgnilie  que  les  premières  font  les  antécédents , & les  autres  les 
conféquents  de  raifons  égales  i enforte  que  A.a::B.b:;C.c:: 
D .d. 

S’il  n’y  a que  deux  grandeurs  de  part  & d’autre  , comme  A , 
B d’un  côté , & a , b de  l’autre  , & qu’on  dife  que  les  deux  premières 
font  proportionnelles  aux  deux  fécondés,  on  entend  que  la  raifon 
des  deux  premières  ell  égale  à celle  des  deux  fécondés  , c’ell  à-dirc, 
que  A.  B : : a . b J ou  que  les  deux  premières  grandeurs  font  les 
antécédents  , enforte  que  A . a : : B . b : cette  fécondé  proportion 
n’ell  que  l’alterne  de  la  première. 

11  faut  encore  fe  fou  venir  que  deux  lignes,  font  réciproques  à 
deux  autres , lorfque  les  deux  premières  font  les  extrêmes  d’une 
proportion  dont  les  deux  autres  font  les  moyens. 

141.  Une  ligne  ell  divifée  en  moyenne  & extrême  raifon  , lorf- 
qu’elle  ell  partagée  en  deux  parties  inégales  , dont  la  plus  grande  eft 
moyenne  proportionnelle  entre  la  ligne  entière  & la  plus  petite  par- 
tie : ainfi , B A , fig.  74 , eft  divifée  en  moyenne  & extrême  raifon  au 
point  E , fi  la  ligne  entière  BA  eft  à la  grande  partie  EA  , comme 
cette  grande  partie  E A eft  à la  petite  BE  j enforte  qu’on  a la  pro- 
portion 6A  . EA  : : EA  . BE. 

142.  Une  ligne  eft  multipliée  par  une  aiitre  , lorfque  l’on  prend 
la  première  autant  de  fois  qu’il  y a de  points  dans  l’autre  : par 
exemple  , pour  multiplier  AC  par  CD  (Liv.  11,  fig-  20.)  il  faut 
prendre  la  ligne  AC  autant  de  fois  qu’il  y a de  points  dans  la  ligne 
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CD,  c’èft-à-dire  que  , pour  avoir  le  produit  de  AC  par  CD,  ‘îl  fau5 
concevoir  qu’à  chaque  point  de  la  ligne  CD , on  a élevé  des  lignes 
égales  Sc  parallèles  à AC  : ce  quf  rempliroit  l’efpace  ACDB  ; c’eft 
pourquoi  le  produit  d’une  ligno  par  une  autre  forme  un  reétangle  ^ ôc 
ü ces  deux  lignes  font  égales , le  redfangle  eft  un  quarré  , comme 
dans  la  figure  2 1 , Liv.  II , où  le  côté  AB  eft  égal  à la  bafe  EC.  On 
donnera  dans  le  fécond  livre  les  définitions  de  reélangle  & de 
qu  arré. 

14}.  Remarquez  que  , quand  on  conçoit  qu’une  ligne  eft  mul- 
tipliée par  une  autre  , on  fuppofe  que  la  première  eft  perpendicu- 
laire à la  fécondé. 

1 44.  Il  faut  obferver  pour  le  théorème  fui  vant  que , fi  deux  lignes , 
comme  EF  ôc  GH,  comprifes  dans  un  efpace  pâ(rallele,  font  cou- 
pées par  des  parallèles , il  eft  évident  qu’une  de  ces  lignes  fera  di- 
vifée  en  autant  de  parties  que  l’autre  ; & fi  une  des  lignes  eft  divifée 
en  parties  égales  entr’elles , l’autre  fera  auflî  divifée  en  autant  de 
parties  égales  entr’elles  : par  exemple  , fi  EF  eft  divifée  en  quatre 
parties  égales  , qu’on  peut  nommer  P ; l’autre  , favoir  GH  , fera 
pareillement  coupée  en  quatre  parties  égales  entr’elles  , qu’on  peut 
nommer  S ; ainlî , dans  cette  hypothefe  EF  = 4 P , ôc  GH  = 4 S. 
De  même  , les  deux  lignes  AB  ôc  CD  étant  renfermées  dans  un 
efpace  parallèle  , fi  AB  eft  coupée  par  des  parallèles  en  trois  parties 
égales , l’autre  ligne  CD  fera  aulît  coupée  en  trois  parties  égales 
cntr’elles. 
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145.  Lorfque  deux  lignes  comprifes  dans  un  ejpace  parallèle  ^ 
font  autant  inclinées  que  deux  autres  lignes  enj^ermees  dans  un- 
autre  efpace  parallèle  , les  deux  premières  font  proportionnelles 
aux  deux  autres. 

Soient  les  deux  lignes  AB  ôc  CD  autant  inclinées  dans  leur  eC- 
pace  parallèle  que  les  deux  lignes  EF  ôc  GH  dans  le  leur  ; enforte 
que  AB  ôc  EF  foient  également  inclinées  , ôc  que  CD  ôc  GH  foient 
auflî  également  inclinées  : il  feut  prouver  que  AB  . EF  ; : CD  . GH, 
ou  alternando  , AB  . CD  : ; EF  . GH. 

T 

DÉMONSTaATI.ON. 

$ 

Si  on  prend  fur  EF  la  partie  El  égale  à AB , ôc  qu’on  tire  la 
'parallèle  IL  ,1’efp^ce  pai;alleie  compris  en  EG  & -IL  fera  égal  à 
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celui  qui  eft  entre  AC  & BD  : par  conféquent , on  aura  la  partie  Fîg-  «ti 
GL  égale  à la  ligne  CD,  puifque  ces  deux  lignes  font . également 
inclinées  dans  ces  efpaces.  Or , il  eft  clair  que  El  & GL  font  des 
parties  femblables  des  lignes  EF  & GH  , c^eft- à-dire , que  li  El 
eft , par  exemple , la  moitié  ou  les  trois  quarts  de  la  ligne  EF  , 

G L fera  aufli  la  moitié  ou  les  trois  quarts  de  la  ligne  GH  5 
car  la  ligne  IL  étant  parallèle  aux  deux  autres  EG  & FH , il 
faut  qu^elle  divife  femblablement  EF  & GH.  Mais  d’ailleurs  les 
parties  femblables  font  proportionnelles  aux  grandeurs  entières 
(138)-  Par  conféquent , El .'  GL  : : EF . GH.  Donc  , fi  à la  place  des 
parties  El  & GL , on  prend  les  lignes  AB  & CD , qui  leur  font 
égales , on  aura  AB . CD  : : EF  . GH  , ou  alternando  , AB  .EF  : : 

CD  . GH.  Ce  qu’il  falloir  démontrer. 

Voici  une  autre  démonftration  qui  paroîtra  peut-être  plus  rigou* 
reufe , mais  qui  eft  auftt  plus  di£5cile. 

♦ 

Autbb  Dé^onst&ation. 

Q.u*on  fuppofe  la  ligne  EF  divifée  en  parties  ég^es , par  exemple^ 
en  quatre  , dont  chacune  foit  nommée  P ; enfuite  qu’on  tire  des 
parallèles  par  les  points  de  divifion  i elles  couperont  la  ligne  GH 
en  autant  de  parties  é'gales  entr’elles  (87)  , quoiqu’inégales  aux 
parties  de  la  ligne  EF  : chacune  des  parties  de  GH  foit  nommée  - 

5 i ainfi , de  même  que  la  ligne  EF  fera  égale  à quatre  P , la  ligne 
GH  fera  auflî  égale  à quatre  S. 

Enfin , qu’on  prenne  une  des  parties  P du  conféquent  EF 

6 qu’on  voie  combien  de  fois  elle  eft  contenue  dans  l’antécédent 
entier  AB,  alors  on  connoitra  qu’elle  y eft  contenue  exactement 
un  certain  nombre  de  fois  fans  refte , ou  bien  il  y aura  quelque 
refte. 

Suppofons,  I®.  qu’elle  y eft  contenue  exactement , par  exem- 
ple , trois  fois  fans  refte  } alors  -y  en  tirant  des  parallèles  par  les  points 
de  divifion  de  AB  , la  ligne  CD  fera  pareillement  divifée  en  parties 
égales  entr’elles , & aux  parties  de  la  ligne  GH , puifque , comme 
AB  & EF  font  également  inclinées  j de  même  , ces  deux  lignes  CD 
& GH  font  fuppofées  également  inclinées:  donc  la  ligne  AB  fera, 
égale  à 3 P,  & la  ligne  CD  égale  à 3 S ; ainfi , au  lieu  des  quatre 
lignes  AB , EF,  CD  , GH  , on  aura  3 P , 4P,  38,4$.  Or , il 
eft  évident  que  la  proportion  3 P. 4P:  :38.4s  eft  vraie , puifque 
les  aliquotes  pareill.es  des  conféquents  ,favoir,  P & S ^ font  contenues 
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.Pg.  16.  trois  fois  chacune  dans  leur  antécédent  : ainfî , dans  ce  premier  cas , 
AB . EF  : : CD  . GH. 

2°.  Si* P,  aliquote  de  EF  , quelque  petite  qu’elle  foit,  n’eft  pas 
contenue  exaâement  dans  l’antécédent  AB } & que  par  conféquenc 
S , aliquote  pareille  de  GH  , ne  foit  pas  contenue  exaétement  dans 
l’antécédent  CD  , il  ne  laifle  pas  d’y  avoir  proportion , comme  dans 
le  premier  cas  ; enforte  que  la  raifon  de  AB  à EF  eft  égale  à la  raifon 
de  CD  à GHi  car , fi  la  première  raifon  n’étoit  pas  égale  à la  fécondé, 
elle  feroitplus  petite  ou  plus  grande.  Or,  Fun  & l’autre  eftimpoflible. 

- Premièrement , la  raifon  de  AB  à EF  n’eft  pas  moindre  que  celle 
de  CD  à GH  ; car , fi  elle  étoit  moindre  , en  ajoutant  quelque 
chofe  à l’antédédent  AB  ( ce  qui  augmenteroit  la  raifon  (137)»  on 
pourroit  la  rendre  égale  à celle  de  CD  à GH.  Or,  quelque  petite 
partie  qu’on  ajoute  à l’antécédent  AB , elle  rendra  la  raifon  de  AB  à 
EF  plus  grande  que  celle  de  CD  àGH.  Suppofons  que  la  partie  ajou> 
tée  , que  je  nomme  X , foit  égale  ou  plus  grande  que  la  centième 
partie  P de  EF  : je  dis  que  la  raifon  de  AB-j-X  à EF  eft  plus  grande 
que  celle  de  CD  à GH  ; car  i’aliquote  P fera  contenue  un  certain 
nombre  de  fois  dans  AB , par  exemple  75  fois,  avec  un  petit  refte 
moindre  que  P,  & l’aliquote  pareille  S fera  aufli  contenue  75  fois 
dans  CD  , avec  un  petit  refte  moindre  qlie  S : mais , comme  on  a 
ajouté  la  partie  X égale  à P ou  plus  grande,  cette  aliquote  P de 
EF  fera  contenue  au  moins  7.6  fois  dans  l’antécédent  AB-j-X,aii 
lieu  que  l’aliquote  pareille  S de  GH  n’eft  pas  contenue  76  fois  dans 
l’autre  antécédent  CD  : ai nfi  , la  raifon  de  AB+X  à EF  eft  plus 
grande  que  celle  de  CD  à GH.  Donc  on  ne  peut  ajouter  à AB  la 
centième  partie  de  EF  ou  une  autre  partie  plus  grande  que  cette 
aliquote  , fans  rendre  la  raifon  de  AB  à EF  plus  grande  que  celle  de 
CD  à GH.  Il  eft  évident  qu’on  peut  dire  la  même  chofe  de  la  mil- 
lième , de  la  millionième , de  la  cent  millionième  partie  de  EF  ; 
ainfi  , de  luite  à l’infini.  On  ne  peut  donc  augmenter  la  premiers 
raifon  fans  la  rendre  plus  grande  que  la  fécondé  , & par  conféquent 
elle  n’eft  pas  moindre  que  la  fécondé. 

On  démontrera  dt  la  même  maniéré  qu’on  ne  peut  ôter  aucune 
partie  de  AB  fans  rendre  la  raifon  de  AB  à EF  moindre  que  celle  de 
CD  à GH  j donc  la  premiers  raifon  n’eft  pas  plus  grande  que  la  fé- 
condé , d’ailleurs  elle  n’eft  pas  moindre , comme  on  vient  de  le 
prouver } par  conféquent  elle  lui  eft  égale  : ainfi , on  a la  proportion 
comme  dans  le  premier  cas,  AB  .EF  : : CD  . GH,  ou  aller nando , 
AB . CD  : : EF  . GH.  Ce  qu’il  falloir  démontrer. 


Remarquez 
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Remarquez  que  cette  démonftration  a lieu , foit  que  les  lignes  Fîg. 
AB  & E F foient  perpendiculaires  dans  leurs  efpaces , ou  qu’elles 
foient  obliques , pourvu  qu’elles  le  foient  également. 

On  peut  encore  voir  une  autre  démonftration  qui  eft  au  commen- 
cement du  füpplémentj  elle  fuppofe  deux  Théorèmes  que  nous 
démontrerons  dans  le  fécond  Livre. 

C0R.01.LA.1RB  I. 

« 

146.  Il  fuit  de  ce  Théorème  que  le  produit  des  lignes  AB  & GH 
eft  égal  au  produit  des  deux  autres  EF  Ôc  CD,  parce  que  les  deux 
premières  font  les  extrêmes , & les  autres  font  les  moyens  d’une 
proportion.  Ce  n’eft  qu’une  application  du  Théorème  fondamental 
de  l’égalité  du  produit  des  extrêmes  au  produit  des  moyens , qui  a 
toujours  lieu  toutes  les  fois  que  quatre  lignes  font  proportionnelles. 

11  fulHra  d’en  avoir  averti  ici , fans  qu’il  foit  néceflaire  de  le  répéter 
à chaque  fois. 

» 

ê • 

CoKOLLAlRB  II. 

147.  Si  deux  lignes,  comme  AB  & CD,  comprifes  entre  deux 
lignes  parallèles  , font  coupées  toutes  deux  par  une  troifieme 
parallèle  E F , elles  feront  divifées  en  parties  proportionnelles , c’eft- 
à-  dire  , que  AE  . E B : : CF  . FD  j car  l’efpace  parallèle  total  eft 
divifé  en  deux  autres  par  la  ligne  EF.  Or , la  ligne  AE  eft  autant 
inclinée  dans  l’ej'pace  fupérieur,que  la  ligne  EB  l’eft  dans  l’inférieur, 
parce  que  c’eft  la  même  ligne  prolongée.'  Par  la  même  raifon , les 
deux  parties  G F & F D font  aufli  également  inclinées  chaame  dans 
leur  efpace  j par  conféquent , félon  le  Théorème  précédent  j 
AE  . EB  : : CF  . FD,  ou  alternando ^ AE  . CF  : : EB  . FD. 

148.  On  pourroit  aufli  dire  que  les  deux  lignes  entières  AB  & 
CD  font  proportionnelles  aux  parties  fupérieures  AE  & CF,  Ôcaux 
partiès  inférieures  EB  & FD.  Cela  fuit  évidemment  du  Théorème^ 
puifque  les  deux  lignes  entières  AB  & CD  font  autant  inclinées 
dans  leur  efpace  que  les  deux  parties , foit  fupérieures , foit 
inférieures , le  font  dans  le  leur.  On  a donc  les  proportions  AB . 
AE  : : CD . CF , & AB  . EB  : : CD  . FD , ou  bien  leurs  alternes. 

Afin  de  ne  fe  pas  tromper  dans  les  proportions  que  i’on  déduit 
dans  ce  Théorème  & fes’ Corollaires,  ou  dans  d’autres  propofitions 
qui  en  dépendent , il  faut  toujours  comparer  deux  lignes  également 
inclinées  l’une  avec  l’autre , enforte  que  l’une  foit  l’antécédent , Ô& 
Fautre  le  conféquent  de  la  piemiere  raifon,  & que  deux  autres^ 

II.  F ortie,  h 


* 


ÉLÉMENTS  DE  GÉOMÉTRIE, 
tfi.  lignes  qui  font  âuflî  également  inclinées  foient  l’antécédent  & îe 
conféquent  de  la  fécondé  raifon  : par  exemple , dans  ce  feCond 
Corollaire , on  a pris  AE  & E B pour  les  deux  termes  de  la  première 
raifon,  parce  que  la  première  de  ces  deux  lignes  eft  autant  inclinée 
que  l’autre;  enfuite  on  a pris  CF  & FD  pour  les -deux  termes  de  la 
fécondé  raifon,  parce  que  ces  deux  lignes  font  aufli  également 
inclinées  : on  peut  cependant  prendre  les  proportions  alternes. 

148^.  Lorfque  l’on  choifit  pour  les  deux  termes  d’une  raifon 
des  lignes  également  inclinées,  il  faut  encore  prendre  garde  que 
l’antécédent  de  la  fécondé  raifon  foit  tirée  du  même  efpace  parallèle 
que  celui  de  la  première  ; ainli , on  ne  pourroit  pas  dire  que , dans  la 
figure  62,  AE.  EB  : : FD  . CF,  parce  que  FD  n’eft  pas  dans  le 
même  efpace  parallèle  que  le  premier  antécédent  AE.  11  faut  pareiL- 
lement  que  les  deux  conféquents  foient  dans  le  même  efpace. 

C0E0LZ.AIRK  III. 

«4.  149. Si  deux  lignes,  telles  que  FD  & EB,  comprifes  dans  un 

efpace  parallèle  fe  coupent , les  parties  de  l’une  feront  proportion-  ^ 
neües  âux  parties  de  l’autre,  enforte  qu’on  aura  la  proportion 
AF  . AD  : : AE  . AB;  car,  ayant  tiré  la  ligne  A parallèle  aux  deux 
autres  F E & B D , on  aura  deux  efpaces  parallèles , l’un  fupérieur 
& l’autre  inférieur.  Or,  la  ligne  AF  eft  autant  inclinée  dans  fon 
efpace , que  AD  dans  le  fien , puifque  ce  font  les  deux  parties  d’une 
même  ligne.  Par  la  même  raifon , les  deux  lignes 
aufti  également  inclinées  dans  les  mêmes  efpaces;  par  conféquent,. 
les  deux  premières  lignes  AF  & AD  font  proportionnelles  aux  deux 
autres  AE  & AB. 

150.  On  peut  dire  aulTî  que  les  deux  lignes  entières  FD  & EB 
font  proportionnelles  aux  parties  fupérieures  AF  & AE , & aux 
parties  inférieures  AD  & AB  : ct^la  vient  de  ce  que  chaque  ligne 
entière  eft  autant  inclinée  dans  l’efpace  total,  que  fa  partie  foie 
iupérieure , fo;t  inférieure , l’eft  dans  le  fien. 

C0R0L1.AIEB  IV. 

0 

tig.  ( 5 1 • Si  les  deux  côtés  d’un  angle , comme  BAD , font  coupés  pat 

une  ligne , telle  que  EF  parallèle  à la  bafe , c’eft-à-dire , à la  ligne 
BD,  tirée  d’un  côté  à.  l’autre,  les  deux  parties  d’un  côté  font  pro- 
portionnelles aux  parties  de  l’autre  ; enforte  que  A E . EB  : : AF . 
FD:  car , ayant  mené  par  le  point  A une  parallèle  à la  bafe  BD,  il 
eft  clair  que  les  deux  lignes  A£  fie  AF  font  autant  inclinées  dans 
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kufefpace,  que-EB  & FD  le  font  4an$  le  leur^  d’où  s^enfuit 
la  proportion  AE.EB:;AF.FD,  ou  alttmando , AE . AF  : : 
EB.FD. 

1 5 %.  On  peut  aufll , comme  dans  le  fécond  Corollaire  > faire 
voir  que  les  deux  côtés  AB  & AD  font  proportionnels  aux  parties 
AE  ôt  AF,  & aux  parties  EB  ôc  FD;  enforte  qu’on  a les  propor* 
tiens  AB  . AE  : : AD  . AF , ô(  AB  > EB  : : AD  » FD,  & leurs 
alternes. 

CoROrtAIRB  V. 

1 5 Si  deuxTigftes  , comme  AB  & AC,  tirées  du  mêmç  point  A , 
font  autant  inclinées  fur  la  bafe  BC  que  deux  autres  lignes  DE  Fig. gu 
'&  DF,  tirées  du  point  D , te  font  fur  la  bafe  EF , les  deux  premières 
feront  proportionnelles  aux  deux  autres , enforte  qu’on  aura  la 
proportion  A B . D E : : AC  .DF;  car , fi  on  conçoit  par  les  points 
A & D des  lignes  tirées  parallèlement  aux  bafes,  on  aura  deux 
efpaces  parallèles;  & les  deux  lignes  AB  & AC  léront  autant 
inclinées  dans  lé  premier  efpâce  , que  les  deux  lignes  DE  & D F le 
font  dans  le  fécond , & par  conléquent  ces  quatre  lignes  feront 
proportionnelles. 

, C’eft  par  ce  Corollaire  qu’on  démontrera  dans  la  fuite  que , quand 
Tes  angles  d’un  triangle  font  égaux  aux  angles  d’un  autre , les  côtés 
du  premier  triangle  font  proportionnels  aux  côtés  du  fécond.  C’eft 
un  des  plus  beaux  Tbéorêmes  de  toute  la  Géométrie. 

C O R O L I.  A I R X V !.. 

1 54.  Si  un  angle,  comme  BAC , a deux  bafes  parallèles  BC , EF,  Fig.  «a 
elles  feront  proportionnelles  aux  côtés  correfpondants  relatifs  à ces 
bafes } favoir  AB  ôc  AE  ; enforte  qu’on  aura  la  proportion  B C . 

EF  : : AB  . AE.  Pour  le  démontrer  , il  n’y  a qu’à  concevoir  des 
Jtgnes  tirées  par  le  point  B Se  par  le  point  Ë qui  foient  parallèles  au 
eôté  AC , ces  lignes  formeront  deux  eipaoes  parallèles , un  grand 

un  petit  ; le  grand  , compris  entre  AC  de  la  ligne  pioriâule  B , 
J’enferme  les  lignes  AB  6c  BC  ; 6c  le  petit , compris  entre  AC  6c  la 
Jigne  ponâuée  E , renferme  tes  lignes  AE  ôc  Ër.  Or,  la  bxfe  BC 
eft  autant  inclinée  dans  le  grand  efpace  que  EF  dans'  le  petit-, 
puifque  ces  deux  ^fes  font  parallèles:  de  même:,  AB  éft  autant 
inclinée  dans  le  premier  èfpace  que  AE  dans  Te  fecond , pai^e  que 
ic’eft  la  même  kgne  prolongée  , d’où  fuit  la  proportion  BC . ËF  : : 

AB  . AE  ; pu  bien,  en  commençant  par  le^  côt^  AB  6c  AE , AB . 

AE  : : B C . E F , 6c  invertendo  j AE  . AB  ; ; E F . B C. 

h ij 
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155.  On  démontreroit  de  la  même  maniéré  que  les  bafes  font 
proportionnelles  aux  côtés  AG  & AF , en  concevant  des  parallèles 
au  côté  AB , tirées  par  le  point  G & par  le  point  F. 

<f7-  On  trouve  les  mêmes  proportions  dans  la  figure  67,  qui 

n’eft  différente  de  la  précédente , qu’en  ce  que  les  deux  baies 
parallèles  ne  font  pas  du  même  côté  du  point  A,  l’une  étant 
aU'delTus  & l’autre  au  delTous  de  ce  point. 

C0R01.LA1&B  VIL 

Fig.  (î8.  157-  Si  un  angle,  comme  B AD,  a deux  bafft  parallèles  BD 

& EG,  & que  du  fommet  de  l’angle  on  tire  une  ligne  qui  coupe 
les  deux  bafes , les  parties  de  l’une  Ceront  proportionnelles  aux 
parties  de  l’autre , c’eft  à-dire , qu’on  aura  la  proportion  BG  . EF  : : 
C D . F G i car , par  le  Corollaire  précédent , B G . E F : : AC  .AF, 
& de  même  , G D . F G : : AC  . AF.'  V oilà  donc  deux  raifons  , 
fa  voir,  celle  de  BC  à EF,  & celle  de  CD  à FG,  qui  font  égales 
chacune  à la  raifon  de  AC  à AF  ; donc  ces  deux  raifons  font 
égales  entr’elles , ce  qui  fait  la  proportion  BC.EF::CD.FG> 
& alternando , B C . C D : : E F . FG  ; d’où  il  fuit  que , fi  une  bafe  eft 
coupée  en  parties  égales , l’autre  l’eft  pareillement. 

158-  Ce  que  nous  avons  dit  fur  la  figure  6d , peut  être  appliqué 
à la  Hgure  69,  qui  ne  différé  de  la  précédente  qu’en  ce  que  les  deux 
bafes  parallèles  ne  font  pas  du  même  côté  du  point  A. 

159.  Si,  du  fommet  de  l’angle  qui  a deux  bafes' parallèles , on 
tiroit  plufieurs  lignes  qui  coupaffent  les  bafes , toutes  les  parties 
de  l’une  feroient  proportionnelles  aux  parties  correfpondantes  de 
l’autre  : par  exemple  , dans  la  figure  77  ,CE  eft  à ag , comme  EF 
ell  à gh , & comme  F D eft  à hb. 

1 60.  Remarquez  que , fi  deux  angles  qui  font  fur  une  bafe  font 
égaux  à deux  angles  qui  font  fur  une  autre  bafe  chacun  à chacun  , 
les  côtés  de  la  première  bafe  feront  autant  inclinés  fur  elle  que 
les  .deux  autres  côtés  le  font  fur  la  fécondé  bafe:. par  exemple  , 
dans  .la  figure  65  , fi  les  angles  B & C,  formés  fur  la  bafe  BC, 
font  égaux  aux  deux  angles  E & F formés  fur  la  bafe  EF, 
.chacun  à chacun,  c’eft-à-dire , l’angle  H égal  à l’angle  £ , ôê 
;raj9gle  : G égal , à l’angle  F , pour  Jors  les  côtéf  AB;  Sa  AC  feront 
.-autant  inclinés  fur.  la  bafe  BC  que  les  lignes  DE  & DF  le  font 
;fur  la  bafe  EF  : cela  vient  de  ce  que  la  grahdejut  des  angles  dépend, 
.de  l’inclinaifon  des  lignes.  Cette  remarque  fera  d’ufage  dans 
la  fuite. 
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COROXLAXEB..V11I. 

^ • 

1 6 1 . Si  un  angle  , comme  B A D , eft  divifé  en  deux  parties  Tig.  7«^ 
égales  par  la  ligne  AC,  elle  coupera  la  bafe  BD  en  deux  parties 
proportionnelles  aux  côtés  de  l’angle  ; enforte  qu’on  aura  la  propor- 
tion B C . D C : : B A • DA  j car , fi  on  conçoit  des  lignes  tirées  pac 

le  point  B & par  le  point  D parallèles  à la  ligne  AC , on  aura  deux 
efpaces  parallèles,  dans  un  defquels  font  renfermées  les  lignes  BC 
& B A , & dans  l’autre  D C & DA.  Or , la  ligne  B C eft  autant 
inclinée  dans  fon  eipace  que. la  ligne  DC  dans  le  fien , puifque 
c’eft  la  même  ligne  continuée  : pareillement , la  ligne  BA  eft  autant 
inclinée  dans  le  premier  efpace , que  la  ligne  DA  dans  le  fécond  , 
parce  que  l’angle  BAC  eft  égal  par  l’hypothefe  à l’angle  DAC  ; on 
aura  donc  , par  le  Théorème  fondamental , la  proportion  B C . DC  : : 

BA  . DA  ; ou , en  commençant  la  proportion  par  les  côtés , BA  . 
DA::BC.DC. 

i 6 1 Réciproquement , fi  une  ligne  tirée  du  fommet  de 

l’.angle  A,  coupe  la  baie  BD  en  deux  parties  proportionrielles  aux 
côtés  de  cet  angle,  il  fera  divifé  en  deux  également:  car,  il  n’y  a 
qu’un  point  oû  la  bafe  puifle  être  coupée  en  deux  parties,  propor- 
tionnelles aux  côtés  qui  répondent  à ces  parties  j & par  conléquent 
une  ligne  tirée  du  fommet , qui  coupe  la  bafe  en  parties  propor- 
tionnelles aux  côtés  correfpondants , ne  peut  être  différente  de  la 
ligne  AC  qui  divifé  l’angle  en  deux  également , & qui  coupe  la 
bafe  au  même  point. 

162.  Remarquez  que,  fi  les  deux  côtés  BA,  DA  de  l’angle 
BAD  font  égaux , les  deux  parties  de  la  bafe  coupée  par  la  ligne 
AC  font  égales  : cela  fuit  de  la  proportion  B A . D A : : B C . 

DC,  qu’on  vient  de  prouver  dans  ce  Corollaire.  Eh  général, 
lorfque  les  deux  premiers  termes  d’une  proportion  font  égaux  , 
les  deux  derniers  font  aufli  égaux  entr’eux.  Pareillement,  fi  les 
deux  antécédents  font  égaux , les  deux  conféquents  font  égaux 
entr’eux i ôc  réciproquement,  fi  les  deux  conféquents  font  égaux, 
les  antécédents  le  font  aufli , car , fans  cela , le  premier  terme  ne 
ieroit  pas  au  fécond , comme  le  troifieme  eft  au  quatrième  j ainfi , 
il  n’y  auroit  pas  de  proportion. . On  peut  appliquer  cette  remarque 
au  fécond,  troifieme,  quatrième,  cinquième,  fixieme  & feptieme 
Corollaire. 


Fiy.  71. 


Fig-  71. 
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Théorêmb  II. 

1 5^.  Lorjque  deux  cordes  d* un  cercle  Je  coupent  ^ les  parties  de 
Vune  font  réciproques  aux  parties  de  Vautre. 

Souvent  on  énonce  ce  Théorème , en  difant  que  le  rectangle 
compris  Jous  les  parties  d’une  corde  , ejl  égal  au  rectangle  compris 
Jbus  les  parties  de  Vautre  corde.  Cette  propofition  revient  au  même 
que  celle  du  Théorème , puifqu*un  de  ces  reébingles  eft  le  produit 
des  extrêmes , & Pautre  le  produit  des  moyens. 

Soient  les  deux  cordes  ÀF  & D E qui  fe  coupent  au  point  B ; 
les  deux  parties  BA  & BF  de  la  première  font  réciproques  aux 
orties  BE  6c  BD  de  la  fécondé >c’eil- à-dire,  que  BA.  B£  : : BD . BF* 

DiM  ONSTBATIOH. 

Si  l’on  tire  les  deux  lignes  ÀD  ôc  EF , les  angles  DAF  6c  DEF 
feront  égaux , parce  qu’ils  font  appuyés  fur  le  même  arc  D F : de 
même,  les  angles  A DE  6c  AFE  font  aulfi  égaux,  étant  appuyés  fur 
le  même  arc  AE  i ainfi  , en  nommant  les  angles  par  une  feule  lettre, 
les  deux  angles  A 6c  D,  qui  font  fur  la  bafe  AD,  font  égaux  aux 
deux  autres  E 6c  F qui  font  fur  la  bafe  E F chacun  à chacun.  Or , la 
grandeur  des  angles  dépend  de  rinclinai'on  des  lignes  (160);  par 
conféquent , les  deux  lignes  BA  6c  B D , tirées  du  point  B , font 
autant  inclinées  fur  la  baie  AD , que  les  deux  lignes  B E 6c  B F,  tirées 
du  même  point,  le  font  fur  la  bafe  EF;  on  aura  donc,  fuivant  le 
cinquième  Corollaire  (155)»  proportion  BA  • BE  : : B D . B F ; 
ce  qu’il  falloit  démontrer. 

CoroilairbI. 

1 64.  Si  une  des  cordes , comme  AF , étoit  diamètre , 6c  qu’elle 
fût  perpendiculaire  à l’autre  corde , la  partie  B E ou  BD  de  cette 
fécondé  corde  feroit  moyenne  proportionnelle  entre  les  parties  BA 
6c  B F du  diamètre  \ car , par  le  Théorème  BA . B E : : B D . B F» 
Or.,  par  l’hypothefe,  la  ligne  AF  paflè  par  le  centre,  Ôc  de  plus, 
elle  eft  perpendiculaire  à la  corde  DE^  par  conféquent,  cette  corde 
eft  coupée  en  deux  parties  égales  (105)  » favoir  BE  6c  BD  ; donc 
on  peut  mettre  BE  à la  place  de  BD  dans  la  proportion  précé> 
dente , 6c  on  aura  BA . BE  : : BE . B F : ainfi , lorfqu’un  diamètre 
eft  perpendiculaire  à une  corde , ou , ce  qui  revient  au  m^ne , 
lorfqu’une  corde  eft  perpendiculaire  au  diamètre , la  moitié  de  cette 
corde  eft  moyenne  proportioimelle  entre  les  deux  parties  du  diamètre* 


\ 
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CoROl  I.AIRB  ri. 

165.  On  peut  conclure  de-là  que,  fi  d’un  point  de  la  circonfé-  Fig. 7*1 
rente  d’un  cercle , on  tire  une  perpendiculaire  , comme  E B fur  le 
diamètre  AF,  elle  fera  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux 
parties  B A , BF  du  diamètre  : car,  cette  perpendiculaire  eft  la  moitié 
d’une  corde  perpendiculaire  au  diamètre  j par  conféquent , elle  eft 

~ moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  parties  du  diamètre.  C’eft 
une  propriété  remarquable  du  cercle. 

Si  on  nomme  cL  le  diamètre  AF,  x la  partie  AB,  l’autre 
partie  B F fera  d — x.  Si  on  nomme  auffi  y la  perpendiculaire  E B, 
on  aura  x .y  \ y . d — x , & par  conféquent  yy—dx — xx,  c’eft- 
à'dire , que  le  produit  des  moyens  eft  égal  à celui  des  extrêmes. 

Cette  équation  — xx  eft  donc  celle  du  cercle,  puifqu’ellc 

en  exprime  la  nature. 

T H i O B è M B.  111. 

• « 

166.  T) eux  fecantes  extérieures  étant  tirées  du  même  points  Se 
prolongées  jufqu*à  la  partie  concave  de  la  circonférence  y une  fée  ante  . 
entière  & fa  partie  hors  du  cercle  font  réciproques  à Vautre  fée  ante 
entière  & à fi  partie  hors  du  cercle. 

Soient  les  fécantes  extérieures  B A & B D tirées  du  même  point  B,  Fjg. 

& prolongées  jufqu’en  A & D : il  faut  prouver  que  la  fécante  BA , 

& fa  partie  extérieure  BE,  font  réciproques  à l’autre  fécante  BD 
& à fa  partie  extérieure  B F,  c’eft  à-dire , que  BA . BD  : : B F . BE. 

On  peut  aufli  exprimer  cette  proportion , en  difant  que  les  deux 
fécantes  extériewes  font  entVelles  réciproquement  comme  leurs 
parties  hors  du  cercle. 

DêMPMSTRATION. 

Ayant  mené  les  cordes  AF  & DE,  les  angles  p & o ou  AFD 

& AED  font  égaux,  parce  qu’ils  font  appuyés  fur  le  même 

arc  AD  J il  faut  donc  que  leurs  fuppléments  ^ & r ou  B FA  & 

BED  foient  auffi  égaux.  Pareillement,  les  angles  A & D font 
égaux , puifqu’ils  font  appuyés  fur  le  même  arc  £ F ; ainfî , les 
angles  A & .r , formés  fur  la  bafe  AF , font  égaux  aux  angles  D 
& r formés  fur  la  bafe  DE:  donc  les  lignes  BA  & BF,  tirées 

du  point  B,  font  autant  inclinées  fur  la  bafe  AF  que  les  lignes 

BD  & BE , tirées  du  même  point , le  font  fur  la  bafe  DE  (i 60) ; 
donc , par  le  cinquième  Corollaire  du  premier  Théorème  > on 
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aura  la  proportion  BA.BD::BF.BE:  ce  qu’il  falloit 

démontrer. 

On  énonce  encore  cette  propofition , en  difant  que  U reâangle 
d*une Jecante  & déjà  partie  extérieure  ejl  égal  au  reSangle  de  Vautre 
Jecante  & de  Ja  partie  hors  du  cercle. 

Corollaire  I. 

I 

74.  167.  Si  une  tangente , comme  B D , & la  fécante  BA,  font  tirées 

du  même  point  B , la  tangente  fera  moyenne  proportionnelle  entre 
la  fécante  BA  & fa  partie  extérieure  B E.  Pour  entendre  la  raifon 
de  ce  Corollaire  , il  faut  recourir  à la  figure  du  Théorème , & conce- 
voir que  la  ligne  BA  demeurant  immobile,  on  en  éloigne  le  côté  BD 
en  le  faifant  tourner  autour  du  point  B;  il  efi  facile  d’appercevoir 
que  , dans  cefte  hypothefe , les’  points  D & F s’approchent  l’un  de 
l’autre,  la  proportion  du  Théorème  demeurant  toujours  vraie.  Of , 
dans  l’inftant  que  la  ligne  B D devient  tangente , le  point  D & le 
point  F fe  confondent,  & là  ligne  B F devient  égale  à BDj  on  a 
donc  pour  lors  cette  proportion  B A . BD::BF  ou  BD.BE. 

Voici  une  fécondé  démonftration  plus  géométrique  , & toute 
feniblablç  à celle  du  Théorème. 

Àyant  tiré  les  cordes  AF  & D E , l’angle  du  grand  fegmerit 
BD  A bu  BFA  a pour  mefure  la  moitié  de  l’arc  DEA,  foutenu 
par  la  corde  AD  (i  29).  Or,  l’angle  BED  a aufli  pour  fa  mefure 
la  moitié  du  même  arc  DEA  (150);  ainfî,  les  deux  angles  BFA 
& BED  font  égaux  entr’eux.  Pareillement,  l’angle  A & l’angle 
du  petit  fegment  B DE  font  égaux,  parce  qu’ils  ont  pour  mefure 
la  moitié  de  l’arc  DE  ou-FE  : ainfi,  comme  dans  la  démonf- 
tration du  Théorème , les  deux  ano;les  A & B FA , formés  fur  la. 
bafe  AF,  font  égaux  aux  angles  BED  & BDE,  formés  fur  la 
bafe  DE;  donc  les  lignes'  BA  & BFouBD  font  autant  inclinées 
fur  la  bafe  AF,  que  les  lignes  BD  & BE  le  font  fur  la  bafe  DE; 
par  conféquent  on  aura  la  proportion  B A .BD:;BF  ou  BD.BE: 
ce  qu’il  falloit  démontrer. 

On  énonce  auifi  ce  Corollaire  , en  difant  que  le  quarré  de  la 
tangente  ejl  égal  au  reSangle  compris  fous  la  fécante  entière  & 
fous  fa  partie  extérieure. 

Corollaire  II. 

168.  Si  la  partie  intérieure  EA  de  Ja  fécante  BA  eft  égale  à 

la  tangente,  cette  fécante  fera  divifée  en  moyenne  ôc  extrême 

lailon 
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raifon  au  point  E , c’eft-à-dire  , qu’on  aura  la  proportion  , B A . Fî».  74.* 
EA  : : EA  . BE , car  par  le  corollaire  précédent  on  a BA  . BD  : : 

BD  . B£  ; donc , mettant  EA  à la  place  de  BD  qui  lui  eR  fuppofée 
égale  , la  proportion  fera  BA  . EA  : : E A . BE  : donc  la  fécante  fera 
divifée  en  moyenne  & extrême  raifon  au  point  E. 

I 

C0R01.LAIRB  III. 

1 69.  EA  étant  toujours  fuppofée  égale  à la  tangente  BD , 
fi  on  prend  BG  égale  à la  partie  BE  de  la  fécante , la  tangente 
fera  di\rifée  en  moyenne  & extrême  raifon  au  point  G ; enforte 
qu’on  aura  la  proportion  BD  . BG  : : BG . GD  ; car  , puifque 
la  partie  intérieure  EA  de  la  fécante  eR  égale  à la  tangente  > 
on  a déjà  BA  . EA  : : EA  . BE.  Donc,  dividendo , BA  — EA  . 

EA  : : EA — BE  . BE.  Or,  BA — EA  = BE  ; & par  la  conRruc- 
tion  BE=BG,  Par  conféquent  on  aura  BG.EA::EA — BG. 

BG.  D’ailleurs,  par  l’hypothefe  , EA=BD.  Donc  BG.BD, :: 

BD — BG . BG.  Or,  BD — BG=:GD.  Ainfi , la  derniere  proportioa 
fe  réduit  à celle-ci , BG  . BD  : : GD  . BG,  ou  bien,  invertendo  , 

BD  . BG  : : BG  . GD. 

Si  on  veut  retenir  cette  démonRration , il  faut  prendre  garde 
qu’elle  dépend  du  changement  appellé  dividendo  , & de  la  fubRi- 
tution  de  certaines  lignes  à U place  d’autres  qui  font  égales  à celles 
que  l’on  fubRitue. 

••  Ôn  peut  auffi  couper  la  tangente  BD  en  moyenne  & extrême 
raifon  d’une  autre  maniéré , en  tirant  la  ligne  £H  parallèle  à AD  ; 
car  pour  lors  , à caufe  des  parallèles  AD  & EH , le  rapport  de  BH 
à HD  fera  égal  (i  5 1)  à celui  de  BE  à EA.  Ainfi , puifque  la  fécante 
BA  eR  divifée  en  moyenne  & extrême  raifon  au  point  £ , la  tangente 
BD  eR  pareillement  divifée  en  moyenne  & extrême  raifon  au  point 
H , enforte  que  BD . HD  : : HD . BH. 

On  fera  voir  dans  le  fupplément  qui  eR  à la  fin  de  ce  traité  , 
qu’on  ne  peut  divifer  un  nombre  en  moyenne  & extrême  raifon. 

Problbmb  I. 

1 70.  Trois  lignes  » comme  A , B,  C , étant  données  , trouver  une  tig.  75* 
quatrième  proportionnelle  D. 

Tirez  deux  lignes  indéfinies,  telles  que  EH.&  £K>  qui  fafiènt 
tel  angle  qu’il  vous  plaira  : prenez  fur  uqe  de  ces  lignes  la  partie 
JL  Partit.  i 
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Fi*.  7S-  EF  égale  à la  ligne  donnée  A , & fur  Pautre  la  partie  EG  égale  à 
la  fécondé  ligne  B ^ tirez  la  ligne  FG  : prenez  enfuitelur  la  ligne  EF 
prolongée  tant  qu’il  fera  befoin , la  partie  FH  égale  à la  troifieme 
ligne  C qui  eft  donnée , & tirez  HK , parallèle  à FG , la  ligne  GK 
renfermée  entre  les  deux  parallèles  FG  & HK , fera  la  quatrième 
proportionnelle  cherchée  ; car , à caufe  des  parallèles  FG , HK  , 
on  a la  proportion  (151)  EF  . EG  ; : FH  . GK  , ou  bien  A . B : : 
C.D. 

ijoB.  Remarque,  quand  on  opéré  fur  le  terrein  & que  les 
lignes  données  contiennent  plufîeurs  toifes,  il  faut  fe  fervir  de 
l’arithmétique , en  faifant  une  réglé  de  trois  : par  exemple , fi  les 
trois  lignes  données  font  i a , 1 5 & 20  toifes , on  multipliera  les  deux 
nombres  1 5 & 20  l’un  par  l’autre;  & on  divifera  le  produit  500 par 
12,  le  quotient  25  fera  la  quatrième  ligne  cherchée.  Avant  le 
calcul , il  efi  bon  de  réduire  les  trois  nombres  qui  expriment  Ifs 
lignes  à une  plus  petite  efpece  : par  exemple,  à des  pouces,  fur- 
tout  quand  quelqu’une  des  trois  lignes  contient  des  pouces  outre 
les  toifes.  Cette  remarque  a aulfi  lieu  pour  le  Problème  fuivant. 

Peoblbmb  il 

1 7 1 . Deux  lianes , comme  A fi»  B étant  données  , trouver  une 
troifieme  proportionnelle  que  nous  nommerons  encore  D y enjbrte 
qiéon  ait  la  proportion  A . B : : B . D. 

Ce  problème  fe  réfout  de  la  même  maniéré  que  le  premier,  avec 
cette  différence , que  la  troifieme  ligne  FH  de  la  figure  7 5 > doit 
être  égale  à la  fécondé  EG  ; & alors  la  ligne  GK , comprife  entre  les 
deux  parallèles , eft  la  troifieme  proportionnelle  cherchée. 

On  peut  réfoudre  autrement  ces  deux  problèmes , en  fe  fervant 
du  fécond  théorème  , article  163.  On  tirera  une  ligne  indéfinie  fur 
laquelle  on  prendra  BE  & BD , figure  71,  égales  aux  deux  moyen- 
nes , c’eft-à-dire , aux  deux  lignes  données  B & C pour  le  pre- 
mier problème , & B & B pour  le  fécond.  Enfuite  on  tirera  BA 
qui  fafie  quel  angle  on  voudra  avec  ED,  & qui  foit  égale  à la. 
première  ligne  donnée  A.  Enfin , on  décrira  une  circonférence  qui 
paiTe  par  les  trois  points  E , A , D ( 3 2).  Si  on  prolonge  AB  jufqu’à 
. la  rencontre  de  la  circonférence , le  prolongement  BF  fera  la  qua- 
trième proportionnelle  qu’on  cherche  , ou  la  troifieme , félon  qu’il 
s’ agira  du  premier  ou  du  fécond  problème. 


# 
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ProblbmeIII. 

17».  Deux  Vignes , comme  A 5*  C étant  données  » trouver  une 
moyenne  proportionnelle  entre  ces  deux  lignes  données. 

Tirez  une  ligne  indéfinie  telle  que  DF , fur  laquelle  prenez  DG 
égale  à la  ligne  donnée  A , & la  ligne  GF  égale  à la  ligne  donnée  Ç j 
divifez  la  fomme  DF  en  deux  également  au  point  Oj  & de  ce  même 
point  comme  centre , & de  l’intervalle  OD  , décrivez  un  cercle  ; 
enfuite  du  point  G élevez  la  perpendiculaire  GE  jufqu’à  la  circon- 
férence , elle  fera  la  moyenne  proportionnelle  cherchée  entre  A & 

C.  C’eft  une  fuite  évidente  du  fécond  corollaire  (165)  du  théorème 
fécond. 

On  propofera  une  autre  méthode  du  même  problème  dans  Je 
fécond  Livre  , après  le  Théorème  V , touchant  la  perpendiculaire 
. sbaiflée  fur  l’hypoténufe  d’un  triangle  reétangle. 

IJ2B.  Remarque  , il  faut  réfoudre  ce  problème  par  l’Arithmé- 
tique , lorfque  l’on  opéré  fur  le  terrein , & que  les  deux  lignes 
données  contiennent  plufîeurs  toifes'.  Pour  cet  effet , on  multipliera 
l’un  pat  l’autre  les  deux  nombres  qui  expriment  les  toifes , ou  les 
pieds , ou  les  pouces , &c.  des  lignes  doiinées , & on  tirera  la  racine 
quarrée  du  produit  Cette  racine  fera  la  moyenne  proportionnelle 
qu’on  cherche  (Arith.  livre  II , article  42  C).  On  peut  auffi  em- 
ployer la  même  méthode  fur  le  papier  , pourvu  qu’on  ait  une 
échelle  de  parties  égales , c’eft-à-dire,  une  ligne  divifée  en  parties 
égales.  Il  y a une  échelle  de  cette  forte  fur  le  compas  de  propor- 
tion qui  fe  trouve  dans  les  étuis  de  Mathématique. 

11  eR  vrai  que  la  racine  qu’on  tire  n’eft  prefque  jamais  exaéte  ; 
mais  on  approche  tant  qu’on  veut  de  la  véritable  , foit  par  la  mé- 
thode de  l’approximation  des  racines  , foit  en  réduifant  à de  très- 
petites  efpeces  les  toifes  ou  les  pieds  que  contiennent  les  deux 
Ügnes  prifes  fur  le  terrein. 

ProbibmbIV. 

V 

\j Divifer  une  ligne  donnée  en  des  parties  Jèmhlahles  ou  pro-  Tig.TU 
portionnelles  à celles  dé une  autre  ligne  donnée.  , 

Soit  la  ligne  CD  divifée  en  trois  parties  j favoir , CE , EF , FQ  ; 
foit  aufiî  donnée  la  ligne  droite  AB,  qu^il  faut  divifer  ei>. parties 
femblables  à celles  de  CDt  Tirez  la  ligne  ab  égale  à AB  & parallèle  à 
CD  i enfuite  » par  les  extrémités  de  la  ligne  donnée  CD  & celles  det  :r.t 
la  parallèle  ab , tirez  deux  lignes , lefquelles  iront  fe  rencontrer 

iij 
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dans  un  point  comme  R i en6n , menez  de  ce  point  R des  lignes 
droites  au  point  de  diviEon  de  la  ligne  donnée  CD  ÿ elles  couperont 
la  parallèle  égale  à AB  en  parties  proportionnelles  ou  femblaUes  à 
celles  de  la  ligne  donnée  CD.  Dans  la  figure.  77  > le  point  R eft  du 
côté  àe  abi  mais  > fi  cette  ligne  étoit  plus  grande  que  CD  , le  point 
K feroit  du  côté  de  CD. 

Cette  pratique  a été  démontrée  dans  le  feptieme  corollaire  (159) 
du  premier  théorème.  ‘ 

3R*.  7».  J Qu  pem  par  ce  problème  divifer  une  ligne  donnée  en  tant 
de  parties  égales  qu’on  voudra.  Suppofons  , par  exemple , qu’on 
veuille  divifer  la  ligne  AB  en  cinq  parties  égales , il  faut  tirer  une 
ligne  droite  indéfinie,  telle  que  MN,  fur  laquelle  vous  prendrez 
avec  le  compas  cinq  parties  égales  de  quelle  grandeur  vous  voudrez  , 
MC  > CD , DE  , EF , FG  i enfuite  vous  tirerez  la  ligne  ab  égale  à 
AB  , qui  foit  parallelle  à la  ligne  indéfinie  MN  , & faites  le  refie 
comme  dans  le  problème.  11  eft  évident  que  la  ligne  défera  partagée 
en  cinq  parties  égales. 

Voici  une  autre  méthode  plus  ailée  : on  décrira  des  deux  points 
M & G,  pris  pour  centres , & de  ^intervalle  MG,  deux  arcs  de  cercles 
qui  fe  couperont  en  un  point  que  je  fuppofe  être  R : de  ce  point  on 
tirera  les  deux  lignes  RM , RG } & du  même  point  on  tirera  aufli 
des  lignes  aux  points  de  divifions  C,  D,  E , F : enfuite  on  prendra 
fur  ces  lignes  les  parties  Ræ  & Ré , égales  chacune  à la  ligne  donnée 
AB  , & on  mènera  une  ligne  du  point  a au  point  b : cette  ligne  , qui 
eft  parallèle  à MG , fera  divifée  en  cinq  parties  égales  par  les  lignes  . 
tirées  aux  points  de  divifions  , comme  il  paroît  par  l’article  159* 
Or , çette  ligne  ab  eft  égale  à ligne  AB  j car  on  a la  proportion  ( 1 5 4% 
MG  . ab  :i  RM.  Ra  ; ou  bien , alternando  , MG . RM  : : ab.  Ra. 
Or , MG  =RM  par  la  conftruôion.  Donc  ah=Ka  ou  AB. 

Nous  avons  dit  que  ab  eft  parallèle  à MG.  Cela  fuit  de  ce  que  les  cô- 
tés RM  & RG  étant  égaux,  & les  parties  Ra  & Réétant  aufii  ^àles, 
les  autres  parties  aM  & bG  font  encçre  égales  entr’elles.  D’ailleurs  , 
ces  parties  font  des  lignes  également  inclinées  fur  MG  > à caufe  de 
l’égalité  des  lignes  entières  RM&RG.  Ainfi  , les  parties  aM  Sc 
hG  font  des  lignes  égaies  & également  inclinées  : donc  , les  points 
a Sl  b font  à égale  diftance  de  MG  j par  conféquent  ab  eft  parallèle 
àMG. 

Pkobx.bmbV. 

79t  175.  Couper  une  ligne  » comme^D , en  moyenne  &extrimè  raifin» 

Sur  une  extrémité  de  la  ligne  donnée  BD , par  exemple , fut 
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Pactrêmité  D , élevez  la  perpendiculaire  CD  égale  k la  fiKMtié  de  la 
ligne  BD;enfnite  dupoincC  , comme  centre > & de Pintervalle CD, 
décrivez  une  circonférence  ; & puis  de  Pautre  extrémité  B de  la  ligne 
donnée  BD , tirez  la  fécante  BA  qui  pailê  par  le  centre  du  cercle 
& coupe  la  circonférence  au  point  £ ; prenez  BG  égale  à la  partie 
extérieure  BE  de  la  fécante.  Je  dis  que  la  ligne  BD  fera  coupée  en 
moyenne  & extrême  raifon  au  point  G , c*eft  à-dire  , qu’on  aura  |a 
‘proportion  BD  . BG  ■-  : BG  . GD. 

Pour  démontrer  cette  proportion , il  faut  remarquer , i que  la 
ligne  BD  eft  une  tangente  ( 1 1 2) , puifqu’elle  eft , par  la  conftruélion  , 
perpendiculaire  à l’extrémité  du  rayon  CD.  2®.  Que  la  fécante  B A , 
paffant  par  le  centre , la  partie  intérieure  EA  eft  un  diamètre , & 
par  conféquent  double  du  rayon  CD.  Or  , par  la  conftruftion , la 
tangente  BD  eft  aufli  double  de  la  perpendiculaire  CD  : donc  » la 
partie  intérieure  EA  de  la  fécante  eft  égale  à,  la  tangente  BD  ; 
d’où  il  faut  conclure  ,^|uivant  ce  que  nous  avons  dit  (169)  , 
que  la  tangente  BD  eft  coupée  en  moyenne  & exdême  raifon  au 
point  G.  ... 

On  peut  fe  fervir  du  calcul  pour  approcher  tant  qu’on  voudra  de 
la  valeur  du  grand  fegment'>  c’eft  à-dire,de  la  grande  partie  d’une 
ligne  qui  contient  un  certain  nombre  de  parties  égales , comme  de 
toifes , de  pieds , de  pouces , 6ec.  Pour  cela , (oit  nommé  x ce 
grand  fegment , & ^ le  nombre  qui  repréfente  la  ligne  entière  , 
l’autre  fegment  fera  a. — x : ainfi , on  aura  la  proportion  a.x::x.  a — x. 
Par  conféquent , xx=aa — ax , d’où  l’on  réduira  x—\/^ — | 
i(  voyez  lefupplément  qui  eft  à la  fin  de  cet  ouvrage).  Or,  cette  for- 
mule X ='i/^ — J fait  voir  que,  pour  trouver  la  valeur  d’^,il 
faut , 1 ®.  prendre  le  quarré  de  la  moitié  du  nombre  a (cette  moitié 
eft  & le  quarré  eft  7 i)  2®.  multiplier  ce  quarré  par  5 , à caufe  de 
3®.  tirer  la  racine  du  produit  qui  viendra  de  la  multiplication  , 
comme  il  eft  marqué  par  j 4®.  enfin , fouftraire  de  la  racine  la 
la  moitié  du  nombre  propofé,  le  refte  fera  la  grande  partie  x qui  eft 
légale  à \/  ^ Voici  un  exemple  : je  veux  divifer  une  ligne  de 
s 0.0  pieds  en  moyenne  & extrême  raifon.  1 J’éleve  la  moitié  50 
AU  quarré,  c’eft  2500  : 2®.  je  multiplie  ce  quarré  par  5 , le  produit 
1 2 5 00  : 3®.  je  tire  la  racine  approchée  de  ce  produit , je  trouve 
111.8'  dont  le  dernier  chiffre  8 exprime  des  décimales  : 4®.  j’ôce  de 
cette  racine  la  moitié  50 , le  refte  6 1 . 8'  eft  la  grande  partie  ap- 
prochée du  nombre  100  divifé  en  moyenne  & extrême  raifon  , 

par  conféquent  la  petite  eft  prefque  38.  On  ne  peut  jamais 
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trouver  par  ^arithmétique  la  racine  exaâe  du  produit  déilgnée  par 
1/  , comme  on  le  prouvera  dans  le  fupplément  ; mais  on  en  peut 

approcher  tant  que  l’on  voudra  -,  ce  qui , pour  la  pratique , revient 
au  même  que  h le  calcul  donnoit  exactement  la  grande  partie  de  la 
ligne. 

Cette  méthode  ell  propre  à faire  voir  comment  il  faut  s’y  prendre 
..ÿour  trouver  foi- même  ce  dont  on  a befoin.  > 

A* 
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« 

DES  SURFACES  ET  DES  FIGURES 

P L A N.E  S. 

Art.  I.  T^l  g u r e j en  général , eft  un  éfpacé  renfermé  de  tous  côtés. 

^ Il  y en  a de  deux  fortes  : les  unes  font  terminées  par  des 
lignes } les  autres  font  terminées  par  des  furfaces  : celles-ci  font  des 
JbliJes  dont  nous  parlerons  dans  le  troilîeme  livre  j les  autres  , qui 
font  terminées  par  des  lignes  , font  des  Jurfaces  dont  rious  devons 
traiter  ici.  Or , on  diftingue  trois  efpeces  de  ces  figures , les  planes , 
les  courbes  & les  mixtes.  ' ' 

2.  Les  figures  planes  font  des  furfaces  unies  qui  n^ont  ni  enfon- 
cement , ni  élévation , ni  courbure  : telle  eft  fenfiblement  la  fur- 
face  des  miroirs  ordinaires.  On  peut  dire  auflî  que  la  figure  plane 
eft  celle  fur  laquelle  une  ligne  droite  étant  appliquée  ou  couchée  de 
quelque  maniéré  que  ce  foit , -tous  fes  points  touchent  la  furface 
plane.  On  füppofe  ici  que  la  ligne  droite  n’eft  pas  prolongée  au-delà 
de  la  furface. 

^ . Les  figures  pKa^  font  celles  dont  les  points  font  inégalement 
élévés  ou  enfoncés  : telle  eft  la  furface  d’une  boule. 

4.  Les  figures  mixtes  font  celles  qui  font  en  partie  planes , & en 
partie  courbes. 

5.  Les  figures  planes;  qui  font  les  feules  dont  nous  parlerons  dans 
ce  fécond  Livre , font  encore  de  trois  fortes;  les  reftilignes , qui  font 
terminées  par  des  lignes  droites  ; les  curvilignes , qui  font  terminées 
par  des  lignes  courbes  ; & enfin , les  mixtilignes , qui  font  terminées 
par  des  lignes  dont  les  unes  font  droites  & les  autres  courbes. 

6.  Remarquez  donc  qu’il  y a de  la  différence  entre  une  furface  ou 
fuperficie  courbe , & une  fuperficie*  curviligne  ; puifqu’une  furface 
plane  peut  être  curviligne , quoiqu’elle  ne  puiffe  être  courbe  : un 
cercle  , par  exemple , eft  une  furface  curviligne , quoiqu’elle  ne  foit 
pas  courbe. 
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Dans  les  figures  reûiHgnes  auxquelles  on  peut  rapporter  les  deuiç 
autres  efpeces  défigurés  planes,  il  y a trois  chofes  principales  à con- 
Cdérer,  les  côtés,  les  angles  Sc  la  furface.  Nous  confidérerons 
d’abord  les  figures  par  r^ipport  aux  côtés  & aux  angles  qu^ils  forment 
& enfuite  par  rapport  aux  furfaces  que  ces  côtés  renferment. 

£>£S  FIGURES  PLANES,  CONSIDÉRÉES  SELON 

irVRS  CÔTJtS  £T  LbVRf  AKCLHS. 

Si  une  figure  n’eft  terminée  que  par  des  lignes  droites , il  faut 
qu’il  y en  ait  au  moins  trois  ; c’eft  pourquoi  l’angle  n’efi  pas  une 
figure. 

7.  On  a donné  aux  figures  réâüignes  les  plus  fimples  certains  noms 
qu’il  ne  faut  pas  ignorer  : la  figure  de  trois’  côtés  s’appelle  triangle  > 
celle  de  quatre  s’appelle  quadrilatère  ou  tetragone , celle  de  cinq 
s’appelle  pentagone , celle  de  (\x,exagone , celle  de  {tçt , eptagone ^ 
celle  de  huit , oBogone  , celle  de  neuf , enneagone , celle  de  dix , 
décagone  , celle  de  onze , endecagone , celle  de  douze , dodécagone 
celle  de  mille  , kiliogone  , celle  de  dix  mille , myriogone  , celle  de 
plufieurs  côtés  fe  nomme  indéfiniment  polygone. 

8.  Une  figure  eft  régulière  ou  irrégulière.  La  régulière  eft  celle 
dont  tous  les  côtés  & les  angles  font  égaux.  La  figure  irrégulière  eft 
celle  dont  tous  les  angles  ou  tous  les  côtés  ne  font  pas  égaux.  Si 
tous  les  côtés  d’une  figure  font  égaux , elle  eft  appellée  équilatérale  { 
& fi  tous  les  angles  d’une  figure  font  égaux , on  la  nomme  équiangle, 
11  paroît  donc  que  » quand  une  figure  eft  équilatérale  & en  même- 
temps  équiangle , elle  eft  alors  régulière. 

J).  Quand  on  compare  deux  figures  enfemble , fi  les  côtés  de  l’une 
font  égaux  aux  côtés  de  l’autre  refpeâivement , c’eft-à-dire  , chacun 
à chacun , on  dit  qu’elles  font  équilatérales  entr* elles.  Mais  , fi  les 
angles  de  l’une  font  égaux  aux  angles  de  l’autre  refpeâivement , 
elles  font  nomméj^s  équiangles  entr* elles  : fi  de  plus,  dans  ce 
dernier  cas , les  côtés  homologues  ou  correfpondants  font  propor- 
tionnels , on  appelle  ces  figures  femhlahles.  Ainfi  , toutes  les  figures 
femblables  font  équiangles  entr’elles  ; mais  nous  prouverons  dans  la 
fuite  (5  a)  que  les  figures  équiangles  entr’elles  ne  font  pas  toujours 
ièmblables.  Si  les  côtés  comparés  font  égaux  auffi  bien  que  les  angles  , 
les  figures  font  appellées  toutes  égales  » ou  égales  en  tout , ou  parfais 
tement  égales, 

1 0.  De  toutes  les  figures  curvilignes , nous  ne  confidérerons , 

dans  ces  Eléments  de  géométrie,  que  le  cerclé j & des  figures 

floixtUigaes 
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mixtilignes , nous  ne  parlerons  que  de  celles  qui  ont  rapport  au 
cercle  : telle  eft  celle  qu’on  nomme  figmenty  dont  nous  avons  donné 
la  notion  ( Liv.  I , art.  i a i ) , & celle  qu’on  appelle  feâeur  de  cercle. 

1 1 . Un  feâeur  de  cercle  eft  une  certaine  portion  de  cercle 
comprife  entre  deux  rayons  & l’arc  terminé  par  deux  rayons  : pat 
exemple , l’efpace  marqué  par  A , fig.  i . 

AvtKrissEMEJüT.  Lorfque,  dans  ce  fécond  Livre,  on  citera 
quelque  article  du  premier,  on  mettra  entre  deux  parenthefes 
Liv.  l.  art.  & enfuite  le  nombre  de  l’article  cité  : par  exemple  , pour 
citer  l’article  1 50  du  premier  Livre  , on  mettra  (.Liv.  I.  art.  1 50}. 

Mais  quand  on  voudra  citer  un  article  de  ce  fécond  Livre , on  mettra 
feulement  le  nombre  de  l’article  cité , comme  on  l’a  fait  dans  le 
premier  Livre  ; on  obfervera  la  même  chofe  dans  le  troifieme  Livre  , 
c’eft-à-dire  que , quand  on  voudra  citer  un  article  du  premier  ou 
du  fécond  Livre  , on  mettra  entre  deux  parenthefes  Liv.  1.  art. 
ou  Liv.  II.  art.  mais , lorfqu’il  s’agira  de  citer  un  article  du  troifteme 
Livre , on  marquera  feulement  le  nombre  de  l’article  cité. 

DES  TRIANGLES. 

1 2.  Dans  tout  triangle  il  y a trois  côtés  & trois  angles.  On  prend 
ordinairement  pour  bafi  du  triangle  le  côté  inférieur  j mais  on  ^euc 
prendre  pour  bafe  tout  autre  côté  du  triangle  : par  exemple , le  côté 
AC  eft  labafe  du  triangle  ABCi  mais  cela  n’empêche  pas  que  l’on  pig. 
nepuilTe  auflî  confidérer  le  côté  AB  ou  le  côté  B C comme  bafe. 

1 5.  La  ligne  perpendiculaire  qu’on  mene  de  la  pointe  d’un  angle 
fur  la  bafe , fe  nomme  la  hauteur  du  triangle  : celle  eft  la  ligne  B H. 

]1  peut  arriver  que  cette  perpendiculaire  tombe  en  dehors  du 
triangle  ; & pour  lors , afin  d’avoir  la  hauteur,  il  faut  prolonger  la 
bafe  du  côté  oit  tombe  la  perpendiculaire  : par  exemple , fi  du  point  E Pig.  s; 
du  triangle  DEF,  on  abaifibic  la  perpendiculaire  EH  fur  la  bafe 
DF,  il  eft  clair  qu’ellei,tomberoit  en  dehors  du  triangle , & qu’il 
faudroit  prolonger  cette  bafe  au-delà  du  point  D,  afin  que  la 
perpendiculaire  la  rencontrât. 

1 4.  Le  triangle  peut  être  confidéré , ou  par  rapport  à fes  côtés , ou 
. par  rapport  à fes  angles  : fi  on  le  confidere  par  rapport  à fes  côtés , il 
y en  a de  trois  efpeces  ^ car , ou  fes  trois  côtés  font  égaux , & on 
l’appelle  équilatéral  : tel  eft  le  triangle  ABC,  figure  2 ; ou  il  n’a 
que  deux  côtés  égaux , comme  dans  la  figure  4 , & on  l’appelle  ' 
ifocele  ; ou  bien  enfin  fes  trois  côtés  font  inégaux  , comme  dans  la 
figure  5 , & on  l’appelle  fcalene.  . _ 

IL  TartU,  ^ 
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Fig.  3.  15.  Lorfque  le  triangle  eft  confidéré  par  rapport  aux  angles , on 

en  diflingue  encore  de  trois  fortes  j le  triangle  recLingle  qui  a un 
angle  droit  : tel  eft  le  triangle  M N O , figure  5 ; V ambligone  ou 
ohrusanglc,  qui  a un  angle  obtus  : tel  eft  le  triangle  EDF,  figure  3 ; 
& Voxi^o'ne  ou  acutangle , qui  a fes  trois  angles  aigus , comme  dans 
la  figure  2 ou  dans  la  figure  4-  Le  triangle  ambligone  & le  triangle 
oxigone  font  aufli  appellés  ohliquanglts  , parce  que  tous  leurs 
angles  font  obliques. 

Nous  démontrerons  dans  la  fuite  qu’il  eft  impolfible  qu’il  y ait 
dans  un  triangle  deux  angles  qui  foient , ou  tous  deux  droits , ou  tous 
deux  obtus , ou  un  droit  & un  obtus. 

Nous  fuppofons  qu’il  fe  peut  toujours  faire  qu’une  circonférence 
pafte  par  les  fommets  des  trois  angles  de  chaque  triangle  : cela  fuit 
évidemment  de  ce  qu’on  peut  décrire  une  circonférence  qui  pafle  pat 
trois  points  donnés , pourvu  qu’ils  ne  foient  pas  en  ligne  droite  ( Liv.  I. 
art.  32).  Celapofé,  on  démontre  facilem.ent  le  Théorème  fuivant, 
qui  eft  un  des  plus  beaux  & des  plus  utiles  de  toute  la  Géométrie*- 

THéoBSME  I.  BT  rONDAMBNTAl,. 

1 6.  Les  trois  angles  d* un  triangle  , pris  enfèmble  , font  égaux  et 
deux  angles  droits  , ou  , ce  qui  eft  la  même  chofe , ces  trois  angles- 
ont  pour  niejlire  la  demi- circonférence, 

•i 

% 

Dbmonstbation. 

fig.  6.  Par  ce  que  nous  vénons  de  dire,  tout  trianyle,  comme  ABC, 
peut  être  conçu  inferit  dans  un  cercle  ; alors  l’angle  A aura  pour 
mefure  la  moitié  de  l’arc  B C , l’angle  B aura  pour  mefure  la  moitié 
de  l’arc  CA , & l’angle  C aura  pour  mefure  la  moitié  de  l’arc  AB 
(Liv.  I,  art.  124).  Or,  ces  trois  arcs  font  la  circonférence  entière:, 
donc  les  trois  moitiés  de  ces  trois  arcs  font  la  demi-circonférence  ; 
par  conféquent  les  trois  angles  du  triangle , pris  enfemble , ont  pour 
mefure  la  demi- circonférence  ; ils  font  donc  égaux  à deux  angles 
droits  : ce  qu’il  falloir  démontrer. 

On  peut  encore  démontrer  cC'  Théorème  de  la  maniéré  fuivante, 
Fig.  7.  Tirez  par  le  point  C une  ligne  DE  parallèle  à la  baie  AB;  alors 
les  deux  angles  alternes  a & A,  formés  par  l’oblique  CA  entre  les 
parallèles , leront  égaux  : pareillement , les  deux  angles  alternes  b 
& B , formés  par  l’oblique  C B , feront  aufli  égaux.  Or , les  trois 
angles  a,  C,  b,  pris  enfemble,  font  égaux  à deux  angles  droits- 
( Liv.  1.  art.  57)  ; par  conféquent  fi  , à.la  place  des  deux  angles  a & b,, 
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on  prend  les  deux  autres  A & B qui  leur  font  égaux , les  trois 
angles  A , C , B , pris  enfemble , valent  auflî  deux  angles  droits. 

Ce  Théorème  eft  la  fameufe  trente  - deuxieme  propofition  du 
premier  Livre  d’Euclide. 

CoROLLAIRB  I. 

17.  Si  on  prolonge  un  des  cotés,  comme  AB,  d’un  triangle, 

l’angle  extérieur  C B D ou  ^ fera  égal  aux  deux  intériaurs  oppofés 
m di  O pris  enfembie  j car,  l’angle  extérieur  g y joint  à l’angle  n , 
vaut  deux  angles  droits  (Liv.  I.  art.  54).  De  même,  les  angles  rn 
Sc  O y joints  au  même  angle’/z , valent  aufïï  deux  angles  droits  (16); 
par  conféquent , l’angle  extérieur  g eft  égal  aux  angles  intérieurs 
oppofés  mSi  O pris  enfemble.  On  peut  prouver  de  la  même  maniéré 
qu’en  prolongeant  le  côté  BC,  l’angle  extérieur  ACE  ou  h eft 
égal  aux  deux  intérieurs  oppofés  n pris  enfemble.  Pareillement, 
fi  on  prolonge  le  côté  CA,  l’angle  extérieur  B AF  ou  k fera  égal 
aux  deux  intérieurs  o n.  La  propofition  de  ce  Corollaire  avoir 

déjà  été  démontrée  Liv.  I.  art.  ÿiB  ')  indépendamment  du 

Théorème  précédent 

CoROttAIRE  II. 

i^B.  La  fomme  des  trois  angles  extérieurs  d’un  triangle  vaut 
quatre  angles  droits;  car,  l’angle  intérieur  /n,  joint  à l’angle  exté- 
rieur k y vaut  deux  angles  droits.  Pareillement , les  angles  n 8c  g 
valent  enfemble  deux  angles  droits  : enfin , les  angles  o 8c  k valent 
auflî  deux  angles  droits  par  la  même  raifon;  ainfi,  la  loinme  des 
angles , tant  intérieurs  qu’extérieurs  d’un  triangle , vaut  fix  angles 
droits.  Or , les  angles  intérieurs , ou  Amplement  les  trois  angles  d’un 
Triangle  , valent  enfemble  deux  angles  droits  ; donc  lés  angles 
extérieurs  valent  quatre  angles  droits.  Cette  propriété  convient  à 
tous  les  polygones,  c’eft-à-dire,  que  la  fomme  de  .tous  les  angles 
extérieurs  d’un  polygone  eft  égale  à quatre  angles  droits.  Nous’  lé 
ferons  voir  dans  la  fuite. 

C0R01.1.AIBB  III. 

1 8.  Dans  chaque  triangle,  dès  que  l’on  conhoît  deux  angles , on 
peut  facilement  connoître  le  troifieme  ; car , le  troifieme  eft  toujours 
le  fupplément  à 180  degrés:  par  exemple,  fi  l’on  connoît  deux 
angles , dont  l’im Toit  de  40  degrés,  & l’autre  de  80,  on  eft  aflliré 
que  le  troifieme  eft  de  60  degrés,  parce  que  les  deux  pretpiers , pris 
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enfemble , valent  120  degrés:  or,  le  fupplément  de  120  degrés, 
à 180,  eft  60. 

1 9.  Si  dans  un  triangle  on  ne  connoît  que  la  valeur  d’un  angle , 
on  pourra  bien  connoître  la  fomtne  des  deux  autres  angles , m^is  on 
ne  pourra  connoître  la  valeur  de  chacun  en  particulier  ; ainfi , fi 
l’angle  connu  étoit  de  50  degrés,  on  l'auroit  bien  que  la  fomme  des 
deux  atitres  eft  de  1 30  degrés  j mais  on  ne  connoîrroit  pas  de  combien 
de  degrés  ftroient  l’un  Sc  l’autre  de  ces  deux  angles  féparément. 

COROILAIRB  IV. 

20.  Lorfque  deux  angles  d’on  triangle  font  égaux  à deux^angles 
d’un  autre  triangle  chacun  à chacun , ou  que  la  fomme  des  deux 
dans  le  premier  eft  égale  à la  fomme  des  deux  dans  le  fécond , pour 
lors  le  troifteme  angle  du  premier  triangle  eft  égal  au  troifteme  angle 
du  fécond  ; & ft  un  angle  du  premier  triangle  eft  égal  à un  angle  du 
fécond,  la  fomme  des  deux  autres,  dans  le  premier,  eft  égale  à la 
fomme  des  deux  autres  dans  le  fécond.  Cela  paroît  clairement,  tant 
par  le  Théorème  fondamental , que  par  ce  que  l’on  vient  de  dire 
dans  le  fécond  Corollaire. 

COROLIAIRB.  V. 

21.  Chaque  triangle  ne  peut  avoir  qu’un  angle  droit  ou  un  feul 
obtus  ; de  forte  que , ft  un  angle  eft  droit  où  obtus , les  deux  autres 
font  néceftairement  aigus  ^ autrement  les  trois  angles,  pris  enfemble  , 
feroient  plus  grands  que  deux  angles  droits. 

Corollaire  VI. 

2 1 B.  Dans  un  triangle  reâangle , les  d^x  angles  aigus  font 
compléments  l’un  de  l'autre , c’eft-à-dire , que  la  fomme  de  ces 
deux  angles  vaut  un  angle  droit  : c’en  encore  une  fuite  évidente 
de  ce  que  les  trois  angles , pris  enfemble , valent  deux  angles  droits  ; 
par  conféquent,  ft  un  de  ces  angles  aigus  eft  de  45  degrés,  l’autre 
vaut  aufti  45  degrés. 

THioRiMB  II. 

2 2.  Lorfqut  dans  un  triangle  il  y a des  côte's  égaux  » les  angles 
oppojes  à ces  côte's  Jont  aitjlJi  égaux  f & réciproquement , s* il  y a des 
angles  égaux  , les  bafes  ou  côtés  oppojes  Jont  égaux. 

DiHÔNSTRATIOM. 

Tig.  Soit  le  triangle  A CB,  dont  le  côté  AC  foit  fuppofé  égal  au 
côté  BCj  je  dis,  que  l’angle  en  B , oppofé  au  côté  AC,  eft  égal 
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à Sangle  en  A , oppofé  au  côté  B C : car , les  côtés  AC  & B C étant 
égaux , les  arcs  AC  & BC,qui  font  fou  tenus  par  ces  côtés,  feront 
égaux , parce  que  les  cordes  égales  foutiennent  des  arcs  égaux  j 
donc  la  moitié  de  l’arc  AC  eft  égale  à la  moitié  de  l’arc  BC.  Or , 
ces  moitiés  font  les  mefures  des  angles  en  B & en  A ( Liv,  I. 
art.  1 24  ) i donc  ces  angles,  font  égaux  : ce  qu’il  falloit  démontrer 
en  premier  lieu. 

IL  Partie.  Si  l’angle  en  B eft  égal  à l’angle  en  A,  les  côtés 
oppofés  AC  & B C font  égaux  : car , fi  les  deux  angles  en  B & en  A 
font  égaux , leurs  mefures , c’eft-  à-  dire , la  moitié  de  l’arc  AC  & la 
moitié  de  l’arc  B C , font  égales  j donc  les  arcs  entiers  AC  & B C 
font  aufli  égaux.  Or , les  arcs  égaux  font  foutenus  par  des  cordes 
égales  ; donc  les  cordes  ou  côtés  AC  & BC  font  égaux  : ce  qu’il 
falloit  démontrer.. 

22 B.  11  eft  évident  que,  fi  les  trois  côtés  d’un  triangle  étoient 
égaux,  les  trois  angles  feroient  aulfi  égaux;  & que,  fi  les  trois  angles 
étoient  égaux , les  trois  côtés  le  feroient  aufti. 

THSORffMB  IlL 

25.  Lorfque  dans  un  triangle  il  y a des  c6te's  inégaux  y le  plus 
grand  angle  ejl  oppofé  au  plus  grand  coté  y & le  plus  petit  angle  ejl 
oppofé  au  moindre  côté.  On  peut  dire  de  même  que  le  plus  grand 
côté  ejl  oppofé  au  plus  grand  angle  y & que  le  plus  petit  côté  ejl 
oppofé  au  plus  petit  angle. 

D é M O N s T R*A  T I O N. 

Si , dans  le  triangle  ACB , l’angle  en  A eft  plus  grand  que  chacun  F‘g- 
des  deux  autres , le  côté  B C , qui  lui  eft  oppofé , eft  le  plus  grand  de 
tous  : car,  fi  l’angle  en  A eft  plus  grand,  il  faut  que  l’arc  BC,  dont 
il  a la  moitié  pour  mefure , foit  aufti  plus  grand  que  chacun  des 
arcs  AB  & AC  ; 6c  par  conféquent  la  corde  ou  le  côté  B C fera 
plus  grand  que  les  autres  côtés  : ce  qu’il  falloit  démontrer. 

On  prouvera  de  même  que , fi  l’angle  en  C eft  le  plus  petit , le 
côté  oppofé  AB  eft  aufti  moindre  que  chacun  des  côtés  AC  6c  B C. 

Théoeemb  IV. 

24.  Lorfqu*un  triangle  ejl  ifocde,fi  du  fommet  de  V angle  compris 
entre  les  côtes  égaux , on  ahaiff  'e  une  perpendiculaire  fur  la  bafè.  • 

1°.  Cette  bafè  fera  coupée  en  deux  parties  égales,-  2®.  l* angle  compris 
entre  les  côtés  égaux  fera  auffi  partagé  également.  Cela  convient 
aufti  au  triangle  equilatéraf,  puifqu’il  eft  ifocele. 


/ 
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Soit  le  triangle  ifocele  A C B , & que , du  fommet  de  Tangle  C , 
on  tire  la  perpendiculaire  CD  fur  la  baie  AB  : je  dis , i que  cette 
perpendiculaire  coupe  la  bafe  en  deux  parties  égales.  2°.  Qu’elle 
partage  aufll  l’angle  C en  parties  égales  : pour  le  démontrer , il  faut 
du  point  C , comme  centre , & de  l’intervalle  CA  ou  C B , décrire 
une  circonférence,  & prolonger  la  perpendiculaire  CD  jufqu’à  la 
rencontre  de  la  circonférence  en  E i cela  pofé , le  Théorème  eft 
facile  à prouver. 

DÉMOKSTRATIOM. 

I.  Ear  Tl  E.  La  bafe  AB  eft  une  corde  du  cercle  dont  le  point  C 
eft  le  ceirtre,  & par  conféquent  la  ligne  CD,  qui  eft  fuppofée  per- 
pendiculaire à la  corde , la  coupe  néceflairement  en  deux  parties 
égales  ( Liv.T.,  art.  I O 3 ). 

II.  Partie.  La  perpendiculaire  C D E étant  tirée  du  centre , 
& coupant  la  corde  AB  en  deux  parties  égales , coupe  aufli  ( Liv.  I. 
art.  1 04)  l’arc  AE  B , foutenu  par  la  corde  , en  deux  parties  égales , 
favoir,  AE  & BE.  Or,  AE  eft  la  mefure  de  l’angle  ACE,  & BE 
eft  la  mefure  de  l’angle  B CE  : donc  ces  angles  font  égaux  i ainfi  , la 
perpendiculaire  coupe  l’angle  C en  deux  parties  égales  : ce  qu’il 
falloir  démontrer. 

Corollaire. 


25.  Si  on  tire  du  point  C une  ligne  qui  divife  l’angle  C en  deux 
parties  égales,  il  eft  clair  qu’elle  ne  différera  pas  de  la  perpendicu- 
laire CD  i par  conléquent , fi  une  ligne  divife  en  parties  égales 
l’angle  compris  entre  les  côtés  égaux  d’un  triangle  ifocele  , elle  fera 
perpendiculaire  à la  bafe , & la  coupera  en  deux  parties  égales.  Il  eft 
évident  par  la  même  raifon  que , fi  une  ligne  tirée  de  cet  angle 
coupe  la  bafe  en  parties  égales , elle  fera  perpendiculaire  à la  bafe  , 
& divifera  l’angle  en  deux  également. 

25  5.  Il  paroît  donc , par  ce  Corollaire  & le  Théorème,  que., 
quand  une  ligne , qui  eft  tirée  du  fommet  de  l’angle  compris  entre 
les  côtés  égaux. d’un  triangle  ifocele,  a une  de  ces  trois  conditions, 
être  perpendiculaire  fur  la  baie , couper  la  bafe  en  deux  parties 
égales , & partager  en  deux  également  l’angle  compris  entre  les 
côtés  égaux , elle  a aufti  les  deux  autres. 

Ce  que  nous  avons  dit  dans  le  premier  Livre , art.  1 6 1 , renferme 
une  propofition  plus  générale  que  le  Corollaire  j car  il  paroît , par  ce 
qui  a été  démontré  en  cet  endroit , que , dans  tout  triangle  , fi  une 
ligne  tirée  du  fommet  d’un  migle  fur  la  bafe  divife  cet  angle  en 
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deux  également , elle  coupera  la  bafe  en  parties  proportionnelles 
aux  deux  côtés  de  l’angle  ; & réciproquement , fi  la  ligne  tirée  du 
fommet  coupe  la  bafe  en  parties  proportionnelles  aux  côtés , elle 
divifera  l’angle  par  le  milieu. 

26.  On  peut  diftinguer  fix  chofes  dans  un  triangle,  favoir , trois 
côtés  & trois  angles  ; mais , parce  que  deux  angles  étant  donnés  fie 
déterminés , le  troifieme  l’eft  aufli,  il  fufîira  de  confidérer  ici  cinq 
chofes,  favoir,  trois  côtés  ôc  deux  angles.  Or  fi,  dans  un  triangle, 
trois  de  ces  cinq  chofes  font  égales  aux  trois  correfpondantes  dans 
un  autre  triangle , les  deux  triangles  font  égaux  en  tout. 

11  y a quatre  Cas;  i®.  ou  bien  un  des  côtés  d’un  triangle  &,les 
deux  angles  fur  ce  côté  font  égaux  à un  côté  d’uç  autre  triangle  fie 
aux  deux  angles  fur  ce  côté  ; 2°.  ou  deux  côtés  ôc  un  angle,  compris 
entre  ces  côtés  du  premier  triangle , font  égaux  à deux  côtés  & à uit 
angle  compris  entre  ces  côtés  du  fécond  ; 3°.  ou  bien  deux  côtés  fie 
un  angle  oppolé  à un  de  ces  côtés , dans  le  premier  triangle , font 
fuppofés  égaux  à deux  côtés  ôc  à un  angle  oppofé  à un  de  ces  côté» 
dans  le  fécond  triangle  ; 4°.  enfin , il  peut  arriver  que  les  trois  côtés- 
du  premier  triangle  foient  égaux  aux  trois  côtés  d’un  autre  triangle 
refpeélivement , c’eft-à*dire , chacun  à chacun. 

Nous  allons  démontrer  dans  les  quatre  Théorèmes  fuivants  y 
qu’en  tous  ces  cas  les  deux  triangles  font  égaux , en  obfervanc 
néanmoins  que,  dans  le  troifieme  cas , il  faut  encore  fuppofer  que 
l’autre  angle , fur  la  bafe  du  premier  triangle , eft  de  même  efpece  que 
fon  correfpondant  dans  le  fécond  triangle , comme  on  le  verra  dans 
le  feptieme  Théorème. 

TnioREME  V. 

27.  Si  un  coté t comme  hc  j du  triangle  bac  j ejl  égal  au  cére  B C k, 
du  triangle  BAC  , <S*  que  les  deux  angles  b & c , fur  le  premier  coté  ^ 
foient  égaux  aux  angles  B C fur  l^ autre  côté  y les  deux  triangles 
feront  égaux  en  tout. 

Démonstration. 

* , 

Qu’on  conçoive  le  côté  bc  appliqué  fur  le  côté  B C , le  point  h. 
fur  le  point  B , j8c  le  point  c fur  le  point  C , puifque  les  angles  b èc 
B font  égaux , le  côté  ba  fera  pofé  fur  le  côté  BA  ; fie  de  même 
le  côté  ca  fera  appliqué  fur  le  côté  CA,  paree  que  les  angles  c ôc  G 
font  égaux  ; par  conféquent , les  deux  côtés  ba  ôc  ca  iront  fe  réunir 
au  même  point  que  les  deux  autres  côtés  BA  ôc  CA  : donc  les  deux 
triangles  conviendront  entièrement  j ainfî , ils  feront  parfaitement 
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Kg.  lo.  égaux  ou  égaux  en  tout , c^eft-à-dire,  quant  aux  anglçs , aux  côtés 
& aux  efpaces  : ce  qu’il  falloit  démontrer, 

*7  B.  Cette  maniéré  de  prouver  l’égalité  de  deux  figures , en 
concevant  que  l’une  eft  appliquée  fur  l’autre , eft  appellée  démonf- 
tration  par  Jîiperpq/ltion. 

27 C.  Les  deux  côtés  & BC  étant  toujours  fuppofés  égaux, 
fi  les  deux  angles  b a étoient  égaux  aux  angles  correfpondants 
B & A , les  triangles  feroient  parfaitement  égaux , parce  que  pour 
lors  l’angle  c feroit  égal  à l’autre  angle  C j ainfi  , lès  deux  angles  fur 
le  côté  bc  feroient  égaux  aux  deux  angles  fur  le  côté  B C : ce  qui 
reviendroit  au  cinquième  Théorème. 

Kg.  U.  28.  Remarquez  qu’il  peut  arriver  que  deux  triangles  foient  iné- 
gaux, quoiqu’un  côté  du  premier  foit  égal  à un  côté  du  fécond,  & 
que  les  trois  angles  de  l’un  foient  égaux  aux  trois  angles  de  l’autre , 
fi  ces  angles  égaux  ne  font  pas  correfpondants  : par  exemple , dans 
les  deux  triangles  BAC  & B D C , le  côté  B C eft  commun  aux  deux 
triangles  , & par  conféquent  il  eft  égal  de  part  & d’autre  : il  en  eft 
de  même  de  l’angle  C ; d’ailleurs , il  fe  peut  faire  que  l’angle  A du 
grand  triangle  foit  égal  à l’angle  DBC  du  petit,  & que  par  confé- 
quent l’angle  A B C du  grand  foit  égal  à l’angle  B D C du  petit. 

Théorbmb  VI. 

Kg.  ith  2^.  Si  deux  côtes  , comme  ab  & ac  t du  triangle  abc , font  e'gaux 
aux  côtés  AB  ^ AC  du  triangle  A B C , que  de  plus  l^ angle  a , 
compris  entre  les  deux  premiers  côtés , foit  égal  à V angle  A compris 
entre  les  deux  autres  côtés , les  deux  triangles  feront  égaux  en  tout. 

Démonstration. 

• • 

Qu’on  conçoive  le  côté  ab  du  premier  triangle  appliqué  fur  le  côté 
AB  de  l’autre , enforte  que  le  point  a foit  fur  le  point  A , il  faut , à 
caufe  de  l’égalité  des  deux  angles  a 6c  A y que  le  côté  ac  foit  pofé  fur 
le  côté  AC  : dans  cette  hypothefe , le  point  b tombera  fur  le  point  B , 
& le  point  c fur  le  point  C , parce  que  les  deux  côtés  ab  & ac  font 
égaux  aux  côtés  AB  & AC  j par  conféquent , la  bafe  bc  conviendra 
avec  la  bafe  B C,  & les  deux  triangles  conviendront  entièrement  j 

donc  ils  feront  égaux  en  tout  : ce  qu’il  falloit  démontrer. 

/ 

T H É'o  R B M B,  VII. 

Rg.  II.  30.  Si  les  deux  côtés  ab  Se  ac  du  triangle  abc font  encore  égaux  aux 

côtés  AB  & AC  du  triangle  ABC  j 5*  qu&  V angle  h,  oppofé  au  côté  ac , 

fait 
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/oit  égal  a l* angle  B oppofe'  au  côte'  AC  :Jî  ^ de  plus  , les  angles  c & Fîg. 
C , oppoje's  aux  autres  côtés  ab  & AB , /ont  de  même  ejpece , c’eji^àf 
dire  , ou  tous  deux  aigus  , ou  tous  deux  obtus  > fans  les  JùppoJèt 
égaux  i pour  lors  les  deux  triangles  feront  égaux  en  tout. 

Démonstration. 

/ 

Qu’on  conçoive  le  côté  ^apoféfur  le  côté  B A,  enforte  que  le 
point  b foit  fur  le  point  B , & le  point  a fur  le  point  A ; pour  lors  , 
la  bafe  bc  fera  appliquée  fur  la  bafe  BC  , à caufe  de  l’égalité  des 
angles  B;  mais»  comme  les  bafes  n’ont  point  été  fuppofées 
égales , il  faut  démontrer  que  le  point  c tombera  fur  le  point  C : pour 
cela , il  faut  tirer  du  point  A la  perpendiculaire  AD  fur  la  bafe  BC 
prolongée  s’il  eft  néceflaire  ; cela  pofé , je  raifonne  ainfi.  Les  lignes 
ac  & AC  feront  toutes  les  deux  du  même  côté  de  la  perpendiculaire , 
ou  la  première  d’un  côté  ôc  la  fécondé  d’un  autre.  Or,  ce  fécond  cas 
eft  impofUble;  car,  fîla  ligne  æc tomboit , par  exemple , à la  gauche 
de  la  perpendiculaire , enibrte  que  fon  extrémité  c fût  fur  le  point  £, 
tandis  que  la  ligne  AC  eft  à la  droite , il  eft  viftble  que  l’angle  acb  ou 
AEB  feroit  obtus,  & l’angle  ACB  aigu,  ce  qui  eft  contre  l’hypothefe  , 
puifque  ces  deux  angles  font  fuppofés  de  même  efpece  : par  confé- 
quent,  il  eft  néceflaire  que  les  deux  lignes  ac  & AC  foient  du  même 
côté  de  la  perpendiculaire.  Mais  d’ailleurs  ces  deux  lignes  font  des 
obliques  égales , ainfî  elles  doivent  être  également  éloignées  de  la 
perpendiculaire  j donc  ac  tombera  fur  AC , & le  point  c fur  le  point 
C : ainfl , les  deux  triangles  conviendront  parfaitement  î par  confé* 
quent  ils  feront  égaux  eh  tout  : ce  qu’il  falloit  démontrer.  • 

3 1 . Remarquez  que , fi  les  deux  angles  é & B , que  l’on  a fuppofés 
égaux , étoient  droits  ou  obtus , pour  lors  les  deux  angles  c & C 
feroient  aigus , & par  conféquent  de  même  efpece  ; c’eft  pourquoi  ^ 
fi  les  angles  égaux  font  droits  ou  obtus  j on  n’a  pas  befoin  de  fup- 
pofer  la  quatrième  condition  marquée  dans  l’énoncé  du  théorème  , 
pour  que  deux  triangles  foient  égaux  dans  le  troifieme  cas. 

32.  Remarquez  encore  que,  fi  on  compare  deux  triangles  reétan- 
gles , l’anglë  droit  de  l’un  eft  néceflairement  égal  à l’angle  droit  de 
l’autre , & par  conféquent  ces  triangles  feront  égaux , fi  un  autre 
angle  éc  un  côté  du  premier  triangle  font  égaux  à un  angle  & au 
côté  correfpondant  du  fécond , ou  fi  deux  côtés  du  premier 
triangle  font  égaux  à deux  côtés  correfpondants  du  fécond  , cela 
fuit  des  théorèmes  précédents  ; car  pour  lors  il  y aura  trois  chofe$ 

IL  Fartie,  I “ 
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dans  un  des  triangles  re^angles. , égales  aux  trois  correipondantes 
*de  Fautre  j ainfi  ces  triangles  feront  égaux. 

THioKBMB  VIII. 

» 

55.  Si  les  trois  cotés  d*un  triangle , comme  ahc  , font  égaux  aux. 
trois  cotés  tf  un  autre  triangle  ABC  , les  deux  triangles  Jeront  par^ 
faitement  éaa.ux. 

DÉ1HOMSTB.ATIOK. 

t 

Pour  démontrer  ce  théorème , il  faut  du  point  C,  comme  centre, 
& de  l’intervalle  ÇB,  décrire  une  circonférence , & enfuite  prolonger 
le  côté  AC  jufqu’à  la  rencontre  de  la  circonférence  au  point  H.  Nous 
avons  démontré  (Liv.  1 , art.  106)  qu’entre  les  autres  lignes  qu’on 
peut  tirer  du  point  A à la  circonférence  , celle  qui  eft  plus  éloignée 
de  la  fécante  AH  , eft  la  plus  courte.  Cela  pofé  , concevez  le  côté 
de  appliqué  fur  le  côté  AC , le  point  ûfur  le  point  A , Ôc  le  point  c 
fur  le  point  C ; il  eft  vifible  que , fi  le  point  h tombe  fur  le  point  B , 
les  deux  triangles  conviendront  entièrement , & par  conféquent  ils 
feront  égaux  en  tout.  Or , il  eft  néceflaire  que  le  point  h tombe  fur  le 
point  B , car  le  côté  ch  eft  égal  au  côté  CB  : donc  il  eft  rayon  de  la 
circonférence  décrite  j par  conféquent  fon,  extrémité  h don  tomber 
fur  un  point  de  cette  circonférence  : il  faut  donc  prouver  qu’il  ne 
peut  tomber  fur  un  point  différent  du  point  B,  par  exemple,  furies 
points  E ou  F } ce  qpe  je  fais  voir  en  cette  maniéré , après  avoir  tiré 
les  lignes  AE  & AF.  Si  le  point  b tomboit  fur  le  point  E , le  côté 
ah  feroit  égal  à la  ligne  AE  \ mais  AE  eft  plus  petite  que  AB  ( Liv.  I, 
art.  106  ) : donc  le  côté  ah  feroit  aufli  plus  petit  que  le  côté  AB  j c& 
.qui  eft  contre  l’hypothefe.  Au  contraire , fi  le  point  B tomboit  fur  le 
point  F , le  côté  ah  feroit  égal  à la  ligne  AF , & par  conféquent  il 
feroit  plus  grand  que  le  côté  AB  (Liv.  l,%rt.  106)  j ce  qui  eft  encore 
contre  l’hypothefe.  Par  conféquent  le  côté  ac  étant  appliqué  fur  le 
côté  AC , il  faut  que  le  point  h tombe  fur  le  point  B : donc  les  deux 
triangles  conviendront  entièrement  j donc  ils  font  égaux  en  tout  : ce 
qu’il  falloit  démontrer. 

AvTBB  DiMONSTBATIOM. 

t 

Concevez  le  côté  hc  appliqué  fur  le  côté  BC , le  point  h fur  ÎC' 
point  B , & le  point  c fur  le  point  C i il  faut  prouver  que  le  point  a 
tombera  fur  le  point  A.  Pour  cela  , il  faut  du  point  B ou  é , comme 
centre  , & de  l’intervalle  BA  ou  ha  , décrire  un  arc  de  cercle  : pa- 
iteilkment  du  point  C ou  c ^ comme  centre,  & de  l’intervalle  CA 
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ou  ctf , on  décrira  un  autre  arc  de  cercle  qui  coupe  le  premier.  11  eft 
évident  que  le  point  A , en  tant  qu’il  appartient  à la  ligne  AB  , doit 
être  fur  le  premier  arc  , & que  ce  même  point , en  tant  qu’il  eft  l’ex- 
xrêmité  de  CA , doit  auflî  être  fur  le  fécond  arc  ; par  conféquent , ce 
point  devant  être  fur  l’un  & fur  l’autre  arc  , doit  fe  trouver  au  point 
d’interfeétion  qui  eft  commun  aux  deux  arcs.  Par  la  même  raifon  , 
le  pointa  doit  tomber  fur  le  même  point  d’interfeftion  : donc  le  point 
a fera  fur  le  point  A;  par  conféquent  ^ les- deux  triangles  conviennent 
en  tout  : ce  qu’il  falloit  démontrer. 

54.  Remarquez  que  ^ fi  deux  côtés  , comme  AB  & AC  du  triangle 
BAC,  font  égaux  aux  deux  côtés  ab  & ac  d’un  autre  triangle  bac , & 
que  l’angle  en  A foit  plus  grand  que  l’angle  en  a , la  bafe  BC  du 
premier  fera  plus  grande  que  la  bafe  bc  du  fécond  : car  l’angle  A 
étant  plus  grand  que  l’angle  a , l’ouverture  des  deux  premiers  côtés 
fera  plus  grande,  & par  conféquent  la  bafe  fera  plus  grande  que  l’autre 
bafe.  Réciproquement , les  deux  côtés  étant  toujours  fuppofés  égaux 
de  part&  d’autre  , chacun  à chacun  , il  eft  évident  que  , fi  la  bafe 
BÇ  eft  plus  grande  que  là  bafe  bc , l’angle  A fera  plus  grand  que 
l’angle  a du  fécond  triangle. 

5 4B.Le§.  deux  trianglesBAC,^ac,étant  fuppofés  ifoceles,  & les  deux 
bafes  BC,éc  des  deux  angles  A,  a,  compris  entre  les  deux  côtés  égaux  > , 

. égales  entr’elles,fi  les  deux  côtés  de  l’angle  Afont  plus  longs  que  ceux 
de  l’angle  a ,1e  premier  de  ces  angle$  fera  moindre  que  l’autre^  car  fi, 
du  fommet  de  ces  angles , & de  l’intervalle  des  côtés  AB , aé , on 
conçoit  des  circonférences  décrites,  les  bafes  BC,  ôc  étant  égales 
par  rhypothefe  , la  première  foutiendra  un  arc  de  moins  de  dégrés  . 
que  l’autre , parce  que  cette  première  bafe  fera  la  corde  d’un  plus 
grand  cercle  ; par  conféquent  l’angle  A fera  moindre  que  l’angle  a. 

C’eft  comme  fi  on  difoit  qu’un  angle  devient  d’autant  plus  petit  que 
fâ  bafe  s’éloigne  plus  du  fommet , cette  bafe  ayant  toujours  la  même 
longueur , & les  deux  côtés  de  l’angle  étant  toujours  égaux  entr’eux. 

PaOBtEMB.  I. 

^5.  jFoirfi  un  triangle  qui  ait  un  c6te' égal  a la  ligne  donnée  N j, 

& lesdeux  angles  fur-  ce  côte  égaux  aux  angles  donnés  H fi*  G. 

Tirez  BC  égale  à la  ligne  donnée  N;  enfuite  tirez  aux  points* Fi;. 
B & C des  lignes  qui  faftbnt  fur  RC  des.  angles  égaux  aux  angles  “ 
donnés  H &G  ^ ces  deux  lignes  prolongées  fe  rencontreront  en  un 
point  comme  A , & formeront  le  triangle  BAC  avec  les  conditions 
propofées. 

\ U 
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5 6.  Faire  un  triangle  qui  ait  deux  côte's  égaux  aux  lignes  données 
L 6*  M , O*  F angle  compris  entre  fés  cotes  égal  à l*  angle  donne  K- 
Tirez  une  ligne  AB  égale  à une  des  propofées  L ; & de  l’extré- 
mité A tirez  la  ligne  AC,  que  vous  prendrez  égale  à l’autre  propofée 
M , & qui  faire  l’angle  BAC  égal  à l’angle  K ( Liv.  1 , art.  6 1 ) : 
enfuite  menez  une  ligne  du  point  B au  point  C j elle  formera  le 
triangle  cherché  ABC. 

P&OBtBMBlIL 

Ks-  15  17-  Faire  un  triangle  qui  ait  deux  côtés  égaux  à deux  lignes  données 

* L M ,<S*  l* angle  oppofe  à l*une  de  ces  lignes  M,  égal  à l’angle  donné\{. 
Tirez  l’indéterminée  BZ , puis  à une  de  ces  extrémités , comme 
B,  tirez  la  ligne  AB  qui  foit  égale  à L,  & qui  fafle  avec  BZ  un  angle 
égal  à l’angle  donné  H ; enfuite  du  point  A , pris  pour  centre  > &.d’un 
intervalle  égal  à l’autre  ligne  M , décrivez  un  arc  de  cercle  qui  cou- 
pera la  ligne  BZ  dans  un  leul  point , fi  la  ligne  M efl;  plus  grande  ou 
égale  à la  première  ligne  L : c’efi  pourquoi  tirant  une  ligne  du  point 
A au  point  d’interfeâion  de  l’arc  & de  l’indéterminée  BZ,  on  aura 
le  triangle  BAC  fait  félon  les  conditions  propofées. 

Tig.  1$  Mais,  fi  la  ligne  M étoit  plus  petite  que  L,  comme  on  lefuppofe 
dans  la  figure  1 8 , & que  cepen^nt  elle  fût  plus  grande  que  la  per- 
pendiculaire AD  ; alors  l’arc  décrit  du  point  A & de  l’intervalle  de 
la  ligne  M , couperoit  BZ  en  deux  points  : c’efi  pourquoi , afin  de 
déterminer  le  triangle  , il  faut  favoir  fi  l’angle  oppofé  au  côté  AB 
doit  être  obtus  ou  aigu  ; s’il  eft  obtus,  tirez  AE  ; s’il  efi  aigu,  tirez 
AC , & vous  aurez  le  triangle  cherché  BA£  dans  le  premier  cas,  & 
BAC  dans  le  fécond. 

Si  la  ligne  M étoit  égale  à la  perpendiculaire , pour  lors  l’arc 
toucheroit  BZ  feulement  au  point  D : ainfi  , la  ligne  qu’il  faudroic 
tirer  du  point  A pour  achever  le  triangle , feroit  la  perpendiculaire 
même. 

. Enfin , fi  la  ligne  M étoit  plus  courte  que  la  perpendiculaire , le 
problème  feroit  impoflible , parce  qu’une  ligne  tirée  du  point  A , 6s 
égale  à M , ne  rencontreroit  pas  l’indétermiiiée  BZ. 

f 

P&OBIBMB  IV. 

Fig>  is  38.  Faire  un  triangle  qui  ait  Us  trois  côtés  égaux  aux  trois  lignes 
données  L,M^N» 
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Tirez\ine  ligne  BC  égale  à une  des  lignes  propofées  N ; enfuite  de  iJ 
Tune  de  fes  extrémités  B, comme  centre,  & de  Pintervalle  de  la  ligne  * * 
L,  décrivez  un  arc  j èc  de  l’autre  extrémité  C,  & de  l’intervalle  de 
la  ligne  donnéè  M , décrivez  un  fécond  arc  qui  coupe  le  premier  au 
point  A : enfin  , menez  des  lignes  des  points  B & C au  point  d’in- 
terfeÆon  A , & vous  aurez  le  triangle  cherché  BAC. 

39.  Il  faut  remarquer  que  deux  dès  lignes  données,  prifes  enfem- 
ble  , doivent  être  plus  grandes  que  la  troifieme  : par  exemple , dans 
la  figure  16,  les  deux  côtés  AC  & BC , pris  enfemble , font  nécef- 
fairement  plus  grands  que  le  troifieme  côté , parce  que  AB  étant  une 
ligne  droite  tirée  du  poiiit  A au  point  B , il  faut  qu’elle  foit  plus 
courte  que  ACB  (Liv.  I,  art.  5.) 

. 39. B.  On  peut  aifément,  par  la  méthode  de  ce  problème,  faire 
un  triangle  régulier  ou  équilatéral , foit  que  le  côté  foit  donné  ou 
non.  Il  n’y  a qu’à  décrire  les  deux  arcs  d’un  intervalle  égal  au  côté 
qu’on  a tiré  d’abord , & que  nous  avons  nommé  BC  dans  le  pro* 
blême. 

. PaoBiBnix  V. 

3 9 C.  Faire  un  triangle  reSangte  dont  la  bajè  opfojee  a l* angle 
droit  ( on  appelle  cette  bafe  hypoténujè  ) Joit  égale  à la  ligne  don- 
nee  L > 6*  u/r  des  côtés  de  l*  angle  droit  foit  égal  à B autre  ligne  M j 
fig.  30. 

Tirez  la  ligne  BC  égale  à L ; coupez  cette  ligne  BC  en  deux 
parties  égales  j enfuite  du  point  d’interfeétion  F , & de  l’intervalle 
FB  ou  FC,  décrivez  une  demi- circonférence  j après  cela,  prenez 
avec  le  compas  la  longueur  de  l’autre  ligne  donnée  M,  & ayant 
pofé  une  des  pointes  du  compas  fur  une  extrémité  du  diamètre 
BC,  par  exemple  fur  B , décrivez  un  petit  arc  qui  coupe  la  demi- 
circonférence  au  point  A : enfin , tirez  du  point  d’interfeâion  A les 
lignes  AB  & AC  , vous  aurez  le  triangle  BAC  tel  qu’on  le  de- 
mande. 

Car , I ®.  il  eft  évident  que  l’angle  infcrit  BAC  eft  droit , puif- 
qu’il  eft  appuyé  fur  le  diamètre.  2®.  La  bafe  de  l’angle  droit  eft  égale 
par  la  conftrudtion  à la  ligne  donnée  L.  3®.  Enfin  le  côté  AB  de 
l’angle  droit  eft  égal  à la  ligne  donnée  M , parce  que  le  petit  arc  a 
été  décrit  du  point  B , comme  centre , & de  l’intervalle  de  cette  lignes 
' 39 1).  Il  faut  que  la  ligne  donnée  L foit  plus  longue  que  l’autre  , 
fans  quoi  le  problème  feroit  impofiible  j car , dans  un  triangle , le  côté 
ôppolé  au  plus  grand  angle  eft  néceflàirement  plus  grand  que  chacua 
des  deux  autres  côtés. 
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3 9.  E.  S’il  n’y  avoit  qu’une  feule  ligne  donnée , favoir , lar  bafe  de 
l’angle  droit , le  problème  feroit  plus  facile  j car , après  avoir  décrie 
la  demi-circonférence  , on  pourroit  tirer  indifféremment  les  deux; 
lignes  AB  & AC  de  chaque  point  de  la  demi-circonférence,  excepté 
des  deux  extrémités  B & C. 

* I 

♦ 

DU  PÉRIMÈTRE  ET  DES  ANGLES 

DU  QvaDIMLA  T' BKt. 

39  F.  Le  quadrilatère  ou  tetragone  , comme  nous  avons  dit , dl 
une  figure  terminée  par  quatre  lignes  droites  : la  ligne  droite  qui 
eft  tirée  d’un  angle  du  quadrilatère  à l’angle  oppofé  , comme  AD 
dans  la  figure  1 9 , fe  nomme  diagonale  & quelquefois  diamètre. 

40.  Si  un  quadrilatère  n’a  aucun  de  fes  côtés  parallèles , ou  s’il 
n’en  a que  deux  , on  le  nomme  trapere  : tel  eft  le  quadrilatère  de  la 
figure  1 9 i mais , lorfque  chaque  côté  eft  parallèle  au  côté  op- 
pofé , le  quadrilatère  eft  appellé  parallélogramme , comme  CABD 
figure  23.  Si  les  angles  du  parallélogramme  font  droits  , il  eft  appellé 
reSangle  j & fi  tous  les  côtés  du  reiftangle  font  égaux  , on  le  nomme 
quarre\  comme  ABCD , figure  2 1 : mais , lorfque  les  feuls  côtés  op- 
pofésdu  reélangle  font  égaux , on  l’appelle  reélangle  , comme 

dans  la  figure  20.  Si  les  angles  du  parallélogramme  font  obliques , il 
s’appelle  obliquangle.  Il  y en  a de  deux  fortes , le  rhombe  & le  rhom~ 
hoïde.  Un  rhombe  eft  un  parallélogramme  obliquangle  dont  les  quatre 
côtés  font  égaux,  comme  ABCD,  figure  22;  on  l’appelle  aufli 
lofange.  Un  rhomboïde  eft  un  parallélogramme  obliquangle  dont  les 
feuls  côtés  oppolés  font  égaux  : tel  eft  celui  de  la  figure  2 3 : ainfi  , 
en  reprenant  tout  ce  qu’on  vient  de  dire , on  trouvera  les  divifions 
fuivantes-  Le  quadrilatère  fe  divife  d’abord  en  trapeze  & en  parallé- 
logramme. Il  y a deux  efpeces  de  parallélogrammes , le  reélangle 

l’obliquangle  : le  reélangle  fe  fubdivife  en  quarré  & en  reélangle 
oblong  i de  même  on  fubdivife  le  parallélogramme  obliquangle  ei> 
rhombe  & en  rhomboïde.  Le  reûangle  Qblong  fe  nomme  fouvent 
reétangle  , fans  ajouter  oblong. 

40  B.  On  peut  donc  définir  , i °.  le  parallelogramnae , un  qua- 
drilatère dont  les  côtés  oppofés  font  parallèles.  7,°.  Le  reétangle,, 
im  parallélogramme  donc  les  angles  font  droits  & par ^onfé-. 
quent  égaux.  3/’.  Le  quarré,  un  reétangle  doht  les  côtés  font 
égaux. 

4Q  C.  Il  fuit  des  nptions  qu’on  vient  de  donner  > que  tout 
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paralleîogranime  eft  quadrilatère  ; mais  tout  quadrilatère  n*eft 
pas  parallélogramme  : de  même,  tout  reâiatjgle  eft  parallélogramme; 
mais  tout  parallélogramme  n’eft  pas  reélangle  : enfin  tout  quarré 
eft  reôangle  ; mais  tout  re^ngle  n’eft  pas  quarré.  Le  feul  mot  de 
reciangle  fignifie  uri  parallélogramme  reftangle  ; inais  , pour  fignifier 
'un  triangle  reftangle , il  ne  fuffiroit  pas  de  dire  ou  d’écrire  un 
reSangle  , il  faut  ajouter  le  mot  de  triangle , en  difant  ün  triangle 
. Teciangie. 

41.  Nous  pbferverons  ici  trois  chofes  : 1 Un  quadrilatère  peut 
être  défignè  ou  par  quatre  lettres  placées  au  fommet  des  angles , ou 
feulement  par  deux  lettres  qui  font  aux  fommets  des  angles  oppofés  : 
ainfi  le  quadrilatère  de  la  figure  1 9 peut  être  défigné  par  les  quatre 
lettres  À , C , D , B , ou  par  les  deux  A , D , ou  enfin  par  les  deux 
«autres  B , C.  2°.  Q.uand  on  dit  le  quarré  d’une  ligne,  on  entend  un 
quarré  dont  chacun  des  côtés  eft  égal  à la  ligne  : par  exemple , le 
quarré  de  la  ligne  EF  ( figure  2 1 ) eft  un  quarré  comme  ABCD  , 
dont  chaque  côté  eft  égal  à EF.  3®.  Lorfqu’on  veut  défignerle  quarré 

d’une  ligne  telle  que  EF  , on  écrit  EF  ; ainli  cette  exprelfion  EF 
Signifie  le  quarré  de  la  ligne  EF. 

42.  11  faut  remarquer  que  , dans  tout  quadrilatère , comme 
ACDB , la  fomme  des  quatre  angles  eft  toujours  égale  à quatre 
angles  droits  ; car , fi  on  tire  la  diagonale  AD , elle  divilera  le 
quadrilatère  en  deux  triangles , dont  les  angles  feront  formés  des 
angles  même  du  quadrilatère.  Or , comme  nous  avons  démontré 
ci-deflTus,  les  trois  angles  du  triangle  font  égaux  à deux  angles  droits  : 
donc  tous  les  angles  des  deux  triangles  font  égaux  à quatre  angles 
droits;  & par  conléquent  fous  les  angles  du  quadrilatère,  pris  en- 
femble  , valent  quatre  angles  droits. 

42  J?.  Si  le  quadrilatère  eft  infcrit  dans  un  cercle , la  fommè  des 
angles  oppofés  eft  égale  à deux  angles  droits , parce  que  ces  deux . 
angles  qui  font  infcrits , font,  appuyés  fur  toute  la  circonférence , & 
par  conléquent  ilsontpour  mefure  la  demi- circonférence.  Celaparoît 
dans  la  figure  53  du  premier  livre  , dans  laquelle  les  angles  oppofés 
A & F du  quadrilatère  ED  font  appuyés  fur  toute  la  circonférence  > 
aufli  bien  que  les  angles  oppolés  E & D. 

43  Dans  tout  parallélogramme , comme  CABD , les  côtés  oppofés  Ttg.  *31 
AB  & CD  ou'  AC  Ôc  BD , font  égaux  entr’eux  ; de  plus  , les 
deux  angles  fur  le  même  côté,  comme  A & B ou  A & C , pris 
cnfemble  ^ font  égaux  à deux  angles  droits  ; enfin  , les  angles  op«' 
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pofés , comme  A&D  ou  C&B,  font  égaux  entr’eux.  Tout 

cela,  a été’ démontré  en  parlant  des  parallèles  (Liv.  I,  art.  97  ). 

44.  De  là  il  fuit , i que  , fi  on  tire  une  diagonale  , comme  AD  , 
dans  un  parallélogramme  , elle  le  divifera  en  deux  parties  égales  qui 
font  les  triangles  ACD&  DBA  (33)i  car  les  trois  côtés  du  premier, 
fa  voir  AC , CD  & AD , font  égaux  aux  trois  côtés  BD , AB  & AD 
du  fécond. 

, 44  B.  2°.  Que  , dans  tout  parallélogramme , un  angle , comme  A, 
ne  peut  être  droit , que  tous  les  autres  angles  ne  le  foient  aufii;  car, 
fi  l’angle  A eft  droit , fon  oppofé  D le  fera  auffi  : de  même  l’angle 
B fera  droit , parce  que  les  deux  angles  A ôc  B valent  enfemble  deux 
angles  droits  ; donc  l’angle  C oppofé  à B fera  aufil  droit. 

44  C.  5®.  Que,  fi  deux  côtés , comme  AC  & AB , qui  forment 
l’angle  CAB  , font  égaux  , les  deux  autres  côtés  font  aufii  égaux , 
parce  que  BD  eft  égal  à AC , & CD  eft  égal  à AB.  ' 

Fl;.  IX.  44  D.  Le  milieu  de  la  diagonale  d’un  parallélogramme  eft  appelle 

le  centre  de  ce  parallélogramme.  Tel  eft  le  point  M de  la  diagonale 
AD.  Toutes  les  lignes  droites  qui  paflent  par  le  centre , & qui  font 
terminées  de  part  & d’autre  par  les  côtés  oppofés  du  parallelogram- 
, me , font  coupées  en  deux  parties  égales  dans  ce  centre  : KM  , par 
exemple , eft  égal  à LM  ; car  les  angles  du  triangle  AKM  Ibnt  égaux 
à ceux  du  triangle  DLM , parce  que  les  angles  A & K du  premier 
font  alternes  par  rapport  à ceux  du  fécond  D & L D’ailleurs , les  côtés 
AM  6c  DM  font  égaux  par  l’hypothefe  ; donc  les  deux  triangles  font 
égaux  en  tout  (27)  : ainfi  le  côté  KM  eft  égal  au  côté  LM. 

Problème. 

tig.  4j.  45.  Taire  un  parallélogramme  qui  ait  fis  côtes  égaux  aux  lignes 

donne'es  M & Nj  £*un  angle  égal  à V angle  donné  O. 

Faites  l’angle  en  A égal  à l’angle  donné  O ; 6c  fur  les  côtés  prenez 
AB  6c  AC  égaux  aux  lignes  donnés  M 6c  N ; enfuite  du  point  C 6c  de 
Tintervalle  AB  décrivez  un  arc  de  cercle  , 6c  du  point  B 6c  de  l’in- 
tervalle AC  décrivez  un  autre  arc  qui  coupe  le  précédent  en  Dj  tirez 
les  lignes  CD  6c  BD , 6c  vous  aurez  le  parallélogramme  propofé. 

Il  eft  aifé  de  concevoir  que  le  quadrilatère  CA6D  aura  fes 

côtés  égaux  aux  lignes  données  M 6c  N , puifque  les  deux  côtés 

AB  6c  AC  ont  été  pris  égaux  à ces  lignes  , ôc  que  d’ailleurs  les 

arcs  ont  été  décrits  de  l’intervalle  de  ces  mêmes  lignes  M 6c  N ; 

ce  qui  fait  voir  que  les  autres  côtés  CD  6c  BD  font  égaux  aux 

premiers.  Or,  les  côtés  oppofés  ne  peuvent  être  égaux  fans  qu’ils 

foient 
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ibîent  parallèles;  car,  que  Pon  conçoive  une  diagonale  tirée  du  Fig. 
point  A au  point  D , le  quadrilatère  fera  divifé  en  deux  triangles 
parfaitement  égaux  (3  3),  puifque  les  trois  côtés  de  l’un  feront  égaux 
aux  trois  côtés  de  l’autre  ; ainfi , l’angle  ADC  du  triangle  fupérieur 
eft  égal  à l’angle  DAB  du  triangle  inférieur , parce  que  ces  deux 
angles  font  oppofés  à des  côtés  égaux  ; & par  conféquent  ces  deux 
angles  égaux  étant  alternes , les  deux  côtés  G D & AB  font  parallèles 
(Liv.*I.  art.  95  ).  Par  la  même  raifon,  les  deux  côtés  AC  & BD  font 
parallèles , puifque  les  angles  alternes  DA  C & AD  B , qui  font  des 
angles  oppofés  à des  côtés  égaux  dans  les  deux  triangles,  font 
égaux;  donc  le  quadrilatère  CA  BD  eR  un  parallélogramme. 

45  Il  paroît  par  cette  démonftration  qu’un  quadrilatère,  dont 
chaque  côte  eR  égal  au  côté  oppofé , eR  un  parallélogramme  ; c’eR 
la  propofîtion  inverfe  de  la  première  partie  de  l’article  43,  dans 
laquelle  on  a dit  que , dans  tout  parallélogramme , les  côtés  oppofés 
font  égaux  ; ou , ce  qui  revient  au  même , fi  un  quadrilatère  eR  un 
parallélogramme , chaque  côté  eR  égal  au  côté  oppofé. 

45  C.  Si  on  propofe  feulement  de  faire  un  parallélogramme  > 
enforte  que  l’angle  O ne  foit  pas  donné , ni  les  côtés  M & N , on 
fera  l’angle  en  A à difcrétion , '&  on  prendra  les  côtés  AB  & AC  de 
quelle  longueur  on  voudra  ; ainfi , le  Problème  en  fera  plus  facile. 

46.  On  peut  fe  fervir  de  la  meme  methodç  pour  faire  un 
quarré , pourvu  qu’on  tire  la  ligne  AC  perpendiculaire  & égale  au 
côté  AB. 

Après  avoir  traité  des  triangles  & des  quadrilatères , confî- 
dérés^  félon  leurs  côtés  & leurs  angles , qui  font  les  deux  efpeces 
de  figures  les  plus  fimples,  nous  allôns  parler,  i**.  des  polygones 
en  général , 2°.  des  polygones  femblables , 3°.  des  polygones 
réguliers. 

DES  POLYGONES  EN  GÉNÉRAL. 

4 

Nous  avons  donné  ci-deRus  ( 7 & 8 ) la  définition  du  polygone 
en  général  & celle  d’un  polygone  régulier. 

t 

47.  Tous  les  angles  d*un  polygone  (pulconque  fins  égaux  a deux 
fois  autant  Sangles  droits  moins  (Quatre  que  le  polygone  a de  côtés  : 
par  exemple , fi  le  polygone  a cinq  côtés , pour  connoître  combien 
d’angles  droits  valent  tous  les  angles  de  ce  polygone , il  n’y  a qu’à 
prenne  le  double  de  cinq  ^ ôc  l’on  aur^  dix  ^ dont  il  faut  ôter  quatre^ 

IL  Partie.  A 
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& iIreRefîxj  ainfî,  tous  les  angles  du  pentagone  ÿ pris  enfemble, 
valent  fîx  angles  droits-  De  même  , fi  Pon  veut  connoitre  combien 
d’angles  droits  valent  tous  les  angles  d’un  polygone  de  looo  côtés, 
il  n’y  a qu’à  doubler  i ooo , & l’on  aura  2000 , dont  il  faut  ôter 
quatre,  il  refie  1996,  ce  qui  marque  que  tous  les  angles  d’un 
polygone  de  1000  côtés  valent  1996  angles  droits. 

On  peut  énoncer  ce  Théorème  autrement , en  cette  maniéré  : 
Tous  les  angles  d’un  polygone  quelconque  font  égaux  à deüx  J'ois 
autant  d’angles  droits  que  le  polygone  a de  côtés  moins  deux  : par 
exemple , le  pentagone  ayant  cinq  côtés  , il  faut  en  ôter  detix  ; il  en 
refiera  trois,  dont  le  double,  qui  efi  fix,  marque  que  les  angles  du 
pentagone  valent  fix  angles  droits. 

DéMOHST&A.TION. 

« 

24-  Du  point  A , fommet  d’un  des  angles  de  la  figure , il  faut  tirer  des 
lignes  à tous  les  autres  angles , excepté  aux  deux  plus  proches , qui 
font  B & E ; ces  lignes  formeront  autant  de  triangles , moins  deux  , 
qu’il  y a de  côtés  ou  d’angles  dans. le  polygone;  enforte  que,  s’il  y 
a cinq  côtés,  il  y aura  cinq  triangles  moins  deux,  c’efi- à-dire  trois ÿ 
de  plus , les  angles  de  ces  triangles  ne  font  formés  que  des  angles  du 
polygone.  Cela  pofé , je  raifonne  ainfi  : s’il  y avoit  autant  de  triangles 
qu’il  y a de  côtés  dans  le  polygone , comme  les  angles  de  chaque 
triangle  valent  deux  angles  droits , les  angles  des  triangles , formés 
dans  le  polygone , vaudroient  autant  de  fois  deux  angles  droits 
qu’il  y a de  côtés  dans  le  polygone , c’eft-à  dire,  que  les  angles  du 
polygone , pris  enfemble , feroient  égaux  à deux  fois  autant  d’angles 
droits  qu’il  y a de  côtés  ; mais  il  n’y  a pas  autant  de  triangles  qu’il  y 
a de  côtés  : il  s’en  faut  deux , & les  angles  de  deux  triangles  valent 
quatre  angles  droits  ; par  conféquent , les  angles  du  polygone  valent 
deux  fois  autant  d’angles  droits  moins  quatre,  qu’il  y a de  côtés 
dans  le  polygone  : ce  qu’il  falloit  démontrer. 

Autkb  Démonstration. 

• ^ » 

Il  faut  tires  de  tous  les  foinmets  des  angles  du  polygone  des 
lignes  à un  même  point  pris  dans  fa  furface  : telles  font , dans  la 
^güre  34,  les  lignes  AF,  BF,  CF,  DF,  EF.  Ces  lignes  partagent 
le  polygone  en  autant  de  triangles  qu’il  a de  côtés , & les  angles 
de  chaque  triangle  valent  enfemble  deux  angles  droits  : donc , ea 
prenant  tous  les  angles  des  triangles , la  fomme  vaut  deux  fois 
autant  d’angles  droits  qu’il  y a de  triangles  ou  de  côtés.  Or  , les 
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angles  qui  font  autour  du  point  F ne  font  pas  partie  des  angles  du 
polygone  , & ces  angles  valent  quatre  angles  droits  (Liv.  I.  art.  58  ). 

Donc  tous  les  autres  angles  des  triangles , lefquels  appartiennent  au 
polygone , valent  deux  fois  autant  d’angles  droits  moins  quatre  , 
qu’il  y a de  côtés  dans  le  polygone. 

Co&ollairbI. 

• • 

48.  Si  on  prolonge  d’un  côté  chacune  des  lignes  qui  font  le  Fig.  »$, 
périmètre  d’un  polygone  , tous  les  angles  externes  qui  font  ici , 

FAB , GBC , HCD , KDE , LEA , pris  cnfemble  , feront  égaux  à 
quatre  angles  droits ^ car,  chaque  angle  interne,  comme  EAB,  8c 
l’angle  externe  FAB , qui  eft  fon  fupplément , valent  enfemble  deux 
angles  droits  (Liv.  I,  art.  54);  & par  conféquent , en  prenant 

^ conjointement  les  angles,  tant  internes  qu’externes,  du  polygone , 
on  aura  autant  de  fois  la  valeur  de  deux  angles  droits , qu’il  y a 
d’angles  internés  ou  de  côtés  dans  le  polygone , c’eft-à-dire  > que 
les  angles  internes  8c  externes , pris  enfemble , font  égaux  à deux 
fois  autant  d’angles  droits  qu’il  y a de  côtés  dans  le  polygone.  Or  , 
les  feuls  angles  internes  valent  deux  fois  autant  d’angles  droits, 
moins  quatre,  qu’il  y a de  côtés  : donc  la  fomme  de  tous  les  angles 
externes  d’un  polygone  ne  vaut  que  quatre  angles  droits.  On  fuppofe 
ici  qu’il  n’y  a point  d’angles  rentrants. 

Coaoi.i.AiRB  II. 

49.  La  fomme  des  angles  externes  d’un  polygone  eft  égale  à I4 
ibmme  des  angles  externes  d’un  autre  polygone,  foit  que  les 
polygones  aient  le  même  nombre  de  côtés,  ioit  que  l’un  en  ait  plus 
que  l’autre.  Cela  fuit  évidemment  du  premier  Corollaire , puifquQ 
l’une  & l’autre  fomme  eft  égale  à quatre  angles  droits. 

C0R0L1.AIRB  III. 

• • 

50.  Lorfque  deux  polygones  réguliers  ont  chacun  le  même 
nombre  de  côtés , les  angles  de  l’un  font  égaux  aux  angles  de  l’autre  : 
par  elcemple , foient  deux  pentagone^  réguli^s , je  dis  que  les  anglee 
de  l’un  font  égaux  aux  angles  de  l’autre , chacun  à chacun  j car  le$ 
cinq  angles  d’un  pentagone  font  égaux  à fix  angles  droits  par  le 
Théorème.  Or , ces  cinq  angles  font  égaux  entr’eux , puifque  l’un  ^ 
£c  l’autre  pentagone  eft  régulier  : donc  chacun  des  angles  eft  la  ' 
cinquième  partie  de  lix  angles  droits  dans  l’un  8c  l’autre  pentagpne  j 

diofi»  1^  augles  de  i’uo  font  égaux  aux  a^gl^  de  l’autre. 

m ij 
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DES  POLYGONES  OU  FIGURES  SEMBLABLES. 

# 

51.  Nous  avons  dit  (9)  que  deux  figures  font  femblables,  lorfque 
chaque  angle  de  Fune  efi  égal  à chaque  angle  de  l’autre  dans  le 
ihême  ordre , & que  les  côtés  de  la  première  font  proportionnels  aux 
côtés  correfpondants  de  la  fécondé.  Ces  côtés  correfpondants  ^ 
comme  aè  & AB,  bc  & BC,  cd  & CD,  de  & DE,  ef  & EF,  &c. 
font  appellés  homologues  : deux  côtés  font  donc  appellés  homolo- 
gues, lorfqu’ils  font  fitués  de  la  même  maniéré  dans  les  deu^  figure» 
par  rapport  aux  angles  & aux  autres  côtés  i ainfi , afin  que  deux  côtés 
ïbient  homologue»,  il  faut  que  les  angles  entre  lefquels  eft  fitué  le 
premier  foient  égaux  refpeékivement  à ceux  entre  lefquels  fe  trouve 
le  fécond  : par  exemple , & AB  font  homologues , parce  que  les 

angles  æ & é font  égaux  aux  'angles  A & B. 

5 1 B.  Dans  deux  triangles  femblables , les  côtés  homologues  ou 
ccH'refpondants  font  oppofés  à des  angles  égaux;* ainfi,.  dans  lu 
figure  28 , les  côtés  homologues  ah  & AB  font  oppofés  aux  angles 
égaux  c-  & C : de  même , les  côtés  homologues  ac  éc  AC  font  oppofés 
aux  angles  égaux  é & B.  11  en  eft  de  même  des  deux  autres  côtés 
Homologues  cb  ^ CB. 

' 52.  Remarquez  que  les  angles. d’un  polygone  peuvent  être 
égaux  refpeâivement  aux  angles  d’un  autre  polygone,  quoique 
les  côtés  de  l’un  ne  ibient  pas  proportionnels  à ceux  de  l’autre  i 
car  foient , par  exemple , deux  exagones  femblables , le  premier 
ahcdef,  & le  fécond  ABCDEF,  fi  vous  prolongez  deux  côtés  du 
fécond , comme*  B C & E D ( il  en  faut  choifir  deux  qui  foient 
féparés  l’un  de  l’autre  par  un  troifieme , qui  eft  ici  C D ) , & fi  vous 
tirez  la  ligne  G H parallèle  au  côté  CD,  vous  aurez  un  troifieme 
exagone  ABGHEF,  dont  les  angles  font  égaux  à ceux  du  fécond , 
à caufe  des  parallèles  GH  & CD;  par  conféquent , les  angles  de 
ce  troifieme  exagone  font  auffî  égaux  à ceux  du  premier:  cependant,, 
les  côtés  du  tnoifieme  exagone  ne  font  pas  proportionnels  à ceux  du 
prêmier  ; car , les  côtés  de  l’exagone  ABCDEF  étant , par  l’hypo- 
thefe , proportionnels  à ceux  du  premier , il  eft  impofliÛe  que  les 
côtés  du  troifieme  exagone  foient  auffi  proportionnels  aux  côtés  du 
premier. 

ffxB.  Réciproquement,  les  côtés  d’un  polygone  peuvent  être 
proportionnels  aux  côtés  d’un  autre  polygone , quoique  les  angles 
de  l’un  ne  foient  pas  égaux  aux  angles  de  Fautre  ; car , foient 
encore  deux  exagones  femblables , le  premier  abed^y  & le  fécond. 
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ABCDËF , tirez  des.  deux  angles  B & F les  deux  Hgnes  BG  & FL  Fig.  %% 
égales,  aux  deux  côtés  BC  & FE  ( il  faut  choilyr  deux  angles  qui 
foient  réparés  par  trois  autres  qui  font  ici , C , D , £ ) : enfuite  du 
point  G & de  l’intervalle  CD,  décrivez  un  arc  vers  le  point  D : 
pareillement , du  point  L & de  l’intervalle  E D , décrivez  un  autre 
arc  qui  coupe  le  premier  en  un  point , comme  H j enfin , tirez  les 
£gnes  GH  & LH , vous  aurez  un  troifieme  exagone  ABGHLF , 
dont  les  côtés  font  égaux  par  la  confiru<%on  à ceux  du  fécond , & 
par  conféquent  proportionnels  à ceux  du  premier  ; cependant , il  eR 
vifible  que  les  angles  du  troifieme  exagone  ne  font  pas  égaux  aux 
angles  du  fécond , ni  par  conféquent  à ceux  du  premier. 

5 2 C.  Il  faut  conclure  de  - là , qu*afin  de  pouvoir  afilirer  que 
deux  polygones  font  femblables,  il  efi  nécefiaire  de  favoir  que 
les  angles  de  l’un  font  égaux  aux  angles  de  l’autre , & de  plus , que 
les  côtés  du  premier  font  proportionnels  à ceux  du  fécond.  Il 
faut  néanmoins  excepter  les  triangles  de  cette  remarque , parce 
que  nous  allons  faire  voir,  dans  le  Théorème  fuivant,  que,  quand 
deux  triangles  ont  les  angles  égaux , c’eft-à-dire  > que  les  angles 
de  l’un  font  égaux  aux  angles  de  l’autre , les  côtés  font  propor- 
tionnels; & réciproquement,  lorfque  les' côtés  d’un  triangle  font 
proportionnels  aux  côtés  de  l’autre , les  angles  du  premier  font 
égaux  à ceux  du  fécond , chacun  à chacun  (63):  ainfi  j il  fuffit  de 
favoir  que  deux  triangles  ont  une  de  ces  conditions , pour  pouvoic 
afiurer  qu’ils  font  femblables. 

ThÉORBHB  L BT  B O N O A H B N T A B. 

53.  Lorjque  deux  angles  d*un  triangle  font  e'gaux  à deux  angles 
'd*un  autre  triangle  » chacun  a chacun  » les  côte's  du  premier  Jpnt 
proportionnels  aux  côtds  homologues  du  fécond}  ainfi , les  deux 
triangles  font  femblables. 

Soient  les  deux  triangles  abc  ôc  A B C , enforte  que  Pangle  a Fig.  aÉr 
du  premier  foit  égal  à l’angle  A du  fécond , & l’angle  b égal  à 
l’angle  B,  je  dis  que  les  côtés  de  l’un  font  proportionnels  aux 
côtés  homologues  de  l’autre,  c’eft-à-dire,  que  l’on  a les  trois 
proportions , i ®.  cæ.  CA:  : cb . CB.  %'*.bc.  BC  : : BA.  3 ®.  . AB  :: 

ac . AC.  Avant  de  le  démontrer , il  faut  remarquer  que  les  angles  c 
& C font  néceflàirement  égaux,  parce  que  deux  angles  d’un 
triangle  ne  peuvent  être  égaux  à deux  angles  d’un  autre  triangle 
que  le  troifieme  angle  du  premier  ne  foit  égal  au  troifieme  dm 
fécond  (15^). 
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DÉmo  N STRATIO.N. 

J?tg.  X?.  I Cil . CA  : : ci . CB  ; car , nous  avons  démontré  ( Liv.  I , art.  153), 
que  , fi  deux  lignés , tirées  du  même  point,  font  autant  inclinées  fur 
une  bafe  que  deux  autres  lignes  le  font  fur  une  autre  bafe , alors  les 
deux  premières  font  proportionnelles  aux  deux  autres.  Or , les  deux 
lignes  ca  6c  ch  font  autant  inclinées  fur  la  bafe  ab , que  les  deux 
lignes  CA  & C B le  font  fur  la  bafe  AB  (Liv.  I , art.  160),  puifque 
les  deux  angles  a 6c  b font  égaux  aux  deux  angles  A & B j par 
conféquent  on  a la  proportion  ca . CA  : : ci . C B. 

2®.  ic . BC  : : iÆ.  BA;  car  les  deux  angles  a 6c  c étant  égaux  aux 
deux  autres  A & C , les  deux  lignes  bc  6c  ba  font  autant  inclinées 
fur  la  bafe  ac  , que  les  deux  lignes  B C ôc  BA  le  font  fur  la  bafe  AC  » 
par  conféquent  on  a la  proportion  bc  . BC  \:ba.  BA. 

3®.  ai.  AB:  : ac.  AC.  Cette  proportion  peut  être  démontrée  de 
la  même  maniéré  que  les  deux  autres , en  confidérant  les  lignes 
ic  de  B C comme  bafes.  Au  lieu  de  ces  trois  proportions , on  auroit 
pu  mettre  leurs  alternes. 

5 3 .B.  Lorfque  les  angles  d’un  triangle  font  égaux  aux  angles  d’un 
autre , chacun  à chacun , ces  ' triangles  font  appellés  éqidangles 
cntr’mxi  ainfi,  les  triangles  équiangles  entr’eux  font  femblables. 

54.  Remarquez  qu’afin  d’être  alfuré  que  deux  triangles  ifoceles 
font  femblables , il  fuffit  de  favoir  qu’un  angle  du  premier  triangle 
eft  égal  à l’angle  correfpondant  du  fécond  : par  exemple , les  deux 
côtés  ca  6c  cb  du  triangle  acb  étant  fuppofés  égaux , & les  deux 
côtés  CA  & C B du  triangle  ACB  étant  auffi  égaux  entr’eux , fi  les 
deux  angles  c & C font  chacun  de  50  degrés,  il  eft  néceflaire  que 
les  deux  angles  égaux  a 6c  b àw  premier  triangle  aient  chacun 
65  degrés,  & que  les  deux  angles  A & B du  fécond,  qui  font  aufti 
égaux  entr’eux,  aient  pareillement  chacun  65  degrés  j par  confé- 
quent les  deux  triangles  font  femblables. 

54^.  U ne  faut  pas  confondre , dans  ce  Théorème  ni  dans  les 
fuivants , la  fignification  de  ces  termes  Jèmblables , e'eaux  & propor- 
tionnels : le  femblables  doit  s’employer  pour  les  triangles  & les 
autres  figures  i le  mot  égaux  fe  dit  des  angles , & le  terme  propor- 
tionnels s’applique  aux  côtés  des  figures  j ainfi , on  dit  que  deux 
figures  font  femblables , que  leurs  angles  font  égaux , & que  leurs 
côtés  font  proportionnels.  If  arrive  fou  vent,  aux  Commençants,  de 
faire  une  faufle  application  de  ces  termes,  en  difant , par  exemple, 
que  les  angles  des  figures  femblables  font  proportionnels , ou  quç 
leurs  côtés  font  femblables. 
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Les  trois  Théorèmes  fuivants  répondent  au  fixieme,  feptîeme  & 
huitième  ( 29 , 30  & 3 3 ) qu’on  a démontrés  fur  les  triangles  égaux. 

Théorème  IL 

55.  Si  les  deux  côtes  ah  6*  ac  d’un  triangle  font  proportionnels 
aux  côtes  AB  6*  AC  d’un  autre  triangle , & que  les  angles  compris 
a&'K  Joient  égaux  , les  deux  triangles  font  Jèmblables. 

Démonstration. 

Prenez  fur  AB  la  ligne  ad t égale  au  côté  ab  du  petit  triangle, 

& tirez  df  parallèle  à B C.  Cela  pofé , je  démontre  ainfi  le  Théo- 
rème: purfque  df  tÇt  parallèle  à BC,  les  angles  d &/'font  égaux 
aux  angles  B & C , & par  conféquent  les  deux  triangles  d A f U 
BAC  font  femblables.  11  n’y  a donc  plus  qu’à  faire  voir  que  le 
triangle  eft  égal  en  tout  au  triangle  d Af. 

Par  l’hypothefe  ab.ac::  AB  . AC  j d’ailleurs , à caufe  des  trian- 
. -gles  femblables  dAf  8t  BAC,  on  a la  proportion  Ad.Af:: 
AB . AC.  De  plus , la  fécondé  raifon  eft  la  même  dans  ces  deux 
proportions  j donc  les  deux  premières  raifons  font  égales, c’eft  à- dire , 
que  ab  . ac  ::  Ad . A f,  & alternando y ab , Ad::  ac , Af  Or,  dans 
cette  derniere  proportion , les  deux  termes  de  la  première  raifon  font 
égaux , parce  que  l’on  a pris  Ad  égal  à ab;  donc  les  deux  termes  de 
la  fécondé  raifon  font  aulfi  égaux  ; ainfi , les  deux  côtés  ab  & ac  du 
triangle  bac  font  égaux  aux  côtés  Ad ôc  A^^du  triangle  dAf:  mais 
d’ailleurs,  les  angles  a & A font  fuppofés  égaux  j donc  les  deux 
triangles  bac  & ^A^’font  égaux  en  tout  (29)5  par  conféquent  le 
petit  triangle  bac  eft  femblable  au  grand  triangle  BAC  : ce  qu’il 
failoit  démontrer. 

Tréobême  IIL 

5 6.  Si  les  deux  côtés  ah  & ac  d’un  triangle  font  proportionnels  fî». 
aux  côtés  AB  <S*  AC  d’un  autre  triangle  , & que  les  angles  b & B» 
oppofés  aux  côtés  ac  & AQ  y /oient  égaux;  fi»  de  plus  y les  angles  c 

C /ont  de  même  e/peceypour  lors  les  deux  triangles  /ont fimblables, 

Démon.stration.  ■ - 

Prenez  Ad  égal  à aé , & tirez  ^ parallèle  à B C : i!  eft  ^vident 
que  les  angles  d &/' feront  égaux  aux  angles  B & C,  & que  les 
■triangles  d Af  & BAC  feront  femblables.  Refte  donc  à prouver  que 
Je  triangle  bac  eft  égal  en  tout  au  triangle  dAf. 

Par  Phypothele  ait  ,ac  ’n  AB . AC , .d’ailleuts  >•  la-  ftoiiUtudç  des 
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triangles  dAJ"  & BAC  donne  A c/.  AJ':  : AB  . AC  ; ainfî  /puifquc 
dans  ces  deux  proportions  la  fécondé  raifon  eR  la  même les  deux 
premières  font  égales , c’eft  à- dire , que  ab . ac  : : Ad . AJ'y  & alter- 
nandot  ab . Ad  : : ac . AJ'.  Or  y dans  cette  derniere  proportion,  les 
deux  termes  de  la  première  raifon  font  égaux;  donc,  ceux  de  la 
fécondé  le  font  aufliî  : les  deux  côtés  ab  ôc  ac  du  triangle  bac  font 
donc  égaux  aux  côtés  Ad  Sx.  A f du  triangle  d AJ':  d’ailleurs , l’an- 
gle b étant  égal  à l’angle  B , il  eÜ  audi  égal  à l’angle  d:  pareillement, 
l’angle  c étant  de  même  efpece  que  l’angle  C , il  faut'  qu’il  foii  de 
même  efpece  que  l’angle  yV  par  conféquent , les  deux  triangles  bac 
& if Ay  font  égaux  en  tout  (30).  Donc  le  petit  triangle  bac  eft 
femblable  au  grand  triangle  BAC  : ce  qu’il  falloir  démontrer. 

57.  Remarquez  que , fi  les  deux  angles  égaux  é & B étoient  droits 
ou  obtus , il  ne  feroit  pas  nécelTaire  de  fuppofer  que  les  deux 
angles  c & C font  de  même  efpece , parce  que  cela  s’enfuivroit 
néceflàirement , puifque  les. deux  angles  b 6t  B étant  droits  ou  obtus, 
n faut  que  les  angles  c & C foient  aigus  (21).  * 

5 8.  Remarquez  encore  que , li  on  compare  deux  triangles  reélan- 
gles , l’angle  droit  de  l’un  eft  néceifairement  égal  à l’angle  droit  de 
l’autre  ; & par  conféquent  ces  triangles  feront  femblables , ft  un  autre 
angle  du  premier  eft  égal  à un  autre  angle  du  fécond , ou  ft  deux 
cdtés  du  premier  triangle  font  proportionnels  à deux  côtés  corref- 
pondants  du  fécond  ; car , pour  lors  ces  deux  triangles  auront  les 
conditions  marljuées  dans  les  Théorèmes  précédents , afin  que  deux 
triangles  foient  femblables. 

THi'ORBMB  IV. 

Kg.  $9- Si  les  trois  côtes  ab  y ac&  bc  d*un  triangle  Jbnt  proportionnels 
aux  trois  côtés  AB,  AC  <S*  BC  d*un  autre  triangle  y les  angles  du 
premier  font  égaux  aux  angles  du  Jecond,  chacun  à chacun  ; ainfi» 
les  triangles  font  Jèinhlables.  Ce  Théorème  eft  la  propofition  inverfe 
du  Théorème  fondamental. 

Démonstration. 

Prenez  fur  le  côté  AB  la  ligne  Ad  y égale  ^ ah  y ic  tirez  df 
parallèle  à BC , il  eft  évident  que.  le  triangle  d Af  eft  (emblable  au 
triangle  BAC.  Il  faut  donc  démontrer  que  les  deux  triangles  hoc 
& dAf  font  égaux  en  tout. 

Les  côtés  du  triangle  bac  font , par  l’hypothefe , proportionnels  à 
ceux  du  triangle  BAC.  On  a donc  les  proportions  ab  .ac::  AB . 
fit  ab.bci:  AB . BC  : d’ailleurs,  la  fixnilitude  des  triangles 
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éAf'Sc'BAQ  donne  auflî  les  deux  proportions  Ad . A/*::  AB . AC , & 

Ad  .dfi  : AB.  BC  . Or,  dans  la  première  Sx  la  troideme  proportion  , • 

la  fécondé  raifon  eR  la  même  ; par  conféquent  les  premières  raifons 
(ont égales,  c’eft-à-dire , que  ab  . ac  Ad.  Sc  alternaado  y ah'. 

Ad  ac  , Af.  Ainfî,  puifque  ab  ■=.Ady  il  s^nfuit  que  ac  — Af. 

On  conclura  pareillement  de  la  fécondé  Sx  de  la  quatrième  proportion 
que  bcr=zdf.  Les  trois  côtés  du  triangle  bac  font  donc  égaux  aux 
trois  côtés  du  triangle  dAf  ; par  conféquent  ces  deux  triangles  font 
égaux  en  tout  (13):  ainfi  le  triangle  bac  ell  femblable  au  triangleBAC. 

60.  On  peut  remarquer  ici  que , quand  deux  triangles  font  fem- 
blables , les  quarrés  des  côtés  homologues  font  proportionnels  : 


par  exemplé,  dans  la  figure  28,  c<* . CA  : : cé  . CB  ; car  les 
deux  triangles  étant  femblables  , on  a . la  proportion  ca  . CA  : : 
cb  . CB  i & par  conféquent  les  quarrés  de  ces  côtés  font  auflî  propor- 
tionnels. Cette  remarque  a lieu  toutes  les  fois  que  quatre  lignes  font 
proportionnelles,  parce  qu’on  a démontré  dans  le«traitédes  propor- 
tions que,  lorfque  quatre  grandeurs  font  proportionnelles  , leurs 
quarrés  le  font  auflî.  11  en  eft  de  même  des  cubes  Sx  des  autres  puif- 
lances  femblables. 


Voyei 

rait.41» 


Corollaire. 


6 1 . Il  paroît  évidemment  par  les  démonflrations  des  trois  précé- 
dents théorèmes , que , fi  un  triangle  efl  femblable  à un  autre , Sx  que 
l’un  des  côtés  du  premier  foit  égal  au  côté  homologue  du  fécond  , 
les  autres  côtés  du  premier  font  égaux  aux  autres  côtés  du  fécond  $ 
& par  conféquent  (3  3)  leS  deux  triangles  font  égaux  en  tout.  Cela 
a déjà  été  démontré  (27).-  \ 

Ces  quatre  théorèmes  fervent  à trouver  les  côtés  &les  angles  d’un 
triangle  dont  on  connoît  déjà  trois  chofes  : favoir , ou  deux  angles 
angles  &un  côté , ou  deux  côtés  ôc  un  angle,  ou  les  trois  côtés.  Nous 
ferons  voir  dans  la  Trigonométrie  comment  il  faut  s’y  prendre  pour 
trouver  le  refle  d’un  triangle  dont  on  connoît  les  trois  chofes  que 
nous  venons  de  marquer. 

6 1 B.  Lorfqu’un  triangle  eft  reftangle , le  côté  oppofé  à l’angle 
droit  eft  nommé  kypoténufè  : par  exemple , dans  la  figure  30  , le  côté 
BC  oppofé  à l’angle  droit  eft  l’hypoténufe  de  ce  triangle! 


Thborbmb  V. 


Si.  Si  y du  fommet  de  l* angle  droit  d*wi  triangle  reSangle,  on 
abaijT&  une  perpendiculaire  fur  l'hypoté^ufi  , le  triangle  fera  divijef 

Il  F ortie,  a ' 
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en  deux  autres  Jèmblables  chacun  au  grand  triangle , & JènihlaMe^ 
entr^cux  : déplus  ^ on  aura  trois  moyennes  proportionnelles  ^favoir, 
les  deux  côtés  de  V angle  droit  & la  perpendiculaire  » chaque  côté  de 
l*  angle  droit  fera  moyen  proportionnel  entre  Vhypoténuje  entière  6»  fa. 
partit  correjpondante  t la  perpendiculaire  fera  moyenne  propor^ 
tionnelle  entre  les  deux  parties  ou  fegments  de  l*hypoténufe. 

Soit  le  triangle  BAC  reftangle  en  A : je  dis  que  , fi  du  fommet 
de  Tangle  droit  A , on  abaifle  la  perpendiculaire  AD  fur  Thypoténufe  » 
le  triangle  total  BAC  fera  divile  en  deux  triangles  j favoir , ADB  & 
ADC , qui  font  chacun  femblables  au  grand  triangle  , & femblables 
cntrieux  : de  plus , on  aura  trois  moyennes  proportionnelles.  i°.  La 
ligne  AB  , qui  eft  ün  des  côtés  de  l’angle  droit , moyenne  entre  la 
bafe  BC&  la  partie  correfpondante  BD.  a®.  La  ligne  AC  , qui  eft 
Fautre  côté  de  Fangle  droit , moyenne  entre  la  même  bafe  BC , Ôc 
fon  autre  partie  correfpondante  DC.  5®.  La  perpendiculaire  AD  , 
moyenne  entre  les  deux  parties  ou  fegments  BD  & BC  de  la  bafe. 

Dé»0  NSTB.ATION. 

1 *.  Le  triangle  partiel  ADB  eft  femblable  au  triangle  total  BAC  | 
car  Fangle  m du  triangle  partiel  eft  droit , à caufe  de  la  perpendi- 
culaire AD  : cet  angle  eft  donc  égal  à Fangle  A du  grand  triangle  qui 
eft  aufil  droit.  D’ailleurs,  Fangle  B eft  commun  à ces  deux  triangles; 
il  y a donc  deux  angles  du  petit  triangle  égaux  à deux  angles  du 
grand  : donc  le  troifieme  angle  o du  petit  eft  égal  à Fangle  C qui  eft 
le  troifieme  du  grand , & les  triangles  font  femblables  ; par  confô- 
quent  les  côtés  homologues  font  proportionnels.  Or  BD,  côté  du 
petit  triangle , eft  homologue  à AB , côté  du  grand,  puifque  les  deux 
. angles  o & C,  oppolés  à ces  deux  côtés , font  égaux  : de  même  AB  > 
confidéré  comme  côté  du  petit  triangle,  eft  homologue  à BC,  côté  du 
grand , parce  que  les  angles  oppofés.  môa  h font  égaux  : ainfi,  on  a 
la  proportion  BD  . AB  : : AB  . BC  ; ou  , en  faifant  changer  de  place 
aux  extrêmes , BC  . AB  ; : AB  . BD.  Donc  le  côté  AB  eft  moyen 
proportionnel  entre  BC , bafe  du  grand  triangle , & fa  partie  BD. 

a®.  L’autre  triangle  partiel  ADC  eft  aufli  femblable  au  triangle 
total  BAC  ; car  Fangle  n du  triangle  partiel  eft  droit , & par  confé- 
quent  égal  à Fangle  droit  A du  grand  triangle.  D’ailleurs , Fangle 
C eft  commun  à ces  deux  triangles  ; donc  le  troifieme  angle  p du 
' petit  eft  égal  à Fangle  B , qui  eft  le  troifieme  du  grand , & les  deux 
triangles  font  femblables  ; par  conféquent  les  côtés  homologues  font 
proportionnels.  Or  DC , côté  du  petit  triangle , eft  homologue  k 
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AC,  c6té  du  grand  , parce  que  les  angles  oppofésp&  B font  égaux:  %• 
de  pnême  AC  , conüdéré  comme  côté  du  petit  triangle , eft  homo* 

’ logiie  à BC,  côté dii  grand , ]5arce  que  les  angles  n'U  Â,  qui  font 
oppofés  à ces  côtés , font  égaux.  On  a doncla  proportion  DG  . AC  : : 
AC  • BC  ; ou  , en  faifant  changer  de  place  aux  extrêmes  , BC  . AC 
AG  . DC  : ainfi,  le  côté  AC  du  grand  triangle  eft  moyen  propor- 
tionnel entre  la  bafe  BC  & l’autre  partie  DC. 

3°.  Les  deux  triangles  partiels  ADB  & ADC  font  femblablet 
entPeux.  Cela  fuit.de  ce  qu’on  vient  de  prouver  dans  les  deux  pre^ 
xnieres  parties  de  cette  démonlbration  : l’angle  o du  premier  ell  donc 
égal  k l’angle  C du  fécond  ; par  conféquent  les  côtés  oppofés  à ces 
angles  , fa  voir  BD  dans  le  premier,  & AD  dans  le  fécond  , font 
homologues.  Pareillement , l’angle  B du  premier  triangle  ell  égal  à 
J’angle  p dufecondÿ  par  conféquent  les  côtés  oppofés  à ces  angles, 
iavoir  AD  dans  le  premier^  ôcDC  dans  le  fécond,  font  homologués  : 
ainfi  on  a la  proportion  BD  . AD  : : AD  . DC  ; donc  la  perpendicu- 
laire AO  efi;  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  parties  de  la 
bafe.  Il  paroît  donc  par  ce  théorème  que  chaque -côté  de  l’angle 
droit  d’un  triangle  reékangle  efi  moyen  proportionnel  entre  l’hypo- 
ténufe  entière  & fa  partie  correfpondante , & que  la  perpendicu- 
laire efi  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  parties  ou  fegments 
de  l’hypoténufe. coupée  par  cette  perpendiculaire. 

•é 

CoroxxairbL 

’6  3 . Si  un  angle  infcrit , comme  BAC , eft  appuyé  fur  un  dia- 
mètre, Ôcque  du  fommet.on  tire  une  perpendiculaire  AD  fur  le' 
diamètre  , chacune  des  deux  cordes,  qui  font  les  côtés  de  l’angle  , 
efi  moyenne  proportionnelle , entre  le  diamètre  entier  de  fa  partie 
correfpondante  ; 6c  de  plus , la  perpendiculaire  efi  moyenne  pro- 
portionelle  entre  les  deux  parties  du  diamètre.  Tout  cela  fuit  évi- 
demment du  théorème , puifque  l’angle  infcrit  BAC  eft  droit  ( Liv. 
l^art.  127).  La  derniere  partie  de  ce  corollaire  avoit  déjà  été  dé-' 
montrée , Liv.  1 , art.  165. 

64.  Chi  peut  déduire  du  théorème  une  méthode  de  trouver  une 
moyenne  proportionnelle  entre  deux  lignes  données  , difiétente  de 
celle  qui  a été  expliquée  dans  l’article  172  du  premier  livre.  Il  faut' 
tirer  une  ligne , comme  BC , égale  à la  plus  petite  des  deux  données  , 
fur  laquelle  on  prendra  une  partie,  telle  que  DC,  égale  à la  plus  pe- 
tite j eniuite  on  coupera  BC  par  le  milieu  , 'que.  je  fuppofe  êtee 
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JO.  point  F , & de  ce  point , comme  centre , & de  ^intervalle  FB  ou  FC, 
on  décrira  une  demi- circonférence  j après  quoi , on  élevera  la  perpen» 
diculaire  DA  jufqu’à  la  rencontre  de  la  demi- circonférence  » enfin  ’ 
on  tirera  la  ligne  ÂC  : je  dis  que  cette  ligne  AC  fera  moyenne  pro- 
portionnelle entre  BC  & DC.  Cela  eft  évident  par  le  théorème. 

. 65.  Remarque.  La  perpendiculaire  AD  , tirée  du  fommet  de 
Fangle  droit , eft  la  quatrième  proportionnelle  aux  trois  côtés  dti 
triangle  reâangle , en  commençant  la  proportion  par  Phypoténufe  , 
c*eft-à-dire , què  BC  . AB  : : AC  • AD.  Cela  fe  prouve  par  la  com- 
paraifon  du  triangle  total  avec  un  des  deux  partiels , par  exemple  , 
ADB  ; car  le  triangle  total  eft  femblable  au  partiel , 6c  les  côtés  BC 
du  grand  , & AB  du  petit  font  homologues  , comme  il  paroît  : 
de  même  que  AC  du  grand  & AD  du  petit , à caufe  qu’ils  font 
oppofés  au  même  angle  B -,  par  conféquent  on  a la  proportion , 

BC.AB::AC.  AD. 


Thboremb  VI. 

66.  Lorjque  deux  figures  Jont  Jèmblables  > leurs  contours  ou  pe'rL» 
métrés font  entr^eux  comme  les  cètés  homologues  des  figures. 

ji.  Soient  les  deux  figures  ah  c d efg  & ABCDEFG  , que  l’on  fup- 
pofe  femblables.  Je  dis  que  le  périmètre  de  la  première  eft  au  péri- 
, métré  de  la  fécondé  , comme  le  côté  ah  de  la  première  eft  au  côté 
homologue  AB  de  la  fécondé. 

DiHOMSTBATION. 

Ces  deux  .figures  étant  fuppofées  femblables  , les  côtés  de  l’une 
font  proportionnels  Vux  côtés  homologues  de  l’autre  (*9)  , c’eft- 
dire  , que  ah  . AB  : : éc . BC  : : cd.  CD  \ \ de  , DE  : fi.  EF  : \fg  » 
FG::^æ.GA.  Voilà  donc  plufieurs  raifons  égales;  par  confé- 
quent Ta  fomme  des  antécédents  (Théor.  IV.  des  Proport.)  eft  à 
la  fomme  des  conféquents , comme  un  feul  antécédent  eft  à fon 
conféquent.  Or , la  fomme  des  antécédents  eft  le  périmètre  de  la 
première  figure , c’eft-à-dire  , tous  fes  côtés  pris  enfemble  , 6c  la 
lomme  des  conféquents  eft  aufli  le  périmètre  de  la  fécondé  figure  ; 
donc  le  périmètre  de  la  première  figure  eft  au  périmètre  de  la  fé- 
condé , comme  ah  eft  à AB . ou  comme  hc  eft  à BC  : ce  qu’il  falloic 
démontrer. 

67.  On  peut  remarquer  que , dans  deux  figures  femblables , les: 
lignes  correfpondantes , telles  que  ad  6c  AD,  font  proportion- 
nÂUes  aux  côtés  homplogues  ah~  6c  AB  r ou  hc  6c  BC  > ou  cd  ôc 
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et) , &c.  car , ayant  tiré  les  deux  autres  lignes  correfpondantes  a.c  Tig. 
& AC,  on  a deux  triangles  abc  & ABC , qui  font  femblables  (5  5) , 
parce  que  les  côtés  ab  & éc.du  premier  font  proportionnels  aux  côtés 
AB  & BC  du  fécond  ; & que  d’ailleurs  les  angles  cba  & CBA  font 
égaux.  Or,  ces  triangles  étant  femblables > il  s’enfuit,  1^.  que 
ac  . AC  ’.zab.  AB , ou  bien , ac  . AC  z:cd.  CD  ; ôc  alternando  , 
ac  ,cd  : : AC  . CD.  2®.  Que  lesdeux  angles  bca  ôc  BCA  font  égaux  ; 

& par  conféquent  les  deux  autres  angles  dca  ôc  DCA  font  aufli  égaux  , 
à caufe  que  l’angle  total  bed  eft  égal  à l’angle  total  BCD  : ainfi  les 
deux  triangles  acd  ôc  ACD  font  femblables , par  la  même  raifon 
que  les  deux  premiers  le  font  entr’eux  ; donc  les  côtés  ad  ôc  AD 
font  proportionnels  aux  côtés  cd  ôc  .CD , ou  ôc  AB.  En  conti- 
nuant de  la  même  maniéré , on  prouveroit  que  les  deux  côtés  at 
ôc  AE  font  proportionnels  aux  côtés  de  ôc  DE. 

On  peut  fe  convaincre  de  la  même  chofe  indépendamment  des 
triangles  femblables  ; car  il  eft  évident  que  , fî  le  côté  ab , par 
exemple  , eft  la  moitié  ou  le  tiers  du  côté  homologue  AB  , il  faut 
aufti  que  la  ligne  ad  foit  la  moitié  ou  le  tiers  de  la  ligne  correfpon- 
dante  AD , parce  qu’autrement  les  figures  ne  feroient  pas  femblaÙes  : 
on  peut  donc  aftlirer  en  général  que , dans  deux  figures  femblables , 
les  lignes  correfpondantes  ou  femblablement  tirées,  font  propor- 
tionnelles aux  côtés  homologues. 

68.  Il  fuit  de  cette  remarque  que  deux  ou  plufieurs  lignes , telles 
que  ac  t ad  ^ ae  y ôcc.  d’une  figure  , font  proportionnelles  aux  lignes 
correfpondantes  AC,  AD,  AE  , ôcc.  d’une  autre  figuré  femblable  : 
enfgrte  que  ac . AC  \z  ad . AD  wae  . AE.  Cela  eft  évident  ; car  g 
fuivant  la  remarque, chacune  de  ces  raifons  eft  égale  à celle  de  ab  à 
AB  ; ainfi  elles  font  toutes  égales  entr’elles. 

Nous  donnerons , vers  la  fin  de  ce  fécond  Livre , la  méthode  de 
faire  une  figure  femblable  à une  figure  donnée  ôc  qui  ait  avec  elle 
tel  rapport  qu’on  voudra.  Ce  fera  dans  les  problèmes  que  nous  pro- 
poferons  , après  avoir  parlé  du  rapport  des  furfaces. 

Nous  avons  démontré  jufqu’ici  quelques  propriétés  des  poly- 
gones femblables  : nous  allons  parler  des  polygones  réguliers  ; mais^ 
avant , il  faut  favoir  ce  que  c’eft  qu’un  polygone  injerit  Ôc  un  po- 
lygone circonferit. 

Le  polygone  inferit  eft  celui  dont  chaque  angle  a le 
fommet  dans  la  circonférence  d’un  cercle  : ainfi,  le  pentagone 
de  la  figure  5 5 eft  inferit  dans  le  grand  cercle  dont  le  rayon  eft: 
CA. 


} 


I 
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70.  Le  polygone  circonfcrit  eft  celui  dont  tous  les  côtés  font  dei 
tangentes  d’un  cercle  : ainiî , le  pentagone  de  la  figure  3 5 eft  drconf- 
crit  au  petit  cercle  dont  le  rayon  eft  CG- 

70  B.  Remarquez  que , quand  un  polygone  eft  infcrit  à un  cercle , 
ce  cercle  eft  appellé  circonfcrit  ; & lorfque  le  polygone  eft  circonf- 
crit, le  cercle  eft  appellé  infcrit. 

DES  POLYGONES  RÉGULIERS.  ' 

• K • 

70  C.  Une  figure  ou  un  polygone  eft  régulier,  comme  on  l’a  déjà 
dit , lorfque  tous*  les  angles  & tous  les  côtés  font  égaux. 

Fig-  Ji-  71.  Remarquez  que  les  angles  d’un  polygone  peuvent  être  égaux, 
quoique  les  côtés  ne  le  foipnt  pas.  Cela  paroît  par  l’exagone 
ÂBGHEF , dont  les  angles  font  égaux  à ceux  de  l’exagone  régulier 
ABCDEF.  Réciproquement , les  côtés  d’un  polygone  peuvent  être 
égaux  , quoique  les  angles  ne  le  foient  pas , comme  on  peut  le 
Fig-  îî-  voir  par  l’exagone  ABGHLF , dont  les  côtés  font  égaux  à ceux  de 
l’exagone  régulier  ABCDEF.  Cette  remarque  eft  pareille  à celle 
que  nous  avons  faite  ( 5 2 & 5 2 ) fur  les  polygones  femblables , & 

fe  démontre  de  la  même  maniéré. 

7 1 J?.  Il  fuit  de  là  , qù’afin  qu’on  puifle  dire  qu’un  polygone  eft 
régulier,  il  faut  être  aflfuréque , non- feulement  fes  angles , mais  auftî 
fes  côtés  font  égaux.  Il  en  faut  excepter  le  triangle  , parce  que  nous 
avons  fait  voir  (22)  que , quand  les  trois  angles  d’un  triangle  font 
égaux , les  côtés  le  font  aufit  ; ôc  de  même , lorfque  les  trois  côtés 
d’un  tringle  font  égaux , les  angles  font  égaux , comme  on  l’a  dé- 
montré. 

Dans  un  polygone  régulier , on  diftingue  deux  fortes  de  rayons , ' 
^oblique  & le  droit. 

72.  Le  rayon  oblique  eft  une  ligne  tirée  du  centre  du  polygone  à 
un  des  angles  de  la  figure:  telle  eft  U ligne  CA  de  lafig.  35. 

75.  I/O  rayon  droit  eft  une  ligne  tirée  du  centre  perpendiculaire- 
ment fur  un  des  côtés  : telle  eft  la  ligne  CG  dans  la  fig.  ^ 5-  Le  rayon 
droit  eft  appellé  apothème. 

TnÉoaEMB  I. 

f 

74.  Si  danj  un  polygone  régulier  on  tire  , du  fômmet  de  deuJt 
angles  voifîns  , des  lignes  qui  partagent  chacun  de  ces  angles  en 
deux  parties  égales  , ces  lignes  prijes  du  Jbmmet  des  angles  jufqu* au 
point  de  rencontre  font  égales  i 6*  toutes  les  autres  lignes  , tirées  de . 
ce  point  aux  angles  du  polygone  ,font  aujji  égales  aux  premières. 
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Soit  le  pentagone  régulier  ABCDE  : fi  des  deux  angles  voifins  A 
& B on  tire  les  lignes  AF  & BF , qui  partagent  les  angles  A & B 
chacun  en  parties  égales  , & qui  fe  rencontrent  au  point  F ; je  dis 
que  les  lignes  AF  & BF  font  égales , & que  toutes  lès  autres  lignes  j Rg. 
tirées  du  point  F aux  angles  de  la  figure^  font  auffi  égales  à ces  deux. 

Démonstration. 

I.  Partie.  L’angle  total  en  A eft  égal  à l’angle  total  en  B , puirque 
la  figure  eft  fuppolée  régulière  ; donc  l’angle  h , qui  eft  la  moitié  du 
premier , eft  égale  à l’angle  i qui  , eft  la  moitié  du  fécond  ; donc  , 
dans  le  triangle  AFB , les  deux  côtés  FA  & FB  font  égaux  (22). 

IL  Partie.  La  ligne  FC  eft  égale  à la  ligne  FB.  Pour  le  démontrer, 
il  n’y  a qu’à  faire  voir  que  le  triangle  BFC  eft  égal  en  tout  au  pre- 
mier triangle  AFB  : d’oi'i  l’on  conclura  qu’il  eft  ifocele  aufli  bien  que 
ce  premier  triangle.  Les  côtés  BA  & BF  du  premier  font  égaux  aux 
côtés  BG  & BF  du  fécond  : d’ailleurs , par  Fhypothefe , l’angle  i com- 
pris entre  les  deux  côtés  du  premier  eft  égal  à l’angle  ^ com- 
pris entre  les  deux  côtés  du  fécond  ^ donc  les  deux  triangles  font 
égaux  en  tout  (2p)>  par  conféquent  le  côté  FC  eft  égal  a«| 
côté  FB. 

On  démontrera  de  la  même  maniéré  , que  le  côté  FD  eft  égal 

au  côté  FC,  en  faifant  voir  que  le  triangle  CFD  eft  égal  en  tout 

au  triangle  BFC  : ce  qui  fera  facile , fi  on  fait  attention  que , dans 

le  triangle  ifocele  BFC  , les  angles  k ôc  l étant  égaux , 6c  le  premier 

étant  la  moitié  de  l’angle  total  en  B , il  faut  que  Iç  fécond  foit  aulfi 

la  moitié  de  l’angle  total  en  C : d’où  il  fuit  que  l’angle  m eft  égal  à 

l’angle  l , puifqu’il  doit  être  aulfi  la  moitié  de  l’angle  total  en  jC. 

« 

Coroxlaikb  1. 

75.  Le  point  F eft  appellé  le  centre , & les  lignes  tirées  de  ce 
point  au  fommet  des  angles  du  polygone  , font  les  rayons  obliques 
qui  font  tous  égaux  entr’eux  , comme  on  vient  de  le  démontrer.  De 
même  les  rayons  droits  , comme  FG,  font  auffi  égaux  entr’eux  ; 
puifque  les  triangles  étant  égaux  en  tout , leurs  hauteurs  , qui  font 
les  raycKis  droits  , feront  égales. 

C0K0XI.AIBB  IL 

76.  On  peut  toujours  circonfcrire  un  cercle  à un  polygone  régulier 
donné  i car  le  centre  du  polygone  étant  également  éloigné  dç 
chacvm  des  angles , fi  de  ce  centre  & de  l’intervalle  d’un  rayon 
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Fig.  }$.  oblique,  comme  CÂ,  on  décrit  une  circonférence,  elle  paflèra  par 
tous  les  fommets  des  angles  ; par  conféquent  le  cercle  fera  cir« 
confcrit  au  polygone. 

C0R01.LA1&B  111. 

77.  On  peut  toujours  infcrire  un  cercle  à un  polygone  régulier 
donné  : car  tous  les  rayons  droits  étant  égaux  , fî  du  centre  du  po- 
lygone , & de  l’intervalle  d’un  rayon  droit , comme  CG , on  décrit 
une  circonférence , elle  touchera  tous  les  côtés  du  polygone , fans 
pafler  au  delà  ; par  conféquent  le  cercle  fera  infcrit. 

C0K0LX.AIKB  IV. 

78.  Il  fuit  du  fécond  & du  troifîeme  corollaire , qu’on  peut  tou- 
jours fuppofer  qu’un  polygone  régulier  eft  infcrit  ou  circonfcrit  à un 
cercle. 

Co&OXlAIKB  V. 

78  B.  Puifque  tout  polygone  régulier  peut  être  infcrit  dans  un 
cercle , on  peut  aifément  connoître  les  angles  à la  circonférence  , 
c’eft-à-dire  , les  angles  que  forment  les  côtés  du  polygone  : pat 
exemple,  l’angle  FAB  > hg  55  > d’un  pentagone  régulier  étant  inf- 
crit , a pour  mefure  la  moitié  de  l’arc  FDB  fur  lequel  il  eft  appuyé. 
Or  cet  arc,  plus  l’arc  FAB , font  la  circonférence  entière  i donc  l’arc 
FA , plus  la  moitié  de  l’arc  FDB , font  la  moitié  de  la  circonférence  : 
ainfî , en  ôtant  l^arc  FA  de  la  demi- circonférence,  le  refte  eft  la 
mefure  de  l’angle  FAB  , c’eft-à-dire  que , pour  connoître  l’angle 
d’un  pentagone  régulier , il  faut  ôter  de  la  demi-circonférence  , 
ou  de  1 80  degrés , la  cinquième  partie  de  la  circonférence  ou  de 
3 60  degrés.  Si  c’étbit  un  exagone , il  faudrait  ôter  de  1 80  la 
iixieme  partie  de  3 60  ; ainfî  des  autres  polygones  réguliers  à propor- 
tion. En  un  mot , il  faut  ôter  de  1 80  degrés  l’arc  foutenu  par  le 
cote. 

COROXLAIRB  VI. 

78  G.  Plus  le  polygone  régulier  a de  côtés , plus  l’angle  à la  cir- 
conférence eft  grand,  parce  que  la  partie  de  3 60 , qu’il  faut  ôter 
de  180,  eft  d’autant  plus  petite  que  le  polygone  a un  plus  grand 
nombre  de  côtés. 

79.  Remarquez  que  le  rayon  droit  d’un  polygone  régulier  coupe 

Je  côté  du  polygone  en  deux  parties  égales  j car  ce  polygone 

peut 
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peut  être  infcrit  ^ un  cercle»  comme  on  vient  de  le  dire  ; pâr  confé- 
quent , chaque  côté  peut  être  confidéré  comme  une  corde.  Or , nous 
avons  démontré  (Liv.  I ,art.  103  ) que , quand  une  ligne  pafle  par  le 
centre , & qu’elle  eft  perpendiculaire  à la  corde , elle  coupe  cette 
corde  en  deux  parties  égales;  ainfi  , le  rayon  droit  ayant  ces  deux 
conditions , il  coupe  le  côté  du  polygone  en  deux  parties  égales. 

80.  Remarquez  aullî  que  le  rayon  oblique  d’un  polygone  régulier*Fig.  j/u 
partage  l’angle  à la  circonférence  en  deux  parties  égales  : par 
exemple , le  rayon  FA  partage  l’angle  ËAB  en  deux  autres  angles 
égaux , favoir , FAE  ôc  FAB.  Cela  paroît  par  la  démonUration  du 
Théorème. 

8 1.  11  paroît  évidemment , par  la  figure  36,  que  deux  polygones  Fig. 
réguliers  étant  infcrits  à un  même  cercle  ou  à des  cercles  égaux , 

fi  l’un  a le  double  des  côtés  de  l’autre , il  aura  un  plus  grand  péri- 
mètre : par  exemple , l’oûogone  a un  plus  grand  périmètre  que  le 
quarré , puifque  les  deux  côtés  AB  & B D de  l’oétogone  , pris 
enfemble , font  plus  grands  que  le  côté  AD  du  quarré.  Mais , quoique 
le  nombre  des  côtés  d’un  polygone  ne  foit  pas  double  du  nombre 
des  côtés  d’un  autre  (on  les  fuppofe  tous  deux  réguliers  & infcrits 
au  même  cercle  ou  à des  cercles  égaux  ),  cependant,  le  périmètre  ' 
du  polygone  qui  a le  plus  de  côtés  efi  plus  grand  que  celui  qui  en  a 
moins  :-par  exemple,  le  périmètre  du  pentagone  eft  plus  grand  que 
celui  du  quarré  ; car , la  circonférence  du  cercle  étant  plus  grande 
que  le  périmètre  d’aucun  polygone  qùi  lui  eft  infcrit , il  eft  certain 
que  plus  le  périmètre  d’un  polygone  infcrit  approche  de  la  circonfé- 
rence , plus  le  périmètre  eft  grand.  Or , le  périmètre  du  pentagone  eft 
plus  près  de  la  circonférence  que  celui  du  quarré , puifque  les  côtés 
du  pentagone  font  des  cordes  plus  petites  que  les  côtés  du  quarré; 
donc  le  périmètre  du  pentagone,eft  plus  grand  que  celui  du  quarré. 

8 2.  Au  contraire , de  tous  les  polygones  réguliers , circonfcrits  au 
même  cercle  ou  à des  cercles  égauk , celui  qui  a le  plus  de  côtés  a 
le  moindre  périmètre.  Cela  eft  évident,  lôrfqu’un  des  polygones  a le 
double  des' côtés  de  l’autre,  comme  dans  la  figure  37;  car,  dans 
Poétogone , le  côté  AD  eft  plus  petit  que  la  partie  correfpondànte 
ABD  du  périmètre  du  quarré  ; mais  on  peut  démontrer  la  propofi- 
tion  généralement  en  cette  maniéré  : La  circonférence  d’un  cercle 
eft  plus  petite  que  le  périmètre  d’aucun  polygone  circonfcrit  ; par 
cohféquent , plus  le  périmètre  circonfcrit  s’approche  de  la  circonfé- 
rence , plus  ce  périmètre  eft  petit.  Or , le  périmètre  s’approche 
d’autant  plus  de  la  circonférence  que  le  polygoi)e  a plus  de  côtés  > 

IL  Partit.  p 
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parce  que  ces  côtés  étant  des  tangentes,  ils  s’écartent  d’autant 
moins  qu’ils  font  plus  petits  : donc , plus  un  polygone  circonfcrit  a 
-de  côtés , plus  fon  périmètre  eft  petit. 

83.11  fuit  de-là  que , fi  un  polygone  régulier , foit  infcrit , foit 
circonfcrit , avoit  une  infinité  de  côtés  , fon  périmètre  s’approche- 
roit  infiniment  de  la  circonférence  & fe  confondroit  avec  elle  ; il 
. pôurroit  donc  être  pris  pour  la  circonférence  même  ; c’eft  pourquoi 
on  peut  regarder  le  cercle  comme  * un  polygone  régulier  d’une 
infinité  de  côtés.  * 

THiOKBMB  IL 

84.  Les  polygones  réguliers  d*un  même  nombre  de  côtés  font 
femhlahles. 

DiltOHSTllATION. 

0 

Soient , par  exemple , deux  pentagones  réguliers  : je  dis  qu’ils 
foiit  femblables;  car,  1^.  les  angles  de  l’un  font  égaux  aux  angles 
de  l’autre  (50).  2®.  Les  côtés  de  l’un  font  proportionnels  aux  côtés 
de  l’autre , c’eft-  à - dire , AB  . <1^  : : B D . : : D E . : : E F . : 

FA  . fa , parce  que  les  côtés  du  premier  pentagone  étant  égaux 
entr’eux , & ceux  du  fécond  étant  aufii  égaux  entr’eux , fi  un  des 
côtés  du  premier  eft  le  double  ou  le  triple , &c.  d’un  des  côtés  du 
fécond , les  autres  côtés  du  premier  font  aufiî  doubles  ou  triples , &c. 
des  autres  côtés  du  fécond;  par  conféquent  les  deux  pentagones 
réguliers  font  des  figures  femblables. 

84 Jî.  Comme  les  polygones  réguliers  d’un  même  nombre  de 
côtés  font  toujours  femblables,  au  lieu  de  dire,  les  polygones 
réguliers  d^un  même  nombre  de  côtés , on  dit  fouvent.  Us  polygones 
réguliers  femblables. 

CoROXiAIRB. 

85.  PuKqu’on  a démontré  (66)  que , dans  toutes  les  figures  fem- 
blables , les  périmètres  font  proportionnels  aux  côtés  homologues , 
U s’enfuit  que  cette  propriété  convient  aufli  aux  polygones  réguliers 
femblables,  par  exemple,  à deux  pentagones  réguliers. 

TnioRÊMB  111. 

8 6.  Dans  les  fgures  régulières  fimblahles  , par  exemple , dans 
deux  pentagones  régulUrs^  les  périmètres  font  entr’eux  comme  les 
rayons  obliques  ou-  comme  les  rayons  droits. 

. JU  faut  (femofitrer  que  le  périmètre  du  premier  pentagone  efe 
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au  périmètre  du  fécond , comme  le  rayon  oblique  CD  eft  au  pig. 
rayon  oblique  cd^  ou  comme  le  rayon  droit  CG  eft  au  rayon 
droit  cg. 

DiMOMSTKATION. 

Les  deux  triangles  C G D & cgd  font  femblables  ; car , Tangle  G 
de  f un  eft  égal  à l’angle  g de  l’autre , parce  qu’ils  font  tous  les  deux 
droits  : de  plus , les  angles  G D G & cdg  font  aufli  égaux , parce 
qu’ils  font  chacun  moitié  d’angles  égaux,  favoir , des  angles  BD£ 

& bde,  qui  font  partagés  chacun  en  deux  parties  égales  par  lesL 
rayons  obliques  (8o):  donc  les  deux  triangles  font  femblables; 
par  conféquent  les  côtés  homologues  font  proportionnels,  c’eil-à> 
dire , que  la  raifon  des  rayons  droits  CG  & eft  égale  à celle 
dé  G D à gd.  Or , les  rayons  droits  coupent  les  côtés  £ D & des 
polygones  réguliers  en  parties  égales  (79)»  par  conféquent  GD 
& gd  font  les  moitiés  des  côtés  £ D èc  ed;  donc  la  raifon  des  moitiés 
G D & eft  égale  à celle  des  côtés  £ D & ed:  d’ailleurs , par  le 
Corollaire  précédent  » la  raifon  des  côtés  eR  égale  à celle  des  péri- 
mètres. V oilà  donc  quatre  raifons  égales. , favoir  ',  celle  des  rayons 
droits,  celle  des  moitiés  GD  & gd,  celle  des  côtés  & celle  des 
périmètres  : donc  la  première  eft  égale  à la  quatrième , c’eft-à-dire  , 
que  les  rayons  droits  font  entr’eux  comme  les  périmètres,  ou  les. 
périmètres  font  entr’eux  comme  les  rayons  droits  ; mais  la  raifon  des 
rayons  obliques  ed  égale  à celle  des  rayons  droits,  à caufe  des 
triangles  femblables  CDG  & cdg i par  conféquent,  les  périmètres, 
font  audî  entr’eux  comme  les  rayons  obliques. 

XHéoaBMB  IV.  BT  Fondambmtaj;. 

87.  Les  circonférences-  font  entr*elUs  comme  les  rayons. 

t 

DéxONSXaATIOM. 

On  vient  de  démontrer  que , dans  les  figures  régulières  fembls- 
btes,  les  périmètres  font  entr’eux  comme  Its  rayons  droits  qu 
obliques.  Or,  les  cercles  peuvent  être  confidérés  comme  des  poly-* 
gohes  réguliers  d’une  infinité  de  côtés  (83)  i conféquent  leurs 
périmètres  , c’ed-à-dire , leurs  circonférences , font  entr’elles  comme 
les  rayons. 

88.  Il  faut  remarquer  que  la  différence  du  rayon  droit  au  rayon 
oblique  ed  d’autant  moindre  que  les  côtés  du  polygone  font  petits;^ 
c’ed  pourquoi  le  cercle  pouvant  être  confidéré  comme  un  polygqne 

. 9 
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d’une  infinité  de  côtés  infiniment  petits , la  différence  entre  ïe  rayorr 
droit  8c  le  rayon  oblique  doit  être  infiniment  petite,  & peut  être 
confidérée  comme  nulle. 

89.  Les  rayons  étant  entPeux  comme  les  circonférences,  ils  font 
auflî  entr’eux  comme  les  demi-circonférences , comme  les  quarts  , 
& généralement  comme*  les  arcs  femblables,  c’eft-à-dîre,  d’un 
même  nombre  de  degrés  j enforte,  par  exemple,  que,  fi  on  a deux 
cercles , le  rayon  de  l’un  eft  aü  rayon  de  l’autre , comme  un  arc 
de  30  degrés  du  premier  cercle  efi  à un  arc  de  30  degrés  du 
fecond. 

* 

90.  Les  rayons  étant  moitié  des  diamètres , la  raifon  des  diamètres 
de  deux  cercles  eft  égale  à celle  des  rayons  ; & ainfi , dans  deux 
cercles , les  diamètres  font  entr’eux  comme  les  circonférences , & 
encore  comme  les  arcs  femblables  : par  exemple,  fi  le  diamètre  d’un 
cercle  eft  double  du  diamètre  d’un  autre  cercle , la  circonférence  du 
premier  eft  double  de  celle  du  fecond. 

COROXLAX&B  I. 

9 1 . Dans  deux  Cercles , les  cordes  qui  foutiennent  les  deux  arcs 
femblables  font  entr’elles  comme  ces  arcs. 

ïig.  îs>.  Soient  les  deux  cordes  AB  & ah  qui  foutiennent  les  deux  arcs 
femblables  AE  B & aeh  : je  dis  que  les  deux  cordes  font  entr’elles 
comme  les  arcsÿ  car,  ayant  tiré  les  deux  rayons  CA  & CB  aux 
extrémités  de  la  première  corde , & les  deux  autres  rayons  ca  6c  cb 
aux  extrémités  de  la  fécondé  corde , on  a deux  triangles  ifoceles  qui 
font  femblables  (54),  puifque  les  angles  C & c étant  appuyés  fur 
des  arcs  femblables , ils  font  par  conféquent  égaux  : donc  les  côtés 
homologues  de  ces  triangles  font  proportionnels  ; ainfi , la  raifon  qui 
eft  entre  les  cordes  AB  & oé  eft  égale  à Celle  qui  eft  entre  les 
rayons  CA  & ca.  Or , la  raifon  qui  eft  entre  ces  rayons  eft  égale  à 
celle  des  arcs  femblables  A £ B & aeb  : donc  la  raifon  des  cordes  eft 
égale  à celle  des  arcs  femblables  qu’elles  foutiennent. 

; Comme  nous  allons  parler  des  finus , des  tangentes  & des  fécantes 
d’arcs  de  cercles , il  eft  néceftaire  d’en  donner  la  notion. 

. 92.  Une  ligne,  comme  AD,  tirée  d’une  extrémité  de  Parc  AE 
perpendiculairement  fur  le  rayon  CE  qui  pafle  par  l’autre  extrémité: 
deu:et  arc , eft  appellé  Jinus  de  l’arc  AE  & de  l’angle*  ACE , donc 
Parc  AE  eft  la  mefure.  Pareillement , la  ligne  ad  y perpendiculaire  fur 
fe  rayon  ce , eft  le  finus  de  l’arc  ae  6c  de  l’angle  ace. 

. 95.  Une  ligne,,  comme  AF,  tirée  perpendiculairement  de 
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l’extrémité  du  rayon  GA,  & terminée  de  l’autre  côté  par  le  rayon  ^ 
prolongé  CEF,  eft  appellée  tangente  de  l’arc  AE  compris  entre  ces 
deux  rayons  : de  même,  eft  la  tangente  de  l’arc  ae. 

5>4-  Le  rayon  prolongé  CEF  eft  appelle  ficante  du  même  arc; 
pareillement,  dans  l’autre  figure,  cef  eft  la  fécante  de  l’arc  ae. 

Corollaire  IL 

95.  Dans  deux  cercles,  les  finus  d’arcs  femblables  font  entr’eux 
comme  ces  arcs. 

Soient  les  deux  arcs  femblables  AE  Sx.  ae,  dont  les  finus  font  AD 
& ad:  je  dis  que  ces  finus  font  entr’eux  comme  leurs  arcs  j car , dans 
les  deux  triangles  CDA  & cda,  l’angle  D du  premier  eft  égal  à 
l’angle  d dù  fécond , puifque  les  finus  font  perpendiculaires  aux 
rayons  CE  & ce  : d’ailleurs , l’angle  ACE  eft  aulfi  égal  à l’angle  ace 
parce  qu’ils  ont  pour  mefures  les  arcs  AË  Sx  ae  y qui  font  femblables 
par  la  fuppofition  j par  conféquent , les  deux  triangles  font  fen^la- 
bles  : donc  les  côtés  homologues  font  proportionnels  -,  ainfi  AD  .adx'. 

CA  . ca.  Or , les  arcs  femblables  font  entr’eux  comme  les  rayons  (89)  ; 
donc  AE  .ae::  CA . ca  / par  conféquent  AD  .ad::  AE . ae. 

Corollaire  111. 

96-  Dans  deux  cercles,  les  tangentes  d’arcs  femblables  font 
cntr’elles  comme  ces  arcs. 

Soient  les  deux  arcs  femblables  AE  Sx  ae  y dont  les  tangentes 
font  AF  Sx  af  : je  dis  que  ces  tangentes  font  entr’elles  comme  leurs- 
arcs  j car,  il  eft  clair  que  les  deux  triangles  rectangles  CAF  & caf 
font  femblables  'y  d’où  l’on  conclura , comme  dans  le  Corollaire 
précédent , que  AF . : AE . ae. 

Corollaire  IV. 

97.  Dans  deux  cercles , les  fécantes  d’arcs  femblables  font 
entr’elles  comme  ces  arcs. 

Les  lignes  C E F & cef  font  des  fécantes  des  arcs  femblables  AE 
& ae  : je  dis  qu’elles  font  entr’elles  comme  ces  arcs , ce  qui  fe 
prouve  de  la  même  maniéré  que  le  Corollaire  précédent. 

98.  On  voit  par  le  Théorème  Sx  les  quatre  Corollaires  précédents  , . 
que , dans  deux  cercles  où  l’on  a tiré  des  diamètres,  des  rayons  y 
des  cordes , des  finus , des  tangentes  & des  fécantes  d’arcs  fém»- 
blables , on  a plufieurs  raifons  égales , favoir , la  raifon  des  diamètres  > 
celle  des  rayons , celle  des  circonférences , celle  des  arcs  femblables  > 
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Tig.  i?‘  .celle  des  cordes , celle  des  linus , celle  des  tangentes  & celle  des 
fécantes  ; toutes  ces  raifons , dis>je , font  égales  entr’elles. 

99.  Il  faut  remarquer  que,  dans  un  même  cercle , les  différentes 
cordes  ne  font  pas  entr’elles  comme  les  arcs  qu'elles  foutiennent  : 
par  exemple , quoique  l'arc  ÂËB  foit  double  de  l’arc  AE  , cepen- 
dant la  corde  A B n’eft  pas  double  de  la  corde  A £ , puilque 
la  corde  AB  n’eR  pas  fi  grande  que  les  deux  cordes  égales  AE  & BE 
prifes  enfemble.  Les  linus  de  différents  arcs  ne  font  pas  non  plus 
entr’eux  comme  ces  arcs.  11  en  eff  de  même  de  leurs  tangentes  & de 
leurs  fécantes. 


Théorêms  V. 

1 00.  Le  coté  de  Vexagone  régulier , injcrit  dans  un  cercle , ejt 
égal  au  rayon  du  cercle. 

« 

Démonstratiok. 

Fig.  40.  Du  centre  C , foient  tirés  les  rayons  ÇA  & G B fur  les  extrémités 
du  côté  AB  de  l’exagone  : je  dis  que  ce  côté  eft  égal  au  rayon  ; car , 
dans  le  triangle  A C B , l’angle  C a pour  fa  mefure  l’arc  AB , qui  efî 
de  60  degrés , puifqu’il  eff  la  fîxieme  partie  de  la  circonférence  : 
donc  les  autres  angles  A & B , pris  enfemble , valent  1 20  degrés. 
Or , ces  deux  angles  font  égaux , parce  qu’ils  font  oppofés  à des 
côtés  égaux , favoir , aux  rayons  CA  & CB  : donc  chacun  de  ces- 
angles  eff  de  60  degrés  \ donc  les  trois  angles  du  triangle  ACB  font 
égaux } donc  les  côtés  font  aufïï  égaux  ; par  conféquent  le  côté  AB 
de  l’exagone  eff  égal  au  rayon  : ce  qu’il  falloir  démontrer. 

CoROlLAIRB  I. 

100 B.  La  corde  de  60  degrés  eff  égale  au  rayon,  & le  ffnus 
de  30  degrés  eff  égal  à la  moitié  du  rayon.  La  première  partie  du 
Corollaire  parole  en  ce  que  le  côté  de  l’exagone  régulier  infcric 
eff  une  corde  qui  foutient  la  ffxieme  partie  de  la  circonférence.» 
Or , la  ffxienne  partie  de  la  circonférence  ou  de  360  degrés  eff  un 
arc  de  60  degrés.  Pour  appercevoir  la  vérité  de  la  fécondé  partie 
il  faut  tirer  le  rayon  C D £ perpendiculaire  fur  la  corde  AB  y il 
coupera  cette  corde  & l’arc  AE  B chacun  en  deux  parties  égales; 
& par  conféquent  la  ligne  AD  eff  la  moitié  de  la  corde  ou  du  rayon, 
& l’arc  AE  eff  de  30  degrés.  Or,  AD  eff  le  finus  de  l’arc  AE  ; 
donc  le  finus  de  30  degrés  eff  la  moitié  du  rayon  ou  de  la  corde 
4c  ôo  degrés. 


î 
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CO&OLIAIKB  II. 

101.  Il  fuit  du  Théorème  que  le  périmètre  de  Pèxagone  régulier, 
inferit  dans  un  cercle , contient  iix  fois , ou  eft  fix  fois  plus  grand 
que  le  rayon  du  cercle  ; & par  conféquent  ce  périmètre  eft  trois  fois 
plus  grand  que  le  diamètre.  Or , la  circonférence  du  cercle  eft  plus 
grande  que  le  périmètre  de  Texagone  inferit  ; ainfi , la  circonférence 
du  cercle  eft  plus  de  trois  fois  plus  grande  que  fon  (hametre , c*eft-à- 
dire , que  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  eft  plus  grand 
que  celui  de  3 à i , ou  de  21  à 7.  Ârchimede  a prouvé  qu’il  eft 
encore  un  peu  plus  grand,  que  la  raifon  de  21 à 7 , qui  eft  la  même 
que  celle  de  223  à 7 1 : il  eft  même  plus  grand  que  la  raifon  de 
a I -jll  à 7 , qui  eft  égale  à celle  de  333  à 1 06  { mais  Archimede 
a auin  fait  voir  que  ce  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre 
eft  moindre  que  la  raifon  de  22  à 7 , & Metius  a démontré  depuis 
qu’il  eft  même  plus  petit  que  la  raifon  de  355à  115»  laquelle  eft 
égale  à celle  de  2 1 ^ à 7 : il  eft  cependant  plus  grand  que  celle 
2 1 77^  à 7 ; ainfi , le  rapport  exaét  de  la  circonférence  au  diamètre  » 
que  plufieurs  grands  Géomètres  ont  cherché  inutilement,  eft  entre 
ces  deux  raifons,  favoir,  celle  de  21  7^  à 7,  ou  de  355  à 1 13  , de 
celle  de  2 1 7^  à 7 , qui  font  des  limites  fort  étroites  ; il  eft  moindre 
que  la  première  & plus  grand  que  la  fécondé.  Tout  cela  eft  prouvé 
dans  un  Supplément  qui  eft  à la  fin  de  la  Trigonométrie. 

1 01^.  Si  on  veut  favoir  la  différence  des  deux  fractions  771  & tt;> 
il  faut  les  réduire  au  même  dénominateur , 6c  on  trouvera  les  deux 
fuivantes  7^  & 7^  > qui  ne  different  entPelles  que  de  77^ , 
c’eft-à-dire,  de  la  12656"“  partie  de  l’unité;  par  conféquent, 
les  deux  nombres  ai  fîj  ôc  2 1 ^ ne  different  auffi  que  de  la  même 
quantité. 

102.  De  ce  que  les  rapports  de22à7Ôcde  355  àii3  font 

plus  grands  l’un  6c  l’autre  que  la  raifon  de  'la  circonférence  au 

diamètre , il  fuit  que  les  rapports  renverfés , c’eft-à  dire , ceux  de  7 

à 22  6c  de  1 1 5 à 3 5 5 , font  chacun  plus  petits  que  la  raifon  du 

diamètre  à la  circonférence,  parce  que  les  conféquents  22  6e  355 

étant  trop  grands,  ils  rendent  les  rapports  trop  petits:  au  contraire, 

le  rapport  de  1 06  à 333  eft  plus  grand  que  cette  raifon  du  diamètre 

à la  circonférence. 

« 

102 B.  Dans  l’ulâge,  on  fuppofe  ordinairement  que  le  rapport 
de  7 à 22  eft  égal  à celui  du  diamètre  à la  circonférence  : on  peut 
auifi  fe  fervir  de  celui  de  106  à 3 3 3.5  6c  fi  on  veut  avoir  ua  rapport 
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encore  plus  approchant  du  véritable , on  prend  celui  de  H3à  555, 
qui  eft  égal  à celui  de  7 à 21  , puiique , fi  on  arrange  les  termes  de 

ces  deux  rapports  en  proportion  , 5c  qu’on  multiplie  lès  extrêmes  l’un 
par  l’autre , 5c  les  moyens  de  même , on  trouvera  que  le  produit  des 
extrêmes  efi  égal  à celui  des  moyens  : on  s’aflurera  de  la  même  ma> 
. itiere  qqe  le  rapport  de  1 06  à 3 3 ^ efi  égal  à celui  de  7 à 2 1 11  eft 

plus  grand  que  celui  du  diamètre  à la  circonférence  ; mais  il  en 
approche  plus  que  celui  de  7 à 2 2 , 5c  moins  que  celui  de  1 1 3 à 3 5 5. 

Théorbmb  VI. 

✓ 

102 C.  Si  de  deux  triangles  réguliers,  Vun  ejl  circonjcrit  & 
• Vautre  ejl  injcrit  à un  meme  cercle  ou  à des  cercles  égaux  , le  rayon 
droit  du  premier  ejl  double  du  rayùn  droit  du  JèconJ',  & de  mime 
le  périmètre  du  premier  ejl  double  du  périmètre  du  fécond.  Fig.  4, 

pl.  XII. 

Soient  les  deux  triangles  réguliers  B AD  6c  FEG , dont  le  premier 
eft  circonfcrit , 5c  l’autre  infcrit  au  même  cercle , il  faut  tirer  le 
rayon  C H perpendiculaire  aux  côtés  B D 6c  F G que  l’on  fuppofe 
parallèles , 6c  tirer  auflî  les  cordes  F H 6c  G H.  Cela  pofé , je  prouve 
que  le  rayon  droit  CH  eft  double  du  rayon  droit  CL,  6c  que  le 
périmètre  circonfcrit  eft  double  du  périmètre  infcrit. 

Démonstration. 

Le  rayon  CH,  perpendiculaire  à la  corde  FG,  coupe  l’arc  FHG 
de  1 20  degrés  en  deux  parties  égales  ( Liv.  I , art.  105);  par  confé- 
quent  les  deux  cordes  F H 6c  G H font  des  côtés  d’un  exagone 
régulier  infcrit.  Donc  le  côté  F H eft  égal  au  rayon  C F \ donc  le 
triangle  C F H eft  ifocele  : d’ailleurs , la  ligne  FL,  tirée  du  fommet 
de  l’angle  compris  entre  les  côtés  égaux , eft  perpendiculaire  à la 
bafe  CH,  puifque  cette  bafe  eft , par  la  conftruâion , perpendiculaire 
à la  corde  FG  ; ai nfi.,  la  bafe  CH  eft  coupée  en  deux  parties  égales 
par  la  perpendiculaire , ou , ce  qui  revient  au  même , le  rayon 
droit  C H eft  double  de  l’autre  CL.  Or , les  périmètres  des  deux 
triangles  font  entr’eux  comme  les  rayons  droits  (86):  donc  le 
périmètre  circonfcrit  eft  auflî  double  du  périmètre  infcrit. 

\oiD.  Il  eft  évident  que  le  côté  du  triangle  circonfcrit  eft 
pareillement  double  du  côté  du  triangle  infcrit. 

102 E.  Il  paroît  par  ce  Théorème , qu’un  rayon  perpendiculaire 
à une  corde  de  1 20  degrés , eft  coupé  en  deux  parties  égales  pat 
cette  corde. 

Xheorbmb  VII. 
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105.  Le  ctti  du  décagone  régulier  infcrit  dans  un  cercle  ejl 
égal  à la  grande  partie  du  rayon  divije  en  moyenne  & extrême  raifon» 

DiMOKSTRATION. 

Soit  le  côté  AB  du  décagone , aux  extrémités  duquel  tirez  les  Fîg-  -vm 
rayons  CA  & CB  qui  forment  le  triangle  ACB , dont  l’angle  C a 
pour  mefure  la  dixième  partie  de  la  circonférence , c’en- à- dire  , 

3^  degrés  ; par  conféquent  les  deux  autres  angles  A & B du  trian> 
gle  ACB , pris  enfemble , valent  1 44  degrés  ; autrement  les  trois 
angles  du  triangle  n’auroient  pas  pour  mefure  1 80  degrés.  Or  ces 
deux  angles  fur  la  bafe  font  égaux , à caufe  que  le  triangle  ACB 
eR  ifocele  ; donc  chacun  des  angles  A & B vaut  72  degrés.  Si  donc 
on  divife  l’angle  B en  deux  parties  égales  par  la  ligne  BD , cha- 
cune de  ces  parties  étant  moitié  de  l’angle  B , vaudra  3 6 degrés  : 
ainfî , dans  le  petit  angle  BDC  , l’angle  C eR  égal  à l’angle  n ; 

& par  conféquent  les  côtés  oppofés  à ces  angles  , favoir  BD  & 

CD , font 'égaux.  Or  BD  eR  auflî  égal  à AB  i car,  dans  le  petit 
triangle  ABD  , l’angle  o vaut  3 6 degrés , puifqu’il  eR  moitié  de 
l’angle  total  en  B : d’ailleurs  nous  avons  déjà  dit  que  l’angle  A 
vaut  72  degrés;  donc  le  troifieme  angle  m vaut  aufli  72  degrés. 
Donc  les  côtés  BD  & AB  oppofés  à ces  deux  angles  font  égaux  ; 
ainR  CD  & AB  , étant  chacun  égaux  à BD , font  égaux  entr’eux. 

Il  faut  donc  démontrer  que  CD  efl  la  grande  partie  du  rayon  CA 
divifé  en  moyenne  & extrême  raifon  au  point  D ; enforte  qu’on  a 
la  propoition  CA . : : CD . AD.  Pour  cela  il  faut  remarquer 

que  les  deux  triangles  ACB  ôc  ABD  font  femblables , à caufe  que 
l’angle  A efl  commun  à tous  les  deux  , & que  d’ailleurs  l’angle  C du 
grand  eR  égal  à l’angle  o du  petit  : par  conféquent  les  côtés  homolo- 
gues font  proportionnels.  Or  CA  du  grand  triangle , & AB  du  petit , 
font  homologues  , parce  qu’ils  font  oppofés  aux  angles  égaux  B & 
m.  Pareillement  AB  du  grand  triangle  & AD  du  petit  font  homolo- 
gues , étant  oppofés  aux  angles  égaux  C & o : ainfî  on  a la  proportion 
CA . AB  : : AB . AD.  Or  CD=AB  : donc  CA . CD  : : CD . AD  ; ainfî 
CD  égal  au  côté  AB , eR  la  grande  partie  du  rayon  CA  divifé  en 
moyenne  & extrême  raifon  : ce  qu’il  falloir  démontrer. 

103.Ü.  Au  lieu  l’énoncé  de  ce  Théorème,  fouvent  on  dit 
que  dans  un  triangle  ifocele  ^dont  les  angles  jur  la  bafe  font  chacun, 
doubles  de  V angle  du  fômmet , la  bafe  efl  égale  à la  grande  partie  d’ un 
des  cotés  égaux  divifé  en  moyenne  <S*  extrême  ra^on..Cette  propofitiofli 
IL  Partie.  p 
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-n’eft  pas  différente  du  Théorème  VII,  parce  que  les  angles  fur  la  baie 
du  triangle  ifocele  ne  peuvent  être  chacun  doubles  de  l’angle  au 
fommet , à moins  que  cet  angle  ne  foit  de  3 6 degrés  : car  s’il  étoit  > 
par  exemple,  de  40  degrés  , les  autres  feroient  chacun  de  80  j & 
par  conféquent  les  trois  vaudroient  plus  de  deux  angles  droits  : & 
û l’angle  au  fommet  n’étoit  que  de  30  degrés,  les  trois  feroient  moin- 
dres que  deux  angles  droits.  Ainfi  cette  propofîtion  fuppofe  que  l’angle 
au  fommet  eft  de  36  degrés  j & par  conféquent  c’eft  l’angle  au 
centre  d’un  décagone  régulier  , & les  côtés  égaux  de  cet  angle  font 
des  rayons  du  cercle  auquel  le  décagone  peut  être  infcrit. 

Théo&bmb  VIII. 

103  C.  Il  n*y  a que  trois  Jortes  de ^foly sortes  réguliers  dont  les 
angles guijjent  remplir  exaBement  Vejpace  qui  ejl  autour  d*un  point , 
comme  C>  (Figure  3 , pl.  XII.  ) Jàvoir , fix triangles  équilatéraux ^ 
quatre  quarres  , & trois  exagones  réguliers. 

Démonstration. 

1 Six  angles  de  triangles  équilatéraux  ou  réguliers  peuvent  rem- 
plir l’efpace  autour  d’un  point  ; car  tous  les  angles  qu’on  peut  faire' 
autour  d’un  point  valent  enfemble  quatre  angles  droits  , puifqu’ils 
ont  pour  méfure  la  circonférence  dont  ce  point  éft  le  centre.  Or 
fix  angles  de  triangles  équilatéraux  valent  quatre  angles  droits, 
puifque  chacun  vaut  le  tiers  de  deux  angles  droits  , c’eft-à-dire  , 
60  degrés.  Par  conféquent , en  mettant  fix  triangles  réguliers  autour 
d’un  point , dè  maniéré  que  ce  point  foit  le  fommet  commun  d’un 
angle  de  chaque  triangle  ,tout  l’efpace  autour  du  point  fera  exaéfe- 
ment  rempli. 

2®.  Quatre  angles  de  quarrés  remplifient  aufïï  tout  l’efpace  autour 
d’un  point , parce  que  chacun  de  ces  angles  eft  droit  i Sc  par  confé- 
quent les  quatre  valent  quatre  angles  droits. 

3®.  Trois  angles  d’exagones  réguliers  peuvent  auflî  remplir  l’el- 
pace  autour  d’un  point  j car  chacun  des  angles  de  l’exagone  régu- 
lier vaut  1 20  degrés  : ainfi  la  fomme  des  trois  angles  vaut  3 60 
degrés  ou  quatre  angles  droits. 

Pour  ce  qui  eft  des  angles  des  pentagones  réguliers , ils  ne  peu- 
vent remplir  tout  l’efpace  qui  eft  autour  d’un  point  ; car  chacun 
des  angles  du  pentagone  régulier  eft  de  108  degrés:  donc, fi  on 
prend  trois  de  ces  angles , ils  feront  moins  de  360  degrés;  & fi 
QO  en  prend  quatre  ou  davantage  , ils  feront  plus  de  3 60  degrés. 


\ 
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Enfin , les  figures  régulières , qui  ont  plus  de  côtés  que  Eexagone  , 
ne  peuvent  par  leurs  angles  remplirexaétement  refpace  autour  d^un 
point  i car , plus  les  polygones  réguliers  ont  de  côtés,  plus  les  angles 
compris  entre  ces  .côtés  font  grands.  Or , chacun  des  angles  de 
Fexagone  régulier  vaut  1 20  degrés^  par  conféquent  Pangle  de  Tepta- 
gone  régulier  , par  exemple  , vaut  plus  de  1 20  degrés  : donc  trois 
de  ces  angles , pris  enfemble  , valent  plus  de  3 60  degrés.  Il  en  eft  de 
même  des  autres  polygones  réguliers  qui  ont  plus  de  fix  côtés. 

103  D.W  paroîtpar  ce  théorème , dont  la  découverte  eft  attribuée 
à un  ancien  Géomètre  appellé  Proclus  , que  l’on  ne  peut  employer, 
pour  carreler  une  falle , une  chambre  , &c.  que  trois  fortes  de  car- 
reaux réguliers , favoir , ceux  de  trois  côtés , ceux  de  quatre  & ceux 
de  fix  : ces  derniers  font  plus  d’ufage  , parce  que  leurs  angles  étant 
plus  grands , ils  font  moins  fujets  à fe  cafter.  Par  la  raifon  contraire, 
on  ne  fe  fert  gueres  de  carreaux  triangulaires,  (Peft-à-dire,  de 
trois  côtés. 


Probxême  I. 

1 04.  Trouver  la.  valeur  de  Van^le  au  centre  , & celle  de  V angle  k 
la  circonférence  d'un  polygone  régulier , par  exemple  , d*un  pen- 
tagone. 

1°.  Pour  l’angle  au  centre , divifez  la  circonférencé , c’eft-à-dire,  vig. 
3 60  degrés , par  le  nombre  des  côtés  du  polygone , & le  quotient  fera 
la  mefure  de  l’angle  au  centre  : ainfi  , pour  avoir  la  valeur  de  l’angle 
au  centre  du  pentagone , il  faut  divifer  3 60  par  5 , & le  quotient 
72  marquera  que  l’angle  ACB  eft  de  72  degrés.  Cela  eft  évident, 
puifque  l’angle  au  centre  d’un  pentagone  a pour  mefure  la  cinquième 
partie  de  la  circonférence  du  cercle  dans  lequel  il  peut  être  infcrit. 

2°.  L’angle  de  la  circonférence , comme  ABD , peut  être  facile- 
ment connu , après  avoir  trouvé  la  valeur  de  l’angle  au  centre  $ 
car , dans  le  triangle  ACB , l’angle  au  centre,  plus  les  deux  angles  fur 
le  côté  AB,  c’eftà-dire  les  trois  angles  du  triangle,  font  égaux  à 
deux  angles  droits.  Or , l’angle  ABD  eft  égal  aux  deux  angles  fur  le 
côté  AB  pris  enfemble,  puifque  chacun  de  ces  deux  n’eftquela 
moitié  de  l’angle  à l'a  circonférence  («o)  : donc  l’angle  au  centre 
& l’angle  à la  circonférence  ) joints  enfernblè  , valent  deux 
angles  droits } & par  conféquent  fi  , de  180  degrés,  qui  font  la 
mefure  de  deux  angles  droits , on  ôté  la  valeur  de  l’angle  au  centre , 
le  refte  fera  la  valeur  de  l’angle  à la  circonférence  : par  exemple  , 
l’angle  à la  circonférence  du  pentagone  eft  de  108,  parce  qu’en 

P ‘J 
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ôtant  de  i8o  la  valeur  de  l’angle  au  centre , qui  eft  de  72  degrés  > 
le  refte  eft  108.  En  un  mot , l’angle  au  centre  & l’angle  à la  circon«- 
férence  font  fupplément  l’un  par  rapport  à l’autre.  Cette  partie 
du  Problème  eft  auftî  renfermée  dans  le  CoroUaire  V.  du  premier 
Théorème. 


COR.OXXAIRB. 

1 04  5. 11  paroît  par  ce  problème  que  l’angle  au  centre  d’un  poly- 
gone régulier  eft  d’autant  plus  petit , & que  l’angle  à la  circon- 
férence eft  d’autant  plus  grand  , que  le  polygone  a plus  de 
côtés  : cela  avoit  déjà  été  prouvé. 

I 

P&OBXBMB  II. 

Fig.  4j.  105.  Injcrire  un  quarré  dans  un  cercle  donné. 

Coupez  la  circonférence  en  quatre  parties  égales  , par  deux  dia- 
mètres perpendiculaires , & tirez  enfuite  des  cordes  aux  extrémités 
des  diametrés , vous  aurez  le  quarré  infcrit  : car  en  premier  lieu  il 
eft  évident  que  les  quatre  cordes  font  égales  , puifque  les  diamè- 
tres perpendiculaires  coupent  la  circonférence  en  quatre  parties 
égales  : voilà  donc  déjà  les  quatre  côtés  égaux.  D’ailleurs  > ces  côtés 
forment  des  angles  droits  : par  exemple , l’angle  ABC  eft  droit  > 
puifque  c’eft  un  angle  infcrit  appuyé  fur  le  diamètre  ; par  confé- 
quent  le  quadrilatère  formé  par  les  cordes  eft  un  quarté. 

Pbobxbmb  III. 

10^  B.  Injcrire  un  pentagone  régulier  dans  un  cercle. 

Faites  un  angle  droit  dont  un  des  côtés  foit  le  rayon  du  cercle 
propofé , & l’autre  côté  foit  égal  à la  grande  partie  du  rayon  divi- 
lé  en  moyenne  ôc  extrême  raifon  par  la  méthode  de  l’article  1 75  du 
premier  Livre  j l’hypoténufe  de  cet  angle  fera  le  côté  du^penta- 
gone  régulier  qui  pourra  être  infcrit  au  cercle  donné.  C’eft  une 
fuite  évidente  du  Théorème  VII.  fur  le  rapport  des  furfaces  , 
article  189  .ff. 

Pbobxbmb  IV. 

106.  Jnfcrire  un  exagone  régulier  dans  un  cercle. 

F>g*44.  Prenez  la  longueur  du  rayon  > que  vous  porterez  fix  fois  fut 
la  circonférence  j enfuite  tirez  des  cordes  aux  points  de  divifton  , 
vous  aurez  l’exagone  cherché.  Cela  fuit  clairement  du  lîideme 
Théorème. 


/ 
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P&obxembV. 

107.  Injcrîrt  un  décagone  régulier  dans  un  cercle. 

Coupez  le  rayon  du  cercle  eti  moyenne  & extrême  raifon  ; prenez  Fig.  4«). 
enfuite  la  grande  partie  de  ce  rayon  ainii  divifé , que  vous  porterez 
fur  la  circonférence  j enfin  tirez  des  cordes  aux  points  de  divifion,  vous 
aurez  le  décagone  cherché.  C’eftune  fuite  du  fixieine  Théorème. 

Probxbme  VI. 

108.  Une  figure  régulière  étant  infcritet  en  infcrire  une  autre  qui 
n* ait  que  la  moitié  du  nombre  des  côtés. 

Tirez  des  cordes  dont  chacune  foutienne  un  arc  double  de  celui 
qui  eft  foutenu  par  chaque  côté  du  polygone  infcrit  : par  exemple  , 
ayant  un  exagone  régulier  infcrit , fi  on  veut  infcrire  un  triangle 
régulier , il  faut  tirer  les  cordes  AC , CE  & E A , dont  chacune 
foutient  un  arc  double  de  celui  qui  efi  foutenu  par  chaque  côté 
de  Texagone. 

Probxbme  VIL 

1 09.  Un  polygone  régulier  étant  infcrit  dans  un  cercle  , en  infcrire 
un  autre  qui  ait  le  double  des  côte's. 

Divifez  en  deux  parties  égales  chacun  des  arcs  foutenus  par  le 
côté  du  polygone  infcrit;  tirez  enfuite  des  deux  extrémités  de 
chaque  côté  des  cordes  au  point  de  divifion , & vous  aurez  le 
polygone  cherché  : par  exemple , le  triangle  équilatéral  ACE  étant 
infcrit , fi  on  veut  infcrire  un  exagone  , il  faut  divifer  les  arcs  AC  , 

CE  , EA , chacun  en  deux  parties  égales , & tirer  les  cordes  AB , 

BC , CD  , DE , EF , FA  ; on  aura  l’exagone  régulier  ABCDEF. 

110.  11  eft  évident  par  les  deux  derniers  Problèmes  que , lorfqu^on 
fait  infcrire  un  polygone  régulier  , on  en  peut  aulîî  infcrire  deux 
autres , dont  Pun  n^ait  que  la  moitié  des  côtés  du  premier , & 
Pautre  le  double  ; fur  quoi  il  faut  remarquer  que  dans  la  pratique 
il  n’eft  pas  néceflaire  d’infcrire  un  polygone  pour  en  infcrire  un 
autre  qui  ait  la  moitié  ou  le  double  du  nombre  des  côtés  : pat 
exemple , pour  infcrire  un  triangle  ou  un  dodécagone  , il  faut  feu., 
lement  marquer  les  fix  points  de  divifion  defquels  il  faudroit  tirer 
les  cotés  de  Pexagone. 
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« 

Frobibkb  VII I. 

lit.  Circonfcrire  un  polygone  régulier  à un  cercle. 

II  faut  d’abord  infcrïre  un  polygone  régulier  femblable  ; enfuite 

tirer  trois  rayons , comme  Mo  , , Mc  , dont  le  premier  foit 

perpendiculaire  à un  côté  du  polygone  infcrit , & les  deux  autres 
paifent  par  les  extrémités  de  ce  côté  : après  cela  tirez  par  le  point 
O la  tangente  BC  terminée  par  les  deux  rayons  Mé , Mc  prolongés.  Je 
dis  quel!  du  centre  M,  & de  l’intervalle  MB  ou  MC',  on  décrit 
une  circonférence,  & que  l’on  tire  des  cordes  égales  à la  tangente  , 
comme  AB  , CD , &c.  elles  feront  tangentes  elles-mêmes  du  cercle 
donné  , & formeront  un  polygone  circonfcrit.  11  ell;  évident  que  les 
cordes  égales  à la  tangente  BC  feront  autant  éloignées  du  centre 
que  BC , & par  conléquent  elles  feront  aufli  tangentes  par  rap- 
port à la  petite  circonférence. 

Probxcmb  IX. 

I I I 5.  Faire  un  polygone  régulier , par  exemple  , un  exagone  , 
dont  chaque  côté  foit  égal  à la  ligne  donnée  L. 

Tirez  fa  ligne  AB  égale  à la  ligne  donnée , & après  avoir  cherché 
quel  doit  être  l’angle  à la  circonférence  de  ce  polygone  ( 1 04) , menez 
des  deux  extrémités  A & B les  lignes  AC  & BC,  qui  faflent  les  deux 
angles  BAC  & ABC  égaux  chacun  à la  moitié  de  l’angle  à la  circon- 
férence ; enfuite  du  point  C , & de  l’intervalle  CA  ou  CB , décrivez 
une  circonférence  dont  la  ligne  AB  fera  une  corde  ; prenez  avec 
le  compas  la  longueur  de  cette  ligne , & appliquez  une  des  pointes 
du  compas  fur  l’extrémité  A ou  B , pour  marquer  fucceflîvement  les 
autres  points  de  la  circonférence  auxquels  il  faut  tirer  les  cordes  égales 
au  côté  AB  : enfin  menez  ces  cordes , vous  aurez  le  polygone  régu- 
lier cherché.  La  raifon  de  cette  pratique  paroîtra  évidente , fi  on  feit 
attention  que  les  rayons  obliques  CA  & CB  doivent  couper  les 
angles  à la  circonférence  en  deux  également  (80). 

1 1 1 C.  Ce  Problème  renferme  cet  autre  : Un  polygone  régulier 
étant  donné t en  faire  un  autre  femblable  dont  le  côtéjoit  donné;  car, 

pour  que  deux  polygones  réguliers  foiènt  femblables , il  fulfit  qu’ils 
aient  le  même  nombre  de  côtés  (84). 

1 1 1 Z>.  Pour  faire  les  deux  angles  BAC  & ABC  égaux  chacun 
à la  moitié  de  l’angle  à la  circonférence  , il  faut  fe  fervir  d’un 
inftrument  qu’on  appelle  rapporteur , ou  d’un  autre , différent  du 
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compas  & de  la  réglé  ; c’eft  pourquoi  cette  méthode  eft  méchanique 
. & non  pas  géométrique  : cependant  elle  eft  utile  dans  la  pratique  , 
parce  qu’elle  eft  facile  à exécuter,  & que  d’ailleurs  elle  eft  générale. 
Si  le  côté  donné  étoit  afiez  long , ou  du  moins  qu’on  pût  le  prolonger 
vers  l’une  & l’autre  extrémité , il  vaudroitmieux  fe  fcrvir  d’une  échelle 
de  parties  égales  , dont  nous  parlerons  dans  la  Trigonométrie. 

1 1 1 £■.  Il  y a des  méthodes  géométriques  pour  faire  quelques-uns 
des  polygones  réguliers  fur  un  côté  donné  ; ce  font  ceux  que  l’on  fait 
infcrire  dans  un  cercle  : mais  celle  que  nous  venons  d’expliquer  dans 
ce  Problème  fuffit , quoiqu’elle  ne  foit  que  méchanique.  Au  refte 
on  a donné  la  defcription  géométrique  du  triangle  régulier  ( 58  ). 
Celle  du  quarré  a été  expliquée  ( 46  ).  Enfin , celle  de  l’exagone 
régulier  fuit  évidemment  de  l’article  100;  car,  ayant  le  côté  AB 
de  l’exagone  , décrivez  une  circonférence  dont  le  rayon  foit  égal 
au  côté  AB  , & tirez  des  cordes  égales  à AB  , vous  aurez  l’exa- 
gone  propofé. 

Quant  au  pentagone  régulier  , voici  comment  on  pourroit  le 
conftruire  fur  un  côté  donné  : il  faudroit  chercher  par  le  troifieme 
Problème  ( art.  105  5.  ) le  côté  du  pentagone  régulier  qui  pour- 
roit être  inicrit  dans  un  cercle  décrit  à volonté  j après  quoi  on  feroic 
la  proportion  j le  côté  de  ce  pentagone  eft  à celui  du  penta- 
gone cherché , comrhe  le  rayon  du  cercle  du  premier  pentagone  eft 
au  rayon  du  cercle  du  fécond.  On  a les  trois  premiers  termes  de 
cette  proportion  $ ainfi  on  trouveroit  le  quatrième  par  l’article 
170  du  premier  livre.  Cette  proportion  eft  fondée  fur  ce  que  les 
cordes  d’arcs  femblables  font  entr’elles  comme  les  rayons  (91). 
Quand  on  aura  le  rayon  on  décrira  le  cercle  ; enfuite  on  y inf- 
erira  aifément  le  pentagone  dont  le  côté  eft  donné.  On  pourra 
pareillement  conftruire  un  décagone  régulier  fur  un  côté  donné  , en 
le  fervant  du  cinquième  Problème  ( art.  107  ). 

On  n’a  point  de  méthode  géométrique  pour  faire  des  poly- 
gones réguliers  de  7 côtés  « de  9 , de  1 1 , de  1 3 , de  1 4 , de 
^7,  &c, 

P&OBIBMB  X. 

1 1 Z.  Trouver  y à très.~peu  de  chojè  près , la  circor^érence  d’un  cercle 
dont  on  connoît  le  diamètre. 

Soit  un  cercle  dont  le  diamètre  ait  800  pieds.  Afin  de  trouver  la 
circonférence  , il  faut  fe  fervir  du  rapport  d’Archimede  , qui  eft 
de  7 à aa  & fidie  une  réglé  de  trois  ^ dont  le  premier  terme  foit 
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7 ) le  fécond  2 2 , 6c  le  troifieme  800  j le  quatrième  fera  la  circon- 
férence. On  trouvera  ce  quatrième  terme  à l’ordinaire  en  multipliant 
les  deux  moyens  22  8c  800  l’un  par  l’autre  , 6c  divifant  le  produit 
17600  par  7,  qui  eft  le  premier  terme  ; le  quotient  2 5 1 4 | fait 
voir  que , fi  le  diamètre  d’un  cercle  eft  de  800  pieds , la  circonfé- 
rence eft  d’environ  2514  pieds  ôc  ^ d’un  pied. 

1 1 2 Le  rapport  de  22  à 7 eft  égal  à celui  de  5 ^ à i , c’eft-à- 
dire  , que  22  contient  trois  fois  7 ôc  de  plus  1 , qui  eft  lafeptieme 
partie  de  7 : c’eft  pourquoi  on  trouveroit  un  nombre  égal  au 
quatrième  terme  cherché  , en  multipliant  le  diamètre  800  par  3 , 
& en  ajoutant  enfuite  au  produit  la  feptieme  partie  de  800  j ce  qui 
eft  plus  facile  que  de  trouver  le  quatrième  terme  de  la  proportion 
marquée  ci-defius  par  la  réglé  de  trois. 

1 1 Z C.  Si  on  veut  avoir  un  nombre  qui  approche  un  peu  plus 
de  la  véritable  circonférence  que  2514^,  il  faut  fe  fervir  du  rap- 
port de  113  3355,  6c  faire  la  proportion,  113.  3 5 5 : : 800.  x : 
on  trouvera  qu’aprés  avoir  multiplié  les  deux  moyens , 6c  divifé  le 
produit  par  le  premier  terme  , le  quotient  fera  2513  ^ j ainfi  la  cir- 
circonference  eft  environ  2513  pieds  6c  d’un  pied. 

1 1 3 . Remarquez  que  la  circonférence  cherchée  eft  un  peu 
moindré  que  l’un  6c  l’autre  des  deux  quotients , parce  que  la  circon- 
férence , dont  le  diamètre  eft  7 , eft  plus  petite  que  2 2 j 6c  pa- 
reillement la  circonférence , dont  le  diamètre  eft  fuppofé  de  113, 
eft  plus  petite  que  355  : car  , comme  nous  l’avons  dit  (102)  , les 
conféquents  des  deux  rapports  de  7 à226cdeii3  à 355  font  un 
peu  trop  grands.  Nous  ferons  voir  dans  un  fupplément  qu’en  fe 
îervant  du  rapport  de  7 à 2 2 , le  quotient  qu’on  trouve  n’excede 
pas  de  fa  248  5“*  partie  la  véritable  circonférence  qu’on  cherche  » 
& que  cependant  il  furpafle  plus ^ que  de  fa  2486“*  partie  cette 
circonférence  j mais  , fi  on  fe  fert  du  rapport  de  1 1 3 à 3 5 5 , l’ex- 
cès dti  quotient  ou  du  nombre  trouvé  fur  la  circonférence  qu’on 
cherche  , eft  plus  petit  que  la  1 1776666“*  partie  de  ce  quotient  j 
6c  cependant  cet  excès  eft  plus  grand  que  la  1 1776667“*  partie  du 
quotient. 

1 1 4.  On  peut  conclure  delà  que , fi  en  cherchant  la  circonfé- 
rence d’un  cercle  par  le  rapport  de  7 à 22  , le  non^bre  trouvé 
eft  égal  ou  plus  grand  que  2486  , il  furpaflera  la  circonférence 
a-u  moins  d’une  unité  : fi  ce  nombre  trouvé  étoit  deux  fois  plus 
grand  que  2486  , il  excéderoit  la  circonférence  au  moins  de  deux 
unités,  6cc.  De  même,  fi  le  nombre  trouvé  étoit  la  moitié  de  2486  , 
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il  -furpaflèroit  la  circonférence  au  moins  de  la  moitié  d*une  unité  ; 
ainfi*  dans  Fexemple  qu’on  vient  d’employer,  le  nombre  trouvé 
par  le  rapport  de  7 à 22  étant  de  25  14  on  en  peut  retrancher  i , 
& on  eR  afiiiré  que  le  refte  2 5 1 3 | eR  encore  plus  grand  que  la 
véritable  circonférence.  En  général , il  faut  divifer  le  nombre 
trouvé  par  2486,  6c  ôter  enfuite  le  quotient  de  ce  nombre 
trouvé , le  refte  fera  encore  un  peu  plus  grand  que  la  circonférence 
cherçhée  j mais , fi  on  ^ivife  le  nombre  trouvé  par  2485  , & qu’on 
retranche  le  quotient  du  -même  nombre  trouvé , le  refte  fera 
moindre  que  la  circonférence  cherchée.  On  peut  dire  la  même 
chofe  lorfqu’on  (e  fert  du  rapport  de  1 1 3 à ^559  eh  fubftituanc 
néanmoins  11776667  à la  place  de  2486,  6c  11776666  à celle 
de  2485» 

ii4il.  Si  on  fe  fert  du  rapport  de  106  à 333,  qui  eft  très- 
commode  dans  la  pratique,  le  quotient  qu’on  trouvera  fera  plus 
petit. que  la  circonférence  cherchée,  parce  que  la  circonférence, 
dont  le  diamètre  eft  106,  eft  plus  grande  que  333  ; mais  l’excès 
de  la  circonférence  cherchée  , fur  le  quotient  trouvé , ne  fera  pas  la 
37749“*  partie  de  ce  quotient , & cependant  cet  excès  eft  plus 
grand  que  la  37750“*  partie  du  quotient.  On  trouvera  la  preuve 
de  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  fur  cette  matière  dans  le 

Supplément  qui  eft  après  la  Trigonométrie. 

• • 

DES  FIGURES  FLANES, 
consiDàni  as  sblos  sanrAca. 

■ Après  avoir  parlé  des  côtés  qui  terminent  les  figures , & des 
angles  formés  par  ces  côtés , il  faut  à préfent  confidérer  l’efpace  qui 
y eft  renfermé  ; cet  efpace  eft  une  furface  ou  fuperficie  > on  le  nomme 
aufii  aire. 

Nous  avons  dit  qu’il  y a voit  trois  fortes  de  furfaces  ; les  planes , 
comme  celles  des  miroirs  ordinaires  ; les  courbes , comme  celles' 
des  globes  j & les  mixtes , qui  font  en  partie  planes  6c  en  partie 
courbes. 

Nous  avons  encore  diftingué  trois  fortes  de  fuperficies  planes;  les 
reâilignes , comme  un  pentagone  ; les  curvilignes , comme  les 
cercles  ; 6c  les  mixtilignes , comme  les  fegments  6c  les  feûeurs 
du  cercle. 

Nous  traiterons,  i®.  des  éléments  & de  l’égalité  des  furfaces. 
a®.  De  la  mefure  des  furfaces.  3®.  Du  rapport  des  furfaces.  . . 

il.  Fartit,  q 
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114C.  Comme!  U li^ne  eft.  composée  de  points,  de  même  la 
f^fface  eft  compofée  de.  lignes  pofées  les  unes  à côté  des  autres  ; 

les  élément  des  furies  font  des  lignes.  Or , on  ne  peut 
çpncev(Mf  qu^e  des  lignes , confidérées  fans  largeur , compoTent  une 
Ijurface;  e’eft  pourqui»  d faut  coniidérer  les, lignes  comme  ayant 
une  largeur  indniment  petite , qui  foit  la  même  dans  chacune  des- 
Rf.  4<f,  lignes  qui  fervent  d’éléments  à une  fuperficie. 

115.  Les  éléments  d’un  parallélogramme  font  donc  une  infinité 
de  lignes,  parallèles,  êc  égales  à la  bafe , lefquelles.  rempltfiènt 
l’efpace  compris  dans  le  parallélogramme  : de  même , les  éléments' 
Rf-  47.  d’un,  triangle  font  une  infinité  de  lignes  parallèles  à la  bafe , qui 
ipnt  d’autant  plua  courtes  qu’elles  font  plus  éloignées  de  la  baie. 
Les  élétuents.  du  cercle  font  une  infinité  de  circonférences  c(mcen« 
traques  ÿ .ajnfi  des  autres  figures. 

1 1 fi.  On  prend  aufii  pour  éléments  des  figures , des  furfaces  infi> 
siment  petites , donc  la  fomme  remplit  la  figure  : par  exemple , 
on  peut  dire  que  les  éléments  d’un  parallélogramme  font  une 
infinité,  de  petits  parallélogrammes  qui  ont  même  bafe  que  le  paral- 
lélogramme total , & qui  ont  une  hauteur  infiniment  p^ice.  Parenie- 
ment , on  peut  prendre  pour  éléments  d’un  triangle  une  infinité  de 
triangles  qui-  ont  même  hauteur  que  le  triangle  total,  & qui  ont 
chacun  pour  bafe  une  partie  infiniment  petite  de  la  bafe  de  ce 
fig.  48.  triangle.  On  peut  au  (H  prendre  pour  éléments  d’un  cercle , des 
trian^is,  infiniment  petits,  dont  le  fommet  foit  au  centre , 6c  qui 
aient  pour  baie  chacun  une  partie  infiniment  petite  de  la  ckconfé- 
tence  : on  peut  dire  la  même  chofe  des  feéféurs-  de  c^cle , comme 
celui  de  la  figure  49. 

. l'i/.  li  eft  évident  que  deux  figures  ou  füp^rficies  font  égales  > 
lorfque  les  éléments  de  l’une  font  égaux  aux  éléments  de  l’autre,  6c 
que  fé  nombre  de  ces  éléments  eft  égal  dans  les  deux  fuperficies. 

118.  Nous  nous  fervirons,  dans  nos  démonftrations , des  pre- 
miers élémeius,  c’eft- à-dire,  des  lignes  que  l’on  regarde  comme 
ayant  une  largeur  infiniment  petite.  Or , le  nombre  de  ces  éléments 
fe  mefure  dans  les  parallélogrammes  6c  dans  les  triangles  par  des 
perpendiculaires  à la  bafe,  qui  font  les  hauteurs } enforte  que, 
fi.  la  haut^r  d’un  parallélogramme  eft  double  de  celle  cfua 
Autre  2 le  nombre  des  éléinsnts  du  premier  eft  double  du  nombre 
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des  éléments  du  fécond  ; fi  la  hauteur  eft  tri{de , le  noitiibte  des 
éléments  eft  triple , &c. 

1 19.  Dans  le  cercle , le  nombre  des  circonférences  concentriques, 
qui  en  font  les  éléments , eft  mefuré  par  le  rayon , parce  que , fi  lê 
cercle  eft  rempli  de  circonférences , il  eft  clair  que  le  nombre  dea 
circonférences  eft  égal  au  nombre  des  points  du  rayon. 

1 1 9 J?.  On  appelle  ces  éléments  indivylèles  , parce  que , n*ayant 
qu*une  largeur  infiniment  petite,  on  les  regarde  comme  indivifibles 
félon  leur  largeur,  quoique , dans  la  vérité , ils  puiftent  être  divifés', 
même  félon  cette  dimenfion.  * 

Après  avoir  donné  ces  notions  touchant  les  éléments  des  furfaces, 
il  faut  maintenant  parler  de  leur  égalité. 

1 20.  Deux  figures  planes  font  appellées  égalés , lorfque  la  furfacè 
de  Tune  eft  égale  à la  furface  de  l'autre,  quoi()ue  les  côtés  de  li 
première  ne  foient  pas  égaux  à ceux  de  la  fécondé:  par  exemple, 
afin  que  deux  triangles  mient  appellés  égàuX , il  fuftit  qu’ils  aient 
des  furfaces  égales  j ôc  même  un  triangle  eft  dit  égal  à un  pàràllelo- . 
gramme,  lorfqu’il  contient  autant  d’efpâCe  ou  de  furfiiCe  que  lé 
parallélogramme;  mais,  lorfque  deux  figures  ont  des  furfaces  égales  « 
6c  que  les  côtés  ôc  les  angles  de  l’une  font  ^aux  à ceux  de  l’autfe, 
chacun  à chacun^  pour  lors  On  dit  qu’elles  font  égales  en  tout* 
Dans  le  premier  cas , on  dit  fouvent  què  les  figures  font  égales 
en  furface  ; mais  cela  n’eft  pàs  nécefiàife  ^ il  fuffit  de  dire  quelles 
font  égales , ce  qui  fignifie  la  même  chofé  qu’éii  difant  qu’elles  font; 
égales  en  furface. 

121.  11  paroît  pardà  & par  l’article  9 , qu’il  y a une  grand# 
différence  entre  des  figures  égales  & des  figures  férnblables. 

122.  Deux  feélangles  de  même  bafe  & de  même  hautëur  font 
égaux  en  tout.  Cette  propofition  peut  pafler  pôur  un  axiome  ; car , (i 
on  conçoit  que  Pon  applique  ces  deux  reâànglés  l’un  fur  l’autre,  U 
baie  fur  la  bafe , & lè  côté  (ht  le  côté , on  voit  aifémeiit  que  Ces  deux; 
reâangles  conviendront  parfaitement,  & par  cOnféquent  ils  fi;>nt 
égaux  en  tout  ; mais , fi  on  compare  un  reâangle  avec  un  parafiez 
logramme  obliquangle  de  même  bafe  & de  même  hauteur,  on 
n’apperçoit  pas  fi  facilement  fi  les  furfaces  font  égales.  Nous  allons 
démontrer  l’égalité  de  ceS  deux  figures  dans  le  Théorêmê  fuivant,  . 

THioxêisB  L BT  FOltnAMBirTXX. 


125.  Un  rectangle  & un  parallélogramme  obliquangle,  de. même 
hafè  V-  de  mime  kameut  ',  jbnt  e'gaux. 
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tig-  50»  Soit  le  reâangle  ABCD  & le  parallélogramme  EBCF  qui  ont 
même  bafe,  favoir  BG  , & qui  ont  aufli  même  hauteur,  puifquhls 
font  entre  les  mêmes  parallèles.  11  faut  démontrer  que  leurs  furfaces 
font  égales. 

DiMONSTRATIOSr. 

Deux  fuperficies  font  égales , lorfque  les  éléments  de  l’une  font 
égaux  à ceux  de  l’autre , & que  le  nombre  de  ces  éléments  eft  égal 
dans  les  deux  figures.  Or,  i°.  les  éléments  du  reélangle  font  égaux 
à ceux  du  parallélogramme , puifque  les  éléments  de  l’une  & de 
l’autre  figure,  comme  GH  & KL,  font  égaux  chacun  à la  bafe 
'commune  BC.  2°.  Le  nombre  des  éléments  eft  égal  dans  les  deux 
figures , parce  qu’elles  ont  même  hauteur.  La  vérité  de  cette  fécondé 
partie  paroît  encore  en  ce  que , fi  on  prolonge  tous  les  éléments  du  rec- 
tangle , ils  rempliftent  l’aire  ou  la  furface  du  parallélogramme , & par 
conféquent  il  y a aut£|fnt  d’éléments  dans  l’une  que  dans  l’autre  de 
ces  deux  figures  j donc  le  reétangle  6c  le  parallélogramme  font 
égaux  : ce  qu’il  falloir  démontrer. 

On  pourroit  peut-être  objeéter,  contre  cette  démonftration  , que 
le  parallélogramme  contient  plus  d’éléments  que  le  re^ngle , parce 
que , dans  le  parallélogramme  > il  y a autant  d’éléments  ou  de  lignés 
parallèles  à la  bafe  qu’il  y a de  points  dans  le  côté  EB  i 6c  de  même, 
il  y a autant  de  ces  éléments  dans  le  reétangle , qu’il  y a de  points 
dans  le  côté  AB.  Or , il  y a plus  de  points  dans  l’oblique  EB,  que 
dans  la  perpendiculaire  AB. 

Il  eft  vrai  que , fi  on  prend  des  points  égaux  dans  les  deux  lignes 
£B  & AB,  il  y en  a plus  dans  la  première  que  dans  la  fécondé; 
& par  conféquent , fi  on  conçoit  qu’il  y a des  éléments  tirés  de 
tous  ces  points,  il  y en  aura  plus  dans  le  parallélogramme  que 
dans  le  reétangle  ; mais  auftî , les  éléments  du  parallélogramme 
feront  moindres  en  largeur  que  ceux  du  reébangle  dans  la  même 
proportion  qu’ils  feront. en  plus  grand  nombre;  enforte  que,  s’il 
y a deux  fois  plus  d’éléments  dans  le  parallélogramme , ils  n’auront 
que  la  moitié  de  la  largeur  de  ceux  du  reétangle.  Cela  paroîtra 
clairement , fi  on  tire  des  parallèles  à la  bafe  qui  pafTent  au  travers 
du  reétangle  & du  parallélogramme  ; car , dans  cette  hypothefe> 
les  fnêmes  lignes  qui  fervent  d’éléments  aux  deux  figures , occupent> 
par  leur  largeur,  une  plus  grande  partie  du  côté  du  parallelo- 
, gramme  que  celui  du  reélan gle , à caufe  de  l’obliquité  du  premier 
côtés  6c  par  conféquent,  puifque  les  éléments  étant  fuppolés.. 
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égaux  en  largeur  dans  les  deux  figures,  ceux  du  parallélogramme  Fig.  591 
répondent  à de  plus  grands-  points  du  côté,  il  s’enfuit  que  , fi  on 
prend  dans  ce  côté  des  points  égaux  à ceux  du  côté  du  reétangle  , 

. & qu’on  conçoive  des  éléments  tirés  de  ces  points  dans  les  deux 
figures , ceux  du  parallélogramme  auront  moins  de  largeur  que  ceux 
du  reétangle. 

• » 

AvTEB  DéKONSTRATIOW. 

* 

Le  reélangle  & le  parallélogramme  ont  le  triangle  commun 
BOC  ; il  n’y  a donc  plus  qu’à  faire  voir  que  l’autre  partie  ABOD 
du  reé^angle  eft  égale  à la  partie  £OCF  du  parallélogramme,  ce 
que  je  démontre  ainfi  : Le  triangle  AB£  eft  égal  en  tout  au  ■ 
triangle  DGF  ; car,  1 la  perpendiculaire  AB  du  premier  eft  égale 
à la  perpendiculaire  DC  du  fécond,  puifque  ce  font  des  côtés 
oppofés  d’un  reélangle.  2^.  Les  deux  obliques  BE  & CF  font 
.aufli  égales  (43),  parce  que*  ce  font  des  côtés  oppofés  du  paral- 
lélogramme. 3°.  Les  lignes  AË  & DF  font  encore  égales,  car 
elles  ontmne  partie  commune,  favoir  DE  j & d’ailleurs,  les  deux 
autres  parties  A D & E F font  égales  entr’elles , puifqu’elles  font 
égales  chacune  à la  bafe  B G ; par  conféquent , les  trois  côtés  du 
premier  triangle  font  égaux  aux  trois  côtés  du  fécond  ; ainfi , les^ 
deux  triangles  font  égaux  en  tout  : donc , fi  on  retranche  la  partie 
commune  DOE , le  refte  ABOD  du  premier  triangle  fera  égal  au 
refte  EOGF  du  fécond  j mais  ces  reftes  font  les  deux  parties  du  . ; 
reétangle  & du  parallélogramme  qu’il  falloir  démontrer  égales  i 
par  conféquent  le  reâangle  eft  égal  au  parallélogramme  : ce  qu’il 
falloir  démontrer. 

Voici  une  difficulté  que  l’on  peut  propofer  contre  ce  Théorème 
fondamental , pour  prouver  que  le  parallélogramme  a plus  de  furfaces 
que  le  reétangle.  Les  côtés  du  parallélogramme,  étant  plus  grands 
que  ceux  du  reétangle , il  eft  certainement  plus  long  , & d’ailleurs  il 
a autant  de  largeur , puifqu’ils  ont  même  bafe  ^ par  conféquent , le 
premier  a une  plus  grande  furface  que  Pautre. 

J’avoue  que  lè  parallélogramme  eft  plus  long  que  te  reftangte , 
mais  aufil  il  a moins  de  largeur  ; car , la  largeur  fe  mefure  par  une 
perpendiculaire  entre  les  deux  côtés , & non  par  la  bafe , a moins- 
qu’elle  ne  foit  perpendiculaire  aux  côtés , comme  dans  le  reélangle. 

Or , il  eft  clair  que  la  perpendiculaire , tirée  entre  les  côtés  dit 
parallélogramme  , eft  moindre  que  la  bafe , puifque  cette  bafe  eft: 
oblique  par  rapport  à ces  côtés  du  parallélogramme»- 
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1 23  B-  On  a prouvé  que , fî  le  reifbngle  & le  paraUelogramme  ont 
même  bafe  êc  même  hauteur , ils  font  égaux.  On  peut  dire  auflt 
réciproquement  que , fi  le  reélangle  & le  parallélogramme  font  égaux 
en  furface  & qu’ils  aient  même  hauteur , ils  ont  même  bafe  ou  des 
bafes  égales  ; car , fi  le  parallélogramme  avoit  une  bafe  plus  grande 
ou  plus  petite  que  BC>  il  eft  évident  qu’il  ne  feroit  plus  égal  au 
reâangle.  Pareillement , fi  le  redlangle  & le  parallélogramme  font 
égaux  & qu’ils  aient  même  bafe , ils  ont  aulfi  même  hauteur  -,  car , 
fi  l’on  prolongeoit  ou  fi  l’on  diminuoit  la  hauteur  du  parallélogramme  y 
il  ne  feroit  plus  égal  au  reâangle  : ainfi  ^ de  ces  trois  conditions  d’uii 
re<^angle  de  d’un  parallélogramme  comparés  enfemble , avoir  même 
bafe , avoir  même  hauteur , fie  être  égaux  en  furface , deux  étant 
pofées-,  la  troifieme  s’enfuit  néceflairement. 

CoroxiairbI.  ' 

P 

1 24.  Deux  parallélogrammes  obliquangles  qui  ont  des  hauteurs 
égales , ou , ce  qui  efi  la  même  chofe , qui  font  entre  mêmes  paral- 
lèles & qui  ont  des  bafes  égales , font  égaux  en  furface.  C’efi  une 
Alite  néceflàire  du  Théorème , parce  que  chacun  de  ces  parallélo- 
grammes eil  égal  à un  reétangle  de  même  bafe  fie  de  même  hauteur. 
Par  la  même  raifon , fi  deux  parallélogrammes  font  égaux , fie  qu’ils 
aient  même  hauteur,  ils  ont  même  bafe  > de  fi,  étant  égaux,  ils  ont 
même  bafe',  ils  ont  aulfi  même  hauteur. 

125.  Avant  de  pafier  au  fécond  Corollaire,  il  faut  remarquer 
qu’un  triangle,  comme  ABD,  efi  la  moitié  d’un  parallélogramme  de 
même  bafe  fit  de  même  hauteur  j car , fi  on  fait  le  parallélogramme 
ABDC , dont  le  côté  AB  fie  la  bafe  BD  foient  deux  côtés  du  triangle  , 
il  eft  certain  que  le  troifieme  côté  AD  du  triangle  divife  le  parallélo- 
gramme en  deux  pmties  égales  (44) , parce  que  ce  côté  fert  de  dia- 
gonale ) par  conféquent , le  triangle  ABD  eft  la  moitié  du  parallélo- 
gramme ABDC,  qui  a même  bafe  fie  même  hauteur  que  le  triangle. 

COROLIAIRB  II. 

I2é*  Deux  triangles,  comme  ABD  fie  EGH,  qui  ont  des 
hauteurs  égales,  ou  qui  font  entre  mêmes  parallèles,  fie  qui  ont  aufii 
des  bafes.  égales , font  égaux  en  furface  ; car  , félon  la  remarque 
précédente , ces  triangles  font  moitiés  des  parallélogrammes  AD 
fit  £ H , qui  ont  même  hauteur  fie  même  bafe  que  les  triangles.  Or , 
nous  venons  de  dire,  dans  le  premier  Corollaire,  que  ces  parallé- 
logrammes font  égaux  'y  donc  leurs  mentiés  font  aulfi.  égales.. 
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Pareillement , fi  les  triangles  font  égaux  & qu’ils  aient  même 
hauteur , ils  auront  même  bafe } 6c  fi , étant  égaux , ils  ont  même 
fcafe , ils  ont  aulfî  même  haoiteur  : cela  efi  évident  'par  le  Corollaire 
précédent  6c  la  remarque  que  nrous  venons  de  faire. 

* CoROJ^LAiaS  111. 

’ 1 27.  Un  triangle , comme  CED,  qui  a même  bafe  qu’un  rig.  j*». 
parallélogramme  CB,  6c  qui  a une  hauteur  double  de  celle  dur 
parallélogramme , lui  eft  égal  en  furface  j car , fuppofons  un  autre 
parallélogramme  qui  air  même  bafe  & même  hadreur  que  le  triangle  > 
fi  efi  clair  que  le  triangle  6c  le  parallélogramme  C B ne  font  chacutr 
que  lâ  moitié  de  cet  autre  parallélogramme,  6c  par  conféquent  lÿ 
triangle  eft  égal  au  parallélogramme  C B., 

C O & O I.  1.  A 1 R B IV. 

128.  Un  triangle , comme  CAE,  qui  a même  hauteur  qu’un  rtg. 
parallélogramme , tel  que  AD,  6c  qui  a une  bafe  double  , lui  eft 
égal  en  furface.  Cela  fe  démontre  de  la  même  maniéré  que  le 
Corollaire  précédent. 

12^  B.  On  tire  de  ces  deux  derniers  Corollaires  une  méthode 
facile  de  faire  un  parallélogramme  égal  en  furface  à un  triangle 
donné  : il  n’y  a qu’à  conftruire  un  parallélogramme  qui  ait  même 
bafe  que  le  triangle  6c  la  moitié  de  fa  hauteur,  ou  qui  ait  même 
hauteur  que  le  triangle  6c  la  moitié  de  fa  bafe;  11  eft  vifible  qu’on 
peut  conftruire  ce  parallélogramme  avec  quel  angle,  on  voudra  fur 
la  bafe , parce  que  cous  les  parallélogrammes  de  même  bafe  Sc  de 
même  hauteur  for.*:  égaux.  ^ 

ThéoràiibII.  , 

I ï5>.  Un  trape^e , comme  hQ D B , dont  les  deux  c6te!s  AB* CD Fi«.  5^ 
Jtnt  jraralieles -,  ejï  égal  à'  un- parallélogramme  de  meme' hauteur , 
qui  a pour  bafe  une  ligne  moyenne  proportionnelle  arithmdtîqug 
entre  les  deux  cotés  parallèles. 

Prenez  CK  égale  à AB,  6c  divifer  le-refte  RD  en  déuxpartier. 
égales  au  point  P j tirez’  enfuite  la’  ligne  PE  parallèle  au’  côté  AC^ 

■vous  aurez  le  parallélogramme  ACPE  ou  AP , qui  a la  même  hauteur* 
que  le  trapeze,  6c  dont  la  baie  GP  eft  moyenne  proportionnelle^ 
arithmétique  entre  AB  ou  CR  6c  CD,  puifque  CK  eft  autant 
furpalfé  par  C P que  C P l’eft  par  C Dl  H s’agit  donc  de  démontrer 
que  ce  parallélogramme  AP  eft  égal  en  furfitct  au  ' trapeze.- 


ia8  ÉLÉMENTS  DE  GÉOMÉTRIE. 

¥ • 

m 

Démonstkatiok. 

« 

■ 

Le  pentagone  ACPHB  eft  commun  au  parallélogramme  & au 
trapeze  ; par  conféquent , fi  le  triangle  B H È , qui  eft  le  xefte  du 
parallélogramme , eft  égal  au  triangle  D H P , refte  du  trapeze  , ces 
deux  figures  ont  des  furfaces  égales.  0r , les  deux  triangles  B H E 
& DH  P font  égaux  : car,  i l’angle  B eft  égal  à l’angle  D , parce 
qu’ils  font  alternes  entre  parallèles.  2®.  Les  angles  E & P de  ces 
deux  triangles  font  aufti  égaux  par  la  même  raifon.  3 Les  côtés  B E 
& D P , fur  lefquels  ces  angles  font  formés , font  encore  égaux  ; car  , 
les  deux  lignes  AE  & C P font  égales , puifque  ce  font  des  côtés 
oppofés  du  parallélogramme  (43)  : d’ailleurs , les  deux  parties  AB 
& CK  de  ces  côtés  font  égales  par  l’hypothefe}  donc  les  deux  auâes 
parties  BE  & KP  font  auflî  égales.  Or , DP  eft  encore  égal  à KP  par 
l’hypothefe  ; donc  les  côtés  B E & D P des  deux  triangles  B H E 
& P H P font  égaux  : ainfi , les  deux  triangles  font  égaux  (27)  ; 
par  conféquent  le  parallélogramme  eft  égal  au  trapeze  : ce  qu’il 
^Uoit  démontrer. 


TirioRBMB  III. 

f 

130.  La.  JîirJace  d*un  cercle  ejl  égale  a la  Jurface  d*un  triangle 
rectangle  qui  a -pour  hauteur  le  rayon  , 6*  pour  hafe  une  ligne  droite 

égale  à la  circonférence. 

% 

Dêmohstration. 

t 

. Soit  le  cercle  de  la  figure  55^  & le  triangle  feûangle  CAB, 
P 55.  ^ pour  hauteur  le  rayon  CA,  & pour  bafe  la  ligne  droite  AB' 

égale  a la  circonférence.  Pour  démontrer  que  le  cercle  eft  égal  au 
triangle,  il  faut  concevoir  que  l’un  & l’autre  eft  partagé  en  fes 
. élénaents,-  & faire  voir , i®.  qu’il  y a autant  d’éléments  dans  le  cercle 
que  .dans  le  triangle.  2®.  Que  les  éléments  du  cercle  font  égaux  aux 
éléments  correfpondants  du  triangle. 

Premièrement  > il  y a autant  d’éléments  dans  le  cercle  qu’il  y en 
a dans  le  triangle  ; car , les  éléments  du  cercle  font  des  circonférences 
concentriques , Sc  les  éléments  du  triangle  font  les  lignes  parallèles, 
à la  bafe.  Or , il  y a autant  de  circonférences  concentriques  dans  le 
cercle , que  de  lignes  parallèles  à la  bafe  dans  le  triangle , puifque  le. 
nombre  en  eft  mefuré  de  part  & d’autre  par  la  ligne  CÂ , qui  eft  en 
même  temps  rayon  du  cercle  6c  hauteur  du  triangle. 

En  fécond  lieu,  chaque  circonférence,  comme  ad»  eft  égale  à 

la 


I 
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fa  bafe  correfpondante  ab  du  triangle  : car,  les  circonférences  étant  f»g:-  si* 
entr’elles  comme  les  rayons,  on  a cette  proportion;  la  grande  cir- 
conférence AD  eft  à la  petite  ad  : : CA . ca.  : de  même , à caufe  des 
triangles  femblables  CAB , cab , on  a encore  la  proportion  AB . aé  : : 

CA  . c<i  i ainfî , puifque  la  raifon  de  AD  à ad  y & celle  de  AB  ^ ab, 
font  égales  chacune  à une  troifîeme , favoir  à celle  de  CA  kca,  il 
faut  qu’elles  foient  égales  entr’elles.  On  a donc  encore  la  proportion  ' ‘ 

At)  .ad::  AB  . ab  y 8c  alternando , AD . AB  : : ad . ab.  Or  , dans 
cette  derniere  proportion  , l’antécédent  & le  conféquent  de  la 
première  raifon  font  égaux  par  l’hypothefe , puifque  l’on  fuppofe 
que  la  bafe  du  triangle  eft  égale  à la  circonférence  du  cercle  ; 
par  conféquent , les  deux  termes  ad  8c  ab  de  la  fécondé  raifon  font 
auftî  égaux  (Liv.  I,  Art.  162).  On  peut  démontrer  de  la  même 
maniéré  que  chaque  circonférence  eft  égale  à la  bafe  correfpondante 
du  triangle  ; ainfi , les  éléments  du  cercle  font  égaux  aux  éléments 
correfpondants  du  triangle  : d’ailleurs , le  nombre  des  éléments  eft 
égal  de  part  & d’autre  ; par  conféquent , le  cercle  eft  égal  au 
triangle  : ce  qu’il  falloir  démontrer. 

CoROXlAIEB. 

151.  Un  feéleur  de  cercle , comme  CAD , eft  égal  au  triangle  Fîg.  sA 
reâangle  CAB , qui  a pour  hauteur  le  rayon  CA , & pour  bafe 
fine  ligne  droite  égale  à l’arc  du  feâeur.  Cela  fe  démontre  de  la 
même. maniéré  que  le  Théorème,  en  faifant  voir  qu’il  y a autant 
d’éléments  dans  la  feéteur  que  dans  le  triangle , 8c  que  les  éléments 
correfpondants  dans  les  deux  figures  font  égaux. 

132.  Un  triangle  reélangle  eft  égal  à tout  autre  triangle  de  même 
bafe  & de.  même  hauteur  (126);  & par  conféquent , on  peut  dire 
généralement  qu’un  cercle  eft  égal  en  furface  à un  triangle  queU 
conque  qui* a pour  hauteur,  le  rayon  du  cercle,  8c  pour  bafe  une 
ligne  droite  égale  à la  circonférence  : de  même  , on  peut  dire  ea 
général  qu’un  feâeur  de  cercle  eft  égal  à un  triangle  quelconque , 
qui  a pour  hauteur  le  rayon  du  feâeur , 8c  pour  bafe  une  ligiie  droite 
égale  à l’arc  de  ce  feâeür. 

1^2  B.  On  voit  par-là  que , fi  un  triangle  a une  hauteur  égàle  aù 
rayon  d’un  cercle , & une  bafe  égale  à la  ck conférence , ces  deux 
figures  font  égales.  On  peut  dire  auftique , fi  le-  triangle  eft  égal  au 
cercle , & qu’il  ait  pour  hauteur  le  rayon , fa  bafe  fera  égale  à là 
circonférence  ; car , puifque  la  hauteur  étatit  égale  au'  rayon  8c  1^ 
bafe  à la  circonférence  , le  triangle  eft  égal  au  cercle  , U eft  clair  que 
JL  FartU,  t 
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la  hauteur  étant  toujours  égale  au  rayon , fi  la  bafe  étoit  plus  grande 
ou  plus  petite  que  la  circonférence , il  ne  feroit  plus  égal  au  cercle  : 
de  même , fî  le  triangle  eil  égal  au  cercle , & qu’il  ait  pour  bafe  la 
circonférence , fa  hauteur  fera  égale  au  rayon  du  cercle.  11  faut 
entendre  la  même  chofe  du  feâeur  de  cercle,  comparé  avec  le 
triangle. 

Fig-»}.  I ^2  C.  Si  dans  un  parallélogramme  on  tire  deux  lignes,  comme 
EF , GH,  qui  fe  coupent  au  même  point  1 de  la  diagonale , & qui 
foient  parallèles  aux  côtés  du  parallélogramme , elles  formeront 
quatre  nouveaux  parallélogrammes,  dont  les  deux  IB,  IC,  par 
lefquels  la  diagonale  ne  paffe  pas , font  appellés  les  compUinmts  du 
premier  parallélogramme. 

THioKEME  IV. 

152 U.  Les  compléments  d’un  parallélogramme  font  égaux ^ 
IB,  par  exemple,  eft  égal  à IC. 

D^monstbx.tioh. 

Les  deux  triangles  ABD,  A CD  font  égaux  à caufe  de  la  diago* 
nale  AD  j donc , fi  on  retranche  des  parties  égales , les  relies  feront 
- égaux.  Or,  les  deux  triangles  AGI  & AEI , formés  par  la  diagonale 
AI , font  égaux  (44).  Pareillement,  les  deux  autres  triangles  IFD, 
1 HD,  font  égaux;  donc  les  deux  compléments  IB  6c  IÇ,  qui  refirent 
en  retranchant  les  quatre  derniers  triangles  des  deux  premiers  , font 
égaux  ; ce  qu’il  falloit  démontrer.  • 

TnioKEMB  y. 

Fîg.  2*.  • 1 3 2 E.  Toute  Vigne  » comme  KL,  qui  pajjfè  par  le  centre  M d*uit 
parallélogramme  y c*e/l~à-dire  , par  le  milieu  de  la  diagonale  KD  y, 
•coupe  le  parallélogramme  en  deux  parties  égales  , favoir  » ABLK 

& CDLK. 

DittONSTBATION. 

Les  deux  quadrilatères  ABLK  6c  CDLK  font  compofés  chacuti 
de  deux  parties,  favoir,  le  preaoier  de  A ML  B 6c  AKM,  6c  le 
fécond  de  DMKC  6c  DLM.  Or,  les  parties,  du  premier  font 
égales  à celles  du  fécond  : car , i les  deux  triangles  AKM  6c  DLM 
font  égaux , puifque  les  angles  du  premier  font  égaux  à ceux  di& 
fécond  refpeÂivement , 6c  que  le  côté  AM  efi  fuppofé  égal  au 
c$té  DM  d’ailleurs ies  triangles  ABP ^ ACP  font  aufli  ^aux.» 
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étant  formés  par  la  diagonale  j donc , (î  de  ces  deu:s  triangles  on 
retranche  les  deux  premiers , lés  reftes  feront  égaux.  Or , ces  relies 
font  AMLB  & DMKC:  ainfî , ces  deux  parties  font  égales  auffi 
bien  que  les  deux  autres  AKM,  DLM;  donc  les  quadrilatères 
AB LK,  CD LK  font  égaux.  * 

1 5 2 jP.  11  paroît  par-là  que , de  quelque  point  qu’une  ligne  droite 
qui  traverfe  un  parallélogramme  foit  tirée , elle  le  coupe  toujours  en 
deux  parties  égales , pourvu  qu’elle  paffe  par  le  milieu  de  la  diago- 
nale. Or , ce  point  du  milieu  peut  fe  trouver  aifément  en  menant 
une  autre  diagonale  ; car  BC , par  exemple , coupe  AD  en  deux 
également,  puifque  le  triangle  AM  B eft  égal  en  tout  à l’autre 
DMC  (»/).  Par  la  même  raifon,  la  diagonale  AD  coupe  l’autre 
en  deux  parties  égales. 

Probxbmib  I. 

1 3 J . U^ne  figure  recliligne  , comme  ABCDE , étant  donnée , en  Fij.  s7j 
fiaire  une  autre  qui  lui  /oit  égale  & qui  ait  un  côté  de  moins. 

Du  point  A , tirez  la  ligne  AC  qui  retranche  le  tnangte  ABC  ; 
enfuite  du  point  B,  tirez  la  ligne  BF  parallèle  à la  ligne  AC;  enfin , 
prolongez  le  côté  DC  jufqu’à  la  rencontre  de  la  ligne  BF.  Je  dis 
que  , fi  du  point  A vous  menez  la  ligne  AF  au  point  oh  le  côté  DC 
rencontre  la  parallèle  BF  „ on  aura  le  quadrilatère  AFDE  égal  au 
pentagone  donné  ABCDE.  En  voici  la  démonftration. 

La  furface  AEDC  efi  commune  au  qi^drilatere  au  pentagone  % 

il  n’y  a donc  qu’à  faire  voir  que  le  triangle  AFC,  qui  eft  le  refte  du 
quadrilatère , eft  égal  au  triangle  ABC , refte  du  pentagone.  Or , ces 
deux  triangles  font  égaux  (126),  puifqu’ils  ont  la  même^afe, 
favoir  AC,  & qu’ils  font  entre  les  mêmes  parallèles  BF  ôc  AC. 

On  pourroit,  par  la  même  méthode,  réduire  le  quadrilatère 
AFPE  en  un  triangle  égal  en  furface.  Pour  cela , il  faudroit  mener 
une  ligne  du  point  A au  point  D , enfiiitè  tirer,  par  le  point  £,  une  ; 
parallèle  à la  ligne  AD , ôt  prolonger  CD  jufqu’à  la  rencontre  de 
cette  parallèle  ; enfin , tirer  la  ligne  AG,  & on  auroit  le  triangle  GFA 
égal  au  quadrilatère  AFDE , comme  il  parois  en  faifant  l’application 
de  la  démordlration  qui  précédé.  ' 

1 34. 11  fuit  de-là  que  tout  polygone  peutfe  réduire  en  un  triangle  : 
d’ailleurs,  nous  donnerons  la  méthode  de  faire  un  quarré  égal  à 
triangle  ; par  conféquent,  toute  furface  reétiligne  peut  fe 
réduire  en  quarré  : c’eft  ce  qu’on  appelle  la  quadrature  des  furfaces 
reûilignes. 


\ 
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PaOBXB.MB  IL 

Faire  un  triangle  e'gal  à la  fomme  de  pU^ieurs  autres  qui 
ont  tous  la  même  hauteur. 

61.  Tirez  une  ligne  indéfinie  BZ,  fur  laquelle  prenez  la  partie  BÇ 
égale  à la  fomme  des  bafes  de  tous  les  triangles  donnés  j enfuite , 
tirez  fur  BC  la  perpendiculaire  AD  égale  à la  hauteur  d’un  de  ces 
triangles  ; enfin  , menez  les  lignes  AB  6c  AC  fur  la  bafe  BC , vous 
' aurez  le  triangle  BAC  égal  à la  fpmme  de  tous  les  triangles 
donnés  j car , fi  on  divife  la  bafe  BC  en  des  parties  égales  aux  bafes 
des  triangles  donnés , 6c  que  du  fommet  A on  tire  des  lignes  aux 
points  de  divifion , on  aura  des  triangles  égaux  aux  triangles 
donnés , puifqu’ils  auront  même  bafe  (6c  même  hauteur  que  ces 
triangles  donnés. 

DE  LA  MESURE  DES  SURFACES  PLANES. 

135.  Les  mefures  des  fuperficies  font  d’autres  petites  fuper- 
ficies  cohnues  6c  déterminées , comme  le  pied  quarré , la  toife 
quarrée , 6cc. 

136.  On  entend , par  un  pied  quarré^  une  furface  quarrée  dont 
les  quatre  côtés  font  chacun  égaux  à un  pied  en  longueur;  telle 
feroit  la  figure  69 , fi  chacun  des  côtés  avoit  un  pied  en  longueur  : 
de  même  un  quarré,  dont  chaque  côté  eft  égal  à tme  toife  en 
longueur  , ell  appellé  toife  quarrée  , 6cc. 

T H i O B B MB  L 

- 1 37.  La  Jlaface  d*un  reBangle  ejl  égale  au  prodiùt  de  fa  hauteur 

par  fi  bafe  ^ ou  de  fa  bafe  par  fa  hauteur, 

DiMOMSTBATION. 

58.  Soit  le  reétangle  AC , dont  le  côté  AB  contienne  3 toifes , 6c  la 
bafe  BC  en  contienne  4.  Si  on  multiplie  3 par  4,  le  produit  fera  1 2: 
il  faut  donc  faire  voir  que  la  furface  de  ce  reétangle  contient  1 2 
toifes  quarrées  ; pour  cela,  il  faut  divifer  le  côté  du  reâangle  en 
trois  toifes  6c  fa  bafe  en  quatre;  enfuite,  par  les  points  de.divifion 
du  côté  AB,  tirez  des  parallèles  à la  bafe,  6c  par  les  points  de  la 
bafe  , tirez  des  parallèles  aux  côtés  ; toutes  ces  parallèles  formeront 
des  toifes  quarrées  difpofées  en  rangs  parallèles  à la^  bafe,  dont 
chacun  contiendra  autant  de  toifes  quarrées  qu’il  y a de  toifes  en 
longueur  dans  la  bafe , c’eft-à-dire  4 > mais  « d’ailleurs  i il  y aura 
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autant  de  ces  rangs  de  toifes  quarrées  qu’il  y a de  toifes  en  longueur 
dans  le  côté  du  redangle , c’eft-à-dire  3 ; donc  la  Tomme  des  toifes 
quarrées  du  reâangle  eft  égale  à 3 fois  4 , qui  eR  le  produit  du 
nombre  des  toifes  de  la  baie  par  le  nombre  des  toifes  du  côté  ; 
ce  qu’il  falloir  démontrer. 

Coroilairb'  I. 

138.  La  furface  d’un  parallélogramme  eft  égale  au  produit  de  fa 
bafe  par  fa  hauteur;  car,  tout  parallélogramme  eft  égal  à un  reâan> 
gle  de  même  bafe  & de  même  hauteur.  Or , on  vient  de  démontrer 
que,  pour  avoir  la  fuperiicie  d’un  reétangle,  il  falloir  multiplier  fa 
bafe  par  fa  hauteur  ; par  conféquent , pour  avoir  la  furface  d’un 
parallélogramme , il  faut  aulïï  multiplier  fa  bafe  par  fa  hauteur. 

139.  Remarquez  que,  dans  un  parallélogramme  qui  n’eR  pas 
re<Rangle , la  hauteur  eR  différente  du  côté  qui  fait  un  angle  avec 
la  bafe , parce  que  cette  hauteur  fe  prend  de  la  perpendiculaire  tirée 
entre  les  deux  bafes  ; mais , lorfque  le  parallélogramme  eR  reétangle , 
alors  le  côté  étant  perpendiculaire  aux  bafes , il  mefure  la  hauteur 
du  parallélogramme. 

C0R01.XAIRB  II. 

1 40.  La  furface  d’qn  triangle  eR  égale  au  produit  de  fa  bafe  par 
la  moitié  de  fa  hauteur,  ou  au  produit  de  fa  hauteur  par  la  moitié» 
de  fa  bafe.  C’eR  une  fuite  néceflaire  des  Corollaires , dans  lefquels 
on  a démontré  ( 1 27  & 128)  que  le  triangle  eR  égal  au  parallelo* 
gramme , qui  a même  bafe  6c  la  moitié  de  la  hauteur  du  triangle , 
ou  bien  à un  parallélogramme  qui  a même  hauteur  que  le  triangle 
& la  moitié  de  fa  bafe. 

On  peut  encore  dire  que  la  furface  du  triangle  eR  égale  à la  moitié 
du  produit  de  fa  bafe  par  fa  hauteur.  Cela  revient  au  même  que  ce 
que  nous  venons  de  dire  dans  le  Corollaire. 

1 4 1 . Remarquez  que , lorfque  le  triangle  eR  reâangle , comme  Fig. 
ABD , on  peut  prendre  BD , qui  eR  un  des  côtés  de  l’angle  droit , 
pour  la  bafe , auquel  cas  l’autre  côté  AB  du  même  angle  eR  la  hau- 
teur du  triangle,  parce  que  ce  côté  eR  perpendiculaire  à la  bafe  ; C’eR 
pourquoi , afin  d’avoir  la  furface  d’un  triangle  reélangle , il  faut 
multiplier  un  des  côtés  de  l’angle  droit  par  la  moitié  de  l’autre  côté , 

ôc  le  produit  donne  la  furface  du  triangle  , ou  bien  il  faut  multiplier 
im  de  ces  côtés  par  l’autre , & prendre  la  moitié  du  produit. 
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Coaori.AiHB  IIL  T 

142.  L’aire  ou  la  Tuperfide  du  cercle  eR  égale  au  produis  du 
rayon  par  la  moitié  de  la  circonférence  du  cercle , ou  de  la  cirqBi^ 
rence  par  la  moitié  du  rayon  j car  on  démontre  0 3 ^ue  le 
eR  égal  au  triangle  qui  4 pour  hauteur  le  rayon , & pour  ba^Rne 
ligne  droite  égale  à la  circonférence.  Or,  ce  triangle  eR  éJil  au 
produit  de  fa  hauteur , qui  eR  le  rayon  par  la  moidé  de  iv  bafe , 
c’eR  à-dire,  par  la  moitié  de  la  circonférence  j donc  le  COTcle  eR 
auHl  égal  au  produit  du  rayon  par  la  moitié  de  la  circonfér^ce. 

On  démontrera  de  la  même  maniéré  que  l’aire  d’un  ^fteur  de 
cercle  eR  égale  au  produit  du  rayon  par  la  moidé  de  l’arp'du  Teneur, 
ou  de  l’arc  par  la  moitié  du  rayon.  ^ 

Corollaire  IV. 

54<  143.  La  furface  d’un  trapeze,  qui  a deux  côtés  parallèles,  eR 

égale  au  produit  de  fa  hauteur  par  une  moyenne  proportionnelle 
arithmétique  entre  les  deux  côtés  parallèles.  Cela  fuit  du  Théo- 
rème «(■>9),  dans  lequel  on  a démontré  que  le  trapeze , qui  a 
deux  côtés  parallèles , eR  égal  à un  parallélogramme  de  même 
hauteur , 6c  dont  la  bafe  eR  moyenne  propordonnelle  arithmétique 
entre  ces  deux  côtés  parallèles. 

* 

TnioREMBlL 

144.  Une  figure  circonfi:rite  à un  cercle  ejl  e'gale  au  produit  du 
rayon  du  cercle  par  la  moitié  du  périmètre  de  la  figure. 

m 

DiMONSTRATlOM. 

S9.  Soit  le  polygone  circonfcrit  A B C D E : il  faut  faire  voir  qu’il 
eR  égal  au  produit  du  rayon  F G du  cercle  par  la  moidé  du  ^ri- 
inetre.  Pour  cela,  tirez  du  centre  F des  lignes,  comme  FA,  FB,6cc. 
aux  angles  du  polygone  ^ il  eR  évident  que  ces  lignes  diviferont  le 
.•  polygone  en  autant  de  triangles  qu’il  y a de  côtés  : d’ailleurs , ces 
triangles  auront  une  hauteur  égale,  favoir  un  rayon,  comme 
F G , tiré  au  point  de  contingence , parce  que  tout  rayon  tiré  au 
point  de  contingence  eR  perpendiculaire  à la  tang;;nte  ( Liv.  I , 
arc.  115).  Or,  chacun  des  triangles , comme  DFC,  eR  égal  au 
produit  de  la  moitié  du  côté  DC  qui  eR  la  bafe,  par  le  rayon  ]^G 
qui  eR  la  hauteur;  donc  la  fomme  des  triangles,  ou  le  polygone 
drconférit , eR  égal  au  produit  dç  la  moitié  de  tous  les  côtés  « 
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^eft-^-dire , de  la  moitié  du  périmètre  par  le  rayoïr  du  cercle  : ce 
qu’il  falloir  démontrer. 

On  peut  dire  aufli  qu’un  polygone  circonfcrit  à un  cercle  eft  égal 
au  produit  du  périmètre  entier  par  la  moitié  du>  rayon , ou  bien  à la 
moitié  du  produit  du  périmètre  par  le  rayon  entier.  Il  eft  évident  que 
tout  cela  revient  à la  même  chofe  que  l’énoncé  du  Théorème. 

Corollaire  I. 

145.  Tout  polygone  régulier  eft  égal  au  produit  du  rayon  droit 
par  la  moitié  du  périmètre.  Ce  Corollaire  n’eft  qu’une  application 
du  Théorème , parce  qu’on  peut  toujours  regarder  un  polygone 
régulier  comme  circonfcrit  à un  cercle  dont  le  rayon  feroit  égal  au 
rayon  droit  du  polygone  (77)- 

Corollaire  II. 

146.  La  fuperficie  du  cetcle  eft  égale  au  produit  du  rayon  par  la 
moitié  de  la  circonférence.  C’eft  une  fuite  du  Corollaire  précédent , 
puifque  le  cercle  eft  un  polygone  régulier  dont  les  côtés  font 
infiniment  petits.  Nous  avons  déjà  démontré  la  même  propofition 
dans  le  troifieme  Corollaire  du  premier  Théorème  (142). 

1 47.  Remarquez  que  toute  figure  reétiligne , comme  A , pouvant 
être  réduite  en  triangles^  on  aura  la  mefure  de  l’aire  de  cette  figure, 
fi  on  prend  celle  de  tous  les  triangles. 

1 47  B.  On  peut  appliquer  ce  fécond  Théorème  à tous  les  triangles 
ireôilignes  : pour  le  prouver , il  n’y  a qu’à  faire  voir  qu’on  peut  inf- 
crire  un  cercle  dans  tout  triangle.  En  voici  la  démonftration  : Que 
l’on  divife  deux  angles  comme  B & D du  triangle  BAD , chacun  en  pig. 
deux  parties  égales, par  les  lignes  BC  & DC  prolongées  jufqu’à  ce 
qu’elles  fe  rencontrent , le  point  de  concours  C eft  le  centre  du  cercle 
inferit  : car,  que  du  point  C on  tire  les  perpendiculaires  CE , CF , CG, 
je  prouve  qu’elles  font  égales’ j les  deux  triangles  reélangles  CGB-, 
CEB  ont  le  côté  CB  commun.  D’ailleurs , l’angle  CBG  du  premier 
eft'  égal  à l’angle  CBE  du  fécond , parce  que  l’angle  B eft  fuppofé 
divilé  en  deux  également  par  la  ligne  BC;  par  conféquent,  les  deux 
triangles  font  égaux  en  tout  : donc  les  côtés  CG  & CE  font  égaux. 
On  prouvera  de  même  que  les  côtés  CG  & CF  font  égaux  entr’eux 
à caufe  des  triangles  reélangles  CGD,  CFD,  qui  font  auflî  égaux 
en  tout  ; par  conféquent , fi  du  poirit  C , comme  centre , & de  l’inter- 
valle d’une  des  trois  perpendiculaires , on  décrit  une  circonférence ,, 
elle  fera  inferite  au  triangle  : donc  la  fur&ce  d’un  triangle  eft  égale 
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fig.  T^  au  produit  d*une  perpendiculaire  tirée  du  centre  fur  un  des  côtés 
par  la  moitié  du  périmètre  du  triangle. 

147C.  Une  ligne  menée  du  point  A au  centre  G du  triangle, 
c*eft-à-dire,  au  point  de  concours  des  lignes  BC  & DG,  divife 
Tangle  A en  deux  également;  car,  les  deux  triangles  reÂangles 
CEA , CFA , ayant  les  côtés  Cp  & CF  égaiix , & Fhypoténufe  CA 
commune , ils  font  égaux  en  tout  ; par  conféquent , les  angles  CAE 
& CAF  font  égaux.  Il  fuit  de  là  que , li  une  ligne  divife  Fangle  A 
en  deux  parties  égales , elle  palTera  au  point  de  concours  des 
lignes  BC  & DC  ; car , cette  ligne  ne  peut  être  différente  de  AC, 
tirée  du  point  A au  point  de  concours,  parce  que  cette  derniere 
ligne  coupe  l’angle  A en  deux  également.  Il  paroît  donc  que , fî  on 
tire  des  trois  fommets  d’un  triangle  des  lignes  qui  partagent  en 
deux  également  chacun  des  angles,  elles .fe  rencontreront  en  un 
même  point  dans  le  triangle , favoir  au  centre. 

1 47  Z>.  11  eft  clair , par  ce  que  nous  avons  dit , que  les  lignes  AE 
& AF  font  égales  à caufe  des  triangles  CEA , CFA  qui  font  égaux 
en  tout.  Par  une  raifon  femblable , lesdignes  BE  & BG  font  égales  : 
enfin , DG  & DF  font  aufU  égales.  11  fuit  de-là  que  la  bafe  BD  de 
l’angle  A , plus  la  partie  AE  d’un  côté  de  cet  angle , contiennent  la 
moitié  du  périmètre  du  triangle , parce  que  le  refte  du  périmètre 
eff  égal  à BD,  plus  A£,  favoir  BË  à BG,  DF  à DG,  & enfin 
AF  à AE.  Pareillement , la  bafe  AD  de  l’angle  B , plus  la  partie  BG 
ou  BE  d’un  côté  de  cet  angle , font  aufll  la  moitié  du  périmètre  : 
onfin  la  bafe  AB  de  l’angle  D , p^us  la  partie  DF  ou  DG  d’un  côté 
de  cet  angle , font  encore  la  moitié  du  même  périmètre. 

I47£‘.  On  déduira  de  l’article  précédent  que  la  partie  d’un 
côté  d’un  angle,  prife  du  fommet  jufqu’au  point  de  contingence, 
comme  AE  ou  AF,  eft  la  différence  ou  l’excès  de  la  moitié  du 
périmètre  fur  la  bafe  de  l’angle  ; car , puifque  k moitié  du  périmètre 
eft  égaie  à BD-)-AE  ou  AF,  il  s’enfuit  que  le  demi-périmetre 
furpafiè  la  bafe  BD  de  la  quantité  AE  ou  AF.  Pareillement , BG 
ou  BE  eft  la  différence  du  demi-périmetre  à la  bafe  AD  : enfin , DF 
ou  DG  eff  la  différence  du  demi-périmetre  au  côté  AB. 

On  peut  dire , pour  abréger , que  AE  ou  AF  eff  la  différence  de 
BD , que  BG  ou  BE  eff  la  différence  de  AD , & que  DG  ou  DF 
eff  la  différence  de  AB;  on  fous- entend  au  demi-périmetre. 

1 47  F.  On  vient  de  voir  que  BG  eft  la  différence  de  AD , 6c  que 
DG  eft  la  différence  de  AB  ; ainfî , les  deux  parties  du  côté  BD 
Lpnt  les  différences  des  deux  autres  côtés , enforte  que  .chaque 

partie 
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partie  éft  la  différence  du  côté  oppofé , c‘’eft  à-dire , que  BG  eft  la  Fig, 
différence  du  côté  oppofé  AD , & non  pas  du  côté  adjacent  AB. 
Pareillement , les  deux  par«es  du  côté  AD  font  les  différences  des 
deux  côtés  AB  & BD;  enfin,  les  deux  parties  de  AB  font  les 
différences  des  deux  côtés  AD  & BD. 

Nous  avons  ajouté  ces  trois  ou  quatre  derniers  articles  pour  en 
faire  ufage  dans  la  Trigonométrie. 

PeobxbmbI. 

148.  Faire  un  quarré  égal  à un  parallélogramme  donne'. 

Soit  nommé  A la  hauteur  du  parallélogramme  & B fa  bafe. 
Pour  avoir  un  quarré  égal  à ce  parallélogramme , il  faut  chercher 
( Liv.  I , art.  172)  une  moyenne  proportionnelle  M entre  la  hauteur 
& la  bafe  du  parallélogramme , le  quarré  de  cette  moyenne  propor- 
tionnelle eft  égal  au  parallélogramme  ; car , par  l’hypothefe  A . M : : 

M . B ; donc  le  produit  des  extrêmes  eft  égal  au  produit  des 
moyens.  Or,  le  produit  des  extrêmes  A & B eft  le  parallélogramme, 
puifque  , pour  avoir  Paire  du  parallélogramme,  il  faut  multiplier  la 
hauteur  par  la  bafe , & le  produit  des  moyens  eft  le  quarré  de  la 
moyenne  proportionnelle  M ; donc  le  quarré  de  la  moyenne  pro- 
portionnelle eft  égal  au  parallélogramme. 

Si  le  parallélogramme  eft  reftangle , il  faut  prendre  une  moyenne 
proportionnelle  entre  le  côté  & la  bafe  du  reâangle,  parce  que 
pour  lors  la  hauteur  eft  égale  au  côté. 

Problbmb  II. 

» 

149.  Faire  un  quarré  e'gal  en  Jurface  a un  triangle. 

Cherchez  une  moyenne  proportionnelle  entre  la  hauteur  & la 

moitié  de  la  bafe , ou  entre  la  bafe  ôc  la  moitié  de  la  hauteur  , le 
quarré  de  cette  moyenne  proportionnelle  fera  égal  en  furface  au 
triangle  ; car,  nommant  la  hauteur  du  triangle  aa,  fa  bafe  aé,  8c 
la  moyenne  proportionnelle  ;n,  on  aura , par  Thypothefe , 2<i . m : : 

. é , ou  bien  ^a  .m\\  m . 7.h  ; par  conféquent  mm'==.  zah  ^ c’eft*à- 
dire , que  le  produit  des  moyens  eft  égal  au  produit  des  extrêmes. 

Or , ce  produit  mm  eft  le  quarré  de  la  moyenne  proportionnelle  : 
d’ailleurs , ^ah  repréfente  la  furface  du  triangle , puifqu’elle  eft 
égale  au  produit  de  la  hauteur  multipliée  par  la  moitié  de  la  bafe , 
ou  de  la  bafe  multipliée  par  la  moitié  de  la  hauteur  ; donc  le  quarré 
eft  égal  au  triangle. 

Si  le  triangle  eft  reftangle,  & qu’on  prenne  un  , des  côtés  de 

Il  FartU.  i 
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Fi».  71.  l’angle  droit  pour  bafe,  l’autre  côté  de  cet  angle  fera  la  hauteur, 
parce  qu’il  eft  perpendiculaire  à la  bafe  : il  faudra  donc  chercher  une 
moyenne  proportionnelle  entre  un  de  ces  côtés  ôc  la  moitié  de  l’autre. 

Probxbwb  III. 

1 49  B.  Faire  un  quart é égal  à un  polygone  régulier  ^ ou  meme  à 
un  polygone  irrégulier  circonjcrit  à un  cercle. 

Cherchez  une  moyenne  proportionnelle  entre  le  rayon  droit  & 
la  moitié  du  périmètre , le  quarré  de  cette  moyenne  proportionnelle 
fera  égal  au  polygone  j car,  le  polygone  eft  égal  à la  fomme  des 
triangles  qui  ont  pour  hauteur  le  rayon  droit,  & pour  bafe  chacun 
un  côté  du  polygone.  Or , la  fommë  de  ces  triangles  eft  égale  à un 
feul  triangle  total  de  même  hauteur  qui  auroit  une  bafe  égale  à 
toutes  les  bafes  des  triangles  partiels;  par  conféquent,  le  polygone 
eft  égal  à ce  triangle  total  : d’ailleurs , le  quarré  de  la  moyenne 
proportionnelle  cherchée  eft  égal  au  triangle  total , comme  il  paroît 
par  le  Problème  précédent  ; il  eft  donc  aufli  égal  au  polygone.  Si  on 
veut  opérer  fur  le  terrein , il  faut  fe  fervir  de  l’arithmétique , comme 
on  l’a  expliqué  dans  les  remarques  fur  le  troifîeme  Problème  qui  eft. 
à la  fin  du  premier  Livre. 

Probrbmb  IV. 

1 49  C.  La  furface  d’un  parallélogramme  étant  donnée  , en  fcùrt 
un  autre  qui  lui  foit  égal , dont  la  hauteur  ou  la  baje  ejl  donnée. 

On  divifera  le  nombre  qui  exprime  la  furface  du  parallélogramme 
propofé  par  le  nombre  des  parties  correfpondantes  de  la  ligne  qui 
doit  fervir  de  hauteur  ou  de  bafe  au  parallélogramme  cherché , le 
' quotient  de  ladivifion  fera  l’autre  prcîduifant  de  ce  dernier  parallé- 
logramme, c’eft-à-dire  fa  bafe  fi  on  a la  hauteur,  ou  fa  hauteur  fi 
on  a la  bafe.  Exemple:  la  furface  donnée  contient  96  toifes  quarrées, 
& la  ligne , qui  doit  être  un  des  produifants  du  parallélogramme 
cherché,  a 8 toifes  de  longueur  : il  faut  divifer  96  par  8 , le  quotient 
12  fera  l’autre  produifant  du  parallélogramme  qu’on  cherche;  car> 
Je  produit  du  divifeur  par  le  quotient  eft  égal  au  dividende  ; par 
conféquent , fi  on  fait  un  parallélogramme  qui  ait  8 toifes  de  hauteur 
& 12  de  bafe,  le  produit  de  la  hauteur  8 par  la  bafe  12  fera  égal 
à 96.  Or,  ce  produit  fera  la  furface  du  nouveau  parallélogramme; 
il  fera  donc  ôgal  en  furface  au  parallélogramme  propofé. 

Si  le  parallélogramme  donné  eft  tracé  fur  le  papier,  on  pourra 
trouver  la  hauteur  ou  la  bafe  du  parallélogramme  cherché  par 


\ 


y 

é • 

•livre  second. 

urle  méthode  géométrique  expliquée  dans  l’article  70  du  premier 
Livre , où  il  s’agit  de  trouver  une  quatrième  ligne  proportionnelle 
à trois  autres  j car,  dans  le  cas  du  Problème  préfent  on  a trois 
lignes  , fa  voir , la  hauteur  bu  la  bafe  du  parallélogramme  cherché  , 
& la  hauteur  & la  bafe  du  parallélogramme  donné.  Si  on  cherche 
une  quatrième  proportionnelle  à ces  trois  lignes,  elle  fera  l’autre 
produifant  du  parallélogramme  égal  en  furface  à celui  qui  eR 
donné , parce  que  le  produit  des  extrêmes  d’une  proportion  eft 
égal  au  produit  des  luoyens  ( nous  fuppofons  que  le  premier 
terme  de  la  proportion  eft  la  hauteur  ou  la  bafe  du  parallélogramme 
cherché , afin  *que  le  quatrième  foit  l’autre  produifant  de  ce 
parallélogramme  ). 

■ 1 49  Z>.  On  pourroit  de  même  faire  un  triangle  égal  à un  autre 
triangle  propofé , la  hauteur  ou  la  bafe  du  triangle  cherché  étant 
donnée,  en  obfervant  que  les  deux  produifants  d’un  triangle  n& 
font  pas  fa  hauteur  6c  fa  bafe,  mais  feulement  fa  hauteur  6c  la 
moitié  de  fa  bafe , ou  fa  bafe  entière  6c  la  moitié  de  fa  hauteur  ( 1 40)  ; 
ainfi , la  proportion  feroit  alors , la  hauteur  d\j  triangle  cherché  elt 
à la  hauteur  de  l’autre  comme  la  moitié  de  fa  bafe  eft  à la  moitié 
de  la  bafe  du  triangle  cherché , ou  bien,  la  bafe  du  premier  eft  à la 
bafe  du  fécond,  comme  la  moitié  de  fa  hauteur  eft  à la  moitié  de 
la  hauteur  du  premier. 

Problbmb  V. 

> 

149  Trouver  la.  furface  d* un  parallélogramme  & celle  d’un 
triangle. 

On  multipliera  la  bafe  du  parallélogramme  par  fa  hauteur,  le 
produit  fera  la  furface  cherchée  (138).  U n’y  a point  de  difficulté 
îorfque  la  bafe  6c  la  hauteur  ne  contiennent  que  des  grandeurs  d’une 
feule  efpece , qui  eft  la  même  pour  l’une  6t  pour  l’autre  dimenfion  ; 
mais  il  arrive  prefque  toujours  qu’il  y a dçs  grandeurs  de  différentes 
efpeces , par  exemple , des  toifes , des  pieds  ôc  des  pouces  dans 
l’une  des  dimenfions,  foit  la  bafe  , foit  la  hauteur,  6(  ordinairement 
dans  les  deux.  V ©ici  une  réglé  générale  pour  trouver  alors  la  furface  : 
on  réduira  la  bafe  6c  la  hauteur  à la  plus  petite  efpece  > par  exemple , 
en  pouces  s’il  y a des  pouces,  6c  qu’il  n’y  ait  point  .de  plus  petites 
mefurcs  exprimées  ni  dans  la  bafe  ni  dans  la  hauteur  ; après  la- 
\rédu<^ion  on  multipliera  les  deux  nombres  réduits  l’un  par  l’autre , 
le  produit  exprimera  la  furface  dans  la  mefure  à laquelle  on  aura 
réduit  les  deux  dimenfions  on  pourra  enfuite  changer  .cea 

f*  • 


î4<3  éléments  de  Géométrie. 

petites  efpeces  en  grandes , comme  nous  le  dirons  dans  Texemple 
fuivant. 

Suppofons  un  parallélogramme  qui  ait  pour  bafe  1 5 toifes  , 

5 pieds,  8 pouces,  & pour  hauteur  8 toifes  4 pieds.  Je  réduis 
d’abord  la  bafe  & la  hauteur  en  pouces  i les  deux  nombres  réduite 
font  1148  & 624:  je  les  multiplie  enfuite  l’un  par  l’autre,  ôc 
je  trouve  le  produit  716352  qui  exprime  des  pouces  quarrés. 
On  peut  les  réduire  en  toifes  quarrées  en  divifant  le  produit  par 
5184,  qui  marque  combien  il  y a de  pouces  quarrés  dans  la  toife, 
parce  que  c’eft  le  quarré  de  72,  & que  d’ailleurs  il  y a 72  pouces 
dans  la  toife  courante  » c’eft- à -dire,  dans  la  toifc  en  longueur} 
on  trouvera  pour  quotient  138  toifes  quarrées,  & le  refte  960,. 
que  je  réduis  en  pieds  quarrés  en  le  divifant  par  le  quarré  de  1 2 , 
favoir  1 44 , qui  marque  combien  il  y a de  pouces  quarrés  dans  le 
pied  quarré}  le  quotient  eft  6,  & il  refte  96  : ainfî,  la  furface  du 
parallélogramme  eft  138  toifes  quarrées , plus  6 pieds  quarrés , 
plus  96  pouces  quarrés.  11  y a plufteurs  moyens  d’abréger  cette 
méthode  générale  } mais  notre  delTein  n’eft  pas  d’entrer  dans  ce 
détail. 

I 

• Pour  ce  qui  eft  du  triangle , on  multiplie  la  bafe  par  la  moitié 
de  la  hauteur , ou  la  moitié  de  la  bafe  par  la  hauteur  entière,  en 
obfervant  la  même  réglé  générale. 

« 

DE  LA  QUADRATURE  DU  CERCLE. 

C’eft  ici  où  nous  devons  parler  du  fameux  Problème  de  la 
quadrature  du  cercle , que  l’on  n’a  pas  pu  réfoudre  : ce  Problème' 
confifte  à trouver  une  méthode  géométrique  de  faire  un  quarré  égal 
en  furface  à un  cercle  donné. 

150.  Nous  avons  démontré  qu’un  cercle  eft  égal  en  furface  à 
un  triangle  qui  a pour  hauteur  le  rayon,  & pour  bafe  une  ligne 
droite  égale  à la  circonférence.  Or , ce  triangle  eft  égal  au  quarré 
de  la  moyenne  proportionnelle  entre  la  hauteur  & la  moiijé  de 
la  bafe  du  triangle  (149) } par  conféquent  ce  quarré,  qui  a pour 
côté  une  moyenne  proportionnelle  entre  le  rayon  & la  demi-circon- 
iérence , eft  égal  au  cercle  ; ainft , pour  avoir  un  quarré  égal  au 
cercle  donné , il  faut  trouver  une  moyenne  proportionnelle  entre  le 
rayon  & la  demi-  circonférence  du  cercle. 

151.  Nous  avons  donné  (Liv.  1,  art.  172)  la  méthode  de 
trouver  une  moyenne  proportionnelle  entre  deux  lignes  droites} 
c’eft  pourquoi,  fi  on  pouvoit  trouver  géométriquement  une  ligne 
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droite  égale  à la  demi  - circonférence  , il  feroit  aifé  d’avoir  une 
moyenne  proportionnelle  entre  le  rayon  & la  demi  circonférence , 
ce  qui  donneroit  la  folution  du  Problème  de  la  quadrature  du 
cercle  , parce  que  le  quarré  de  cette  moyenne  proportionnelle 
feroit  égal  au  cercle , comme  nous  Pavons  démontré.  On  voit  donc 
que , pour  réfoüdre  ce  Problème , il  ne  s’agit  que  de  trouver  une 
méthode  géométrique  de  tirer  une  ligne  droite  égale  à la  moitié  de 
la  circonférence. 

152.  Archimede  a cherché  à exprimer  en  nombres  le  rapport  dq 
la  circonférence  au  diamètre  , mais  il  n’a  pu  trouver  exaâieinent  ce 
rapport  ; il  a cependant  démontré , comme  nous  l’avons  dit  (loi)  , 
que  ce  rapport  étoit  un  peu  moindre  que  celui  de  22  à 7,  & plus 
grand  que  celui  de  2 1 ^ à 7.  Or , li  on  connoiflbit  exaélement^  par 
des  nombres , le  rapport  de  la  circoAférence  au  diamètre , on  pourroit 
trouver  une  ligne  droite  égale  à la  circonférence  , parce  que  le 
diamètre  e(l  une  ligne  droite  à laquelle  la  circonférence  auroit  un 
rapport  connu  : par  exemple , fi  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre  étoit  précifément  égal  à celui  de  22  à 7,  pour  lors,  afin  de 
trouver  la  circonférence  d’un  cercle  dont  on  auroit  le  diamètre  , il 
faudroit  tirer  une  ligne  droite  indéfinie , Sc  prendre  fur  cette  ligne 
trois  parties  qui  foier\t  chacune  égales  au  diamètre , la  fomme  de 
ces  trois  parties  feroit  égale  à 2 1 , parce  que  chaque  diamètre  eft 
de  7 ; enfuite , il  n’y  auroit  plus  qu’à  divifer  le  diamètre  en  7 parties 
égales , & ajouter  une  de  ces  parties  aux  2 1 , & on  auroit  une  ligne 
droite  égale  à la  circonférence  cherchée , & par  conféquent  le 
Problème  de  la  quadraturë  du  cercle  feroit  réfolu. 

1 5 2 Mais , quoique  ce  rapport  ne  puifle  peut-être  pas  s’ex- 
primer en  nombres , ou , ce  qui  eft  la  mènie  chofe , quoique  la 
circonférence  & le  diamètre  du  cercle  foient  peut-être  incommen- 
lurables,  il  ne  s’enfuit  pas  que  l’on  ne  puiffe  avoir  une  maniéré 
géométrique  de  trouver  une  ligne  droite  égale  à la  circonférence 
d’un  cercle  dont  on  a le  diamètre  ; car , par  exemple , lorfque  le 
côté  d’un  quarré  eft  donné , il  eft  facile  de  trou'<^er  la  diagonale  ; 
il  n’y  a qu’à  conftruire  le  quarré , & tirer  enfuite  une  ligne  droite 
d’un  angle  à un  autre  angle  oppofé  : cependant , cette  ligne  eft 
incommenfurable  avec  le  côté , comme  nous  le  démontrerons  à la 
fin  de  ce. fécond  Livre. 

Il  y a tant  de  Géomètres , aufll  recommandables  par  la  fupériorité 
de  leur  génie  que  par  une  profonde  connoiflànce  des  Mathéma- 
tiques-,'. qui  ont  cherché  inutilement  la  quadrature  du  cercle , que 
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c’eft  une  lémérité  infupportable  à des  Commençants  d’èfpérer  dô 
la  trouver  ; cependant  on  en  voit  tous  les  jours  qui , Tachant  à 
peine  les  Éléments  de  Géométrie , s’occupent  férieufement  à la 
découverte  de  ce  Problème , qui , d’ailleurs , ne  ferviroit  de  rien 
dans  la  pratique  pour  trouver  la  circonférencé  & la  furface  d’up 
cercle,  ou  la  folidité  d’un  globe  dont  on  connoît  le  diamètre, 
puifque  le  rapport  de  1 1 3 à 355,  découvert  par  Métius , approche 
tellement  du  véritable  rapport  du  diamètre  à la  circonférence , qu’il 
feroit  impoffiblede  s’aflTurer,  dans  la  pratique,  de  s’en  être  autant 
approché , quand  bien  même  on  auroit  en  nombre  le  rapport  exaâ 
du  diamètre  à la  circonférence  : en  effet , ce  rapport  de  11^^355 
ne  fait  pas  tomber  dans  l’erreur  d’une  ligne  entière,  c’eft  à- dire, 
de  la  douzième  partie  d’un  pouce  fur  une  circonférence  dont  le 
diamètre  feroit  d’une  lieue  & demie , quoique  l’erreur  foit  d’au.tant 
plus  grande  que  le  diamètre  eft  long. 

Le  rapport  approché  de  la  circonférence  au  diamètre  trouvé  par 
Archimede , favoir , celui  de  2 2 à 7 ^ ou  le  rapport  de  Métius , qui 
efl  de  3 5 5 à 1 1 3 , fuffit  pour  connoître  à peu-près  la  furface  d’un 
cercle  dont  on  connoît  le  rayon  ou  le  diamètre  : c’eft  ce  que  nous 
allons  expliquer  dans  le  Problème  fuivant. 

X 

Frobxêmb. 

153.  Trouver  à peu-près  la  furface  d*un  cercle  dont  on.  connoît 
le  diamètre. 

Soit  un  cercle  dont  le  diamètre  ait  800  pieds.  Pour  en  avoir  la 
furface,  cherchez  d’abord  la  circonférence  (i  12),  que  vous  trou- 
verez de  2514  pieds  en  fuppofant  le  rapport  du  diamètre  à la 
circonférence  de  7 à 2 2 j multipliez  enfuite  la  moitié  de  la  arcon- 
férence  par  le  rayon,  c’eft-à-dire,  1257  7 par  400,  le  produit 
502857  pieds  quarrés , plus  j d’un  pied  quarré,  eft  à peu-prés  la 
furface  du  cercle  dont  le  diamètre  eft  de  800  pieds. 

Si  on  fuppofe  le  rapport  du  diamètre  à la  circonférence  égal  à 
celui  de  1 1 3 à 355,  on  trouvera  la  circonférence  de  2 5 1 3 7^ 
pieds , dont  la  moitié  eft  ^ moitié  de  la 

fraébon  Tfj  en  doublant  Ton  dénominateur).  Or  7 = 773 i donc 
f -f.  7^  = ^ -j- 773  ; & ces  deux , dernieres  fractions  étant  ajoutées 
enfemble , donnent  ou  77J  : ainfi , la  moitié  de  la  circonférence 
eft  12567^,  qui  étant  multipliée  par  400,  le  produit  fera 
502654  7^  pieds  quarrés.  Ce  nombre  approche  beaucoup  plus  de  la 
véritable  lurface  cherchée  que  le  premier  produit  502857^}  mais 
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ils  font  l’un  & l’autre  plus  grands  que  cette  furface,  parce  que  le 
rapport  de  22  à 7 , & celui  de  3 5 5 à 1 1 3 , font  chacun  plus  grands 
que  celui  de  la  circonférence  au  diamètre. 

154.  Remarquez  qu’en  fe  fervant  du  rapport  de  7 à 22,  <m 
auroit  pu  retrancher  une  unité  de  la  circonférence  trouvée  , qui 
eft  25 14^  (114)  , parce  que  cette  circonférence  furpafie  2486, 
& pour  lors  la  moitié  de  la  circonférence  auroit  été  feulement 
12567-^-^  ou  bien  12567!.  Or,  en  multipliant  ce  dernier  nombre 
par  400,  le  produit  eft  5026577!,  qui  eft  encore  un  peu  plus 
grand  que  celui  qu’on  a trouvé  en  fe  fervant  du  rapport  de  1 1 3 
à 355  J & par  conféquenl  ce  produit  502657!  diffère  plus  de  la 
véritable  furface  cherchée,  que  celui  qu’on  a trouvé  par  le  rapport 
de  i i 3 à 355,  mais  il  en  approche  beaucoup  plus  que  le  premier 
produit  562857  !• 

On  expofera  une  autre  méthode  de  trouver  la  furface  d’un  cercle 
fur  la  fin  de  ce  fécond  Livre , après  le  Théorème  qui  détermine  le 
rapport  du  quarré  du  diamètre  au  cercle. 

VV  RAPPORT  DES  SURFACES. 

155.  Nous  avons  fait  voir  que  les  furfaces  planes  font  égales  au 
produit  de  certaines  lignes  multipliées  l’une  par  l’autre  i c’eft  pour 

. cela  que  ces  lignes  font  appellées  produifants.  Dans  un  parallélo- 
gramme , les  deux  produifants  font  la  hauteur  & la  bafe.  Or,  c’eft 
par  ces  produifants  qu’on  connoît  le  rapport  des  furfaces,  comme 
•on  le  verra  dans  les  Théorèmes  fuivants. 

En  parlant  du  rapport  des  furfaces , on  emploie  fouvent  les 
raifons  compofées  & doublées  j c’eft  pourquoi  il  eft  à propos  de 
répéter  quelque  chofe  de  ce  que  nous  avons  dit  fur  ces  fortes  de 
raifons , en  fuppofant  les  démonftrations  que*  nous  avons  données 
fur  cette  matière  dans  le  Traité  des  Proportions. 

156.  Une  raifon  compofee  eft  le  produit  de  deux  ou  de  plufieurs 
raifons.  Or,  pour  avoir  le  produit  de  plufieurs  raifons,  il  faut  mul- 
tiplier les  antécédents  l’un  par  l’autre , & les  conféquents  de  même  : 
par  exemple , pour  avoir  le  produit  des  deux  raifons  ? & ^ , on 
multiplie  les  deux  antécédents  3 6c  1 2 , & les  deux  conféquents  2 
& 4 ; la  raifon  des  produits  3 6 & 8 eft  çompofée  de  celles  de  3 à 2 
& de  1 2 à 4.  Pareillement , la  raifon  çompofée  des  rapports  de  A 
à B & de  C à D , eft  celle  de  AC  à BD. 

157.  Lorfqu’il  n’y  a que  deux  raifons  compofantes  ou  fimples  , 
& qu’elles  font  égales , la  raifon  çompofée  eft  appellée  doubla  : 
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par  exemple , fi  on  a les  raifons  égales  de  la  proportion  6 . a : : 
12.4,  en  multipliant  les  antécédents  Tun  par  l’autre  & les  confé- 
quents  de  même,  on  aura  la  raifon  de  72  à 8,  qui  eft  doublée  de 
celles  de  6 à 2 6c  de  1 2 à 4.  Pareillement , fi  les  raifons  de  A à B 
& de  C à D font  égales , la  raifon  compolée , qui  eft  celle  de  AC 
à BD , fera  doublée. 

1 5 8.  Au  lieu  de  prendre  des  raifons  compofantes  égales  exprimées 
par  différents  termes , pour  avoir  une  raifon  doublée , on  peut  fe 
fervir  de  la  même  raifon  répétée  deux  fois  ; ainfi , à là  place  des 
deux  raifons  de  6àa  6cdei2à4  que  l’on  a prifes  pour  avoir  la 
raifon  doublée  72  à 8 , on  pouvoir  prendre  les  deux  raifons  de  6 à 2 
6c  de  6 à 2 , qui  ne  font  que  la  même  raifon  répétée  deux  fois.  Or , 
la  raifon  de  3 6 à 4 , qui  eft  doublée  de  ces  deux  raifons , eft  égale 
à celle  de  72  à 8,  puifque  les  raifons,  dont  la  première  eft  le 
produit , font  égales  à celles  dont  l’autre  eft  le  produit. 

1 5 9.  il  fuit  de-là  que  la  raifon  qui  eft  entre  les  quarrés , eft  double 
de  celle  qui  eft  entre  les  racines  : par  exemple , la  raifon  de  3 6 à 4 
eft  doublée  de  celle  des  racines  6 6c  2 ; de  même  , la  raifon  de  AA 
à BB  eft  double  de  celle  des  racines  A 6c  B.  Tout  cela  pofé,  il  faut 
encore,  avant  les  Théorèmes  fuivants,  établir  la  vérité  d’un  Lemme 
qui  nous  fervira  dans  la  fuite. 

LEMME. 

160.  Lorjque  deux  polygones  réguliers  font  femblables  , les 
produifants  de  l*un  font  proportionnels  aux  produifants  de  U autre. 

DsMOMSTaXTION. 

La  furface  d’un  polygone  régulier  eft  égale  au  produit  du  rayon 
droit  par  la  moitié  du  périmètre  (145)  i par  conféquent , les  produi- 
fants d’un  polygone  régulier  font  le  rayon  droit  6c  la  moitié  du 
périmètre.  Or , dans  deux  polygones  réguliers  femblables  , les  rayons 
droits  font  proportionnels  aux  périmètres  (86);  ainfi,  les  rayons 
droits  font  auffi  proportionnels  aux  moitiés  des  périmètres , ou 
alternando , le  rayon  droit  6c  la  moitié  du  périmètre  d’un  des 
polygones  femblables  font  proportionnels  au  rayon  droit  6c  à la 
moitié  du' périmètre  de  l’autre  ; c’eft- à-dire,  que  les  produifants 
du  premier  polygone  font  proportionnels  à ceux  du  fécond. 

161.  Ce  Lemme  peut  auffi  s’appliquer  aux  polygones  irrégu- 
liers femblables  ; car , quoique  dans  les  polygones  irréguliers  fem- 

Fis-  «r».  Hables , tels  que  font  les  deux  pentagones  ABD£F  6c  abdef,  on 

ne 


LIVRE  SECOND.  14^ 

ne  puiflepas  tirer  du  même  point  des  rayons  droits  égaux  fur  le  Fig. 
milieu  de  chaque  côté , comme  dans  les  ligures  régulières  ; cepen- 
dant on  peut  toujours  élever  de  quelque  point  de  deux  côtés  ho- 
mologues , comme  AB  6c  ab  ^ des  perpendiculaires  CG  6c  cg 
qui  foiènt  proportionnelles  à ces  côtés.  Or  ces  perpendiculaires , que 
nous  appellerons  rayons  droits , feront  aufli  proportionnelles  aux 
périmètres , parce  que  les  périmètres  font  entr’eux  comme  les 
côtés  homologues  AB  & ah.  Cela  pofé , puifque  les  pentagones 
font  entièrement  femblables  , & qu’ils  ne  different  que  parce  que 
l’un  eft  plus  grand  que  l'autre , il  eft  évident  que  ,*îi  la  furface  du 
premier  eft  égale  au  produit  du  rayon  droit  CG  par  la  moitié  du 
périmètre  , la  furface  du  fécond  fera  aufli  égale  au  produit  du' 
rayon  cg , par  la  moitié  de  fon  périmètre  j & en  général , quoique 
l’on  ne  fâche  pas  par  quelle  partie  du  périmètre  il  faut  multiplier 
le  rayon  droit  d’un  des  pentagones , afin  d’avoir  fa  furface  , ce- 
pendant il  eft  clair  que  la  partie  du  périmètre , par  laquelle  il  faut 
multiplier  le  rayon  d’une  de  ces  figures  pour  avoir  fa  fuperficie , 
eft  femblable  à la  partie  du  périmètre  y par  laquelle  il  faut  mul- 
tiplier le  rayon  de  l’autre  figure  pour  avoir  fa  fuperficie.  Or , dans 
ces  figures  femblables , les  rayons  droits  CG  & cg  font  proportion- 
nels aux  périmètres  ; donc  ils  font  aufti  proportionnels  aux  parties 
femblables  de  ces  périmètres  ; ou  , alternando  y le  rayon  droit  & la 
partie  du  périmètre  d’une  figure  font  proportionnels  au  rayon  droit 
6c  à la  partie  femblable  du  périmètre  de  l’autre  figure  ; par  conféquent 
les  produifants  de  l’une  font  proportionnels  aux  produifants  de  l’autre. 

162.  On  peut  voir , par  la  démonftration  de  ce  Lemme,  que 
dans  deux  figures  ou  polygones  femblables  quelconques  , les 
produifants  correfpondants  font  proportionnels  aux  côtés  homolo- 
gues : par  exemple  , dans  les  deux  pentagones  femblables  dont  on 
vient  de  parler , les  rayons  droits  CG  6c  cg  y qui  font  des  produi-  - 
fants  correfpondants , font  proportionnels  aux  côtés  homologues 
AB  6c  ab.  On  peut  même  dire  en  général  que  les  produilants 
correfpondants  de  deux  polygones  femblables  font  proportionnels 
aux  lignes  femblablement  tirées  dans  ces  polygones , parce  que  ces 
lignes  font  entr’elles  comme  les  côtés  homologues  (67). 

« 

THéoEBMB  I. 

163.  Deux  parallélogrammes  font  entr* eux  comme  Le  produit  des 

produifants  de  Vun  efi  au  produit  des  produifants  de  Vautre. 

IL  Partie,  __  ( 
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D:ÉmO  NST&ATION. 

Soient  les  deux  parallélogrammes  de  la  Figure  63  : lesproduifants 
de  l’un  font  Â 6c  B , & les  produifants  de  l’autre  font  a &c  b Or  le 
premier  parallélogramme  eil  le  produit  de  A par  B , 6c  le  fécond 
parallélogramme  eft  le  produit  de  a par  b ; donc  le  premier  paral- 
lellogramme  eft  au  fécond  » comme  le  produit  des  produifants  de  l’un 
eft  au  produit  des  produifants  de  l’autre  : ce  qu’il  falloit  démontrer. 

Corollairb  Ï. 

1 64.  Si  les  hauteurs  A 8c  a font  égales , les  parallélogrammes  font 
cntr’eux  comme  les  bafes  B 6c  3 ; car , lorfque  les  deux  gran- 
deurs font  multipliées  par  une  troifîeme  , les  produits  font  comme 
les  grandeurs  avant  leur  multiplication.  Or  dans  ce  Corollaire  il 
s’agit  de  deux  grandeurs  ; lavoir , les  deux  bafes  qui  font  multipliées 
par  une  troiûeme , qui  eft  la  hauteur  que  l’on  fuppofe  égale  dans  les 
deux  parallélogrammes  , par  conféquent  les  deux  produits  , c’eft>à-> 
dire,  les  deux  parallélogrammes  font  comme  les  bafes. 

COROLIAIRB  IL 

16;.  Si  les  Ixifes  font  égales  , les  parallélogrammes  font  comme 
les  hauteurs  A 6c  a : par  exemple  , fî  la  hauteur  de  l’un  eft  double 
eu  triple  de  la  hauteur  de  l’autre , le  premier  parallélogramme  eft 
le  double  ou  le  triple  du  fécond  : ce  Corollaire  le  démontre  comme 
le  premier. 

CoROllAlRBllI. 

1 66.  Si  les  deux  produifants  d’un  parallélogramme  font  lécipro» 
ques  aux  deux  produifants  d’un  autre  parallélogramme , enforte 
qu’on  ait  la  proportion  A . a m é . B , le  premier  parallélogramme 
eft  égal  au  fécond.  La  raifon  en  eft  que , dans  toute  proportion , le 
produit  des  extrêmes  eft  égal  au  produit  des  moyens.  Réciproquement^ 
fi  les  deux  parallélogrammes  font  égaux  , les  produifants  de  l’un  font 
réciproques  à ceux  de  l’autre  ; car,  lorfque  deux  produits  font  égaux  , 
les  deux  racines  ou  produifants  de  l’un  ft>nt  réciproques  à celles 
de  l’autre. 

COROXXAIRB  IV. 

<4.  1 67.  Si  le  côté  a ou  b d’un  quarré  eft  moyen  proportionnel 

entre  les  produifants  A.&  £ d’un,  parallelogcamme,  le  quarré  eih 
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égal  au  parallélogramme.  C’eft  une  fuite  du  troifîeme  Corollaire , 
parce  que  dans  ce  cas  les  produifants  du  parallélogramme  font  réci- 
proques à ceux  du  quarré.Kéciproquement,niequarré  eflégalau 
parallélogramme  4 le  côté  du  quarré  eR  moyen  proportionnel  entre 

les  produifants  du  parallelogranime. 

✓ 

XHÉoRiMB  II. 

168.  La,  raifort  qui  ejl  entre  deux  parallélogrammes  , comme  p.  ^ 
ceux  de  la  figure  6^  , efi  compojee  des  raifons  des  produifants 
correfpondants  , c* efl- à- dire  , des  raifons  de  la  hauteur  à la  hauteur  y 

V de  la  bafè  à la  bafe. 

DÉifOMSTRATION. 

i 

Four  avoir  une  raifon  compofée  de  deux  autres  > il  faut  multiplier 
les  deux  antécédents  Fun  par  l’autre»  & les  deux  conféquents  dé  même 
(i  56).  Or  » le  premier  parallélogramme  eR  le  produit  des  deux  anté> 
cèdents  A & B,  qui  font  la  hauteur  & la  bafe  de  ce  premier  parallélo- 
gramme , 6c  le  fécond  parallélogramme  eft  le  produit  des  deux  confé- 
quent  a6ib,  qui  font  la  hauteur  6c  la  bafe  de  ce  fécond  parallélo- 
gramme'; donc  la  raifon  qui  eft  entre  les  deux  parallélogrammes  eR 
compofée  des  raifons  de  la  hauteur  à la  hauteur,  6c  de  la  bafe  à la  bafe. 

On  peut  énoncer  ce  Théorème  de  cette  autre  maniéré  : Deux 
parallélogrammes  font  en  raifon  compofée  des  hauteurs  & des  bafes. 

Corollaire  Ï. 

1 69.  Si  les  hauteurs  A 8c  a des  deux  parallélogrammes  font  pro- 
portionnelles aux  bafes  6 6c  é , enforte  qu’on  ait  la  proportion  A.  a:: 

B . é , les  deux  parallélogrammes  font  en  raifon  doublée  des  hauteurs 
6c  des  bafes. 

Démonstration. 

L’on  a fait  voir  dans  le  Théorème  que  les  deux  parallélogrammes 
font  en  raifon  compofée  des  hauteurs  6c  des  bafes.  Or,  on  fuppofe  dans 
ce  Corollaire  que  la  raiftm  des  hauteurs  eR  égale  à celle  des  bafes  ; par 
conféquent  la  raifon  compofée  de  ces  deux  raifons  eR  doublée  : ainlî 
deux  parallélogrammes , dont  les  hauteurs  Rmt  proportionnelles  aux 
bafes , font  en  raifon  doublée  de  ces  hauteurs  6c  de  ces  bafes. 

. 170-  Remarquez  qu’au  lieu  de  dite  que  les  parallélogrammes 
dont  il  s’agit  dans  ce  Corollaire , font  en  raifon  doublée  des  hau- 
teurs ÔL  des  bafes , on  ponrroit  dire  que  ces  paraUeWrammes 

« ij 
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Fig  61-  font  en  raifon  doublée  des  hauteurs , ou  bien  en  raifon  doublée  des 
baies  ; car  le  rapport  des  hauteurs  étant  égal  à celui  desbafes>  la 
jaifon  doublée  de  ces  deux  rapports  eft  la  même  chofe  (158)  que  la 
raifon  doublée  des  hauteurs , ou  que  celle  des  bafes.  Cela  paroîtra 
encore  par  le  Corollaire  fuivant. 

Corollaire  IL 

A 

171.  Si  on  fuppofe  , comme  dans  le  Corollaire  précédent,  que 
les  hauteurs  de  deux  parallélogrammes  font  proportionnelles  à leurs 
bafes  , les  deux  parallélogrammes  font  entr^eux  comme  les  quarrés 
des produifants  homologues,  c’eft-.à-dire,  comme  AAeftàû<x  , ou 
comme  BB  eft  à bb. 

Démonstration. 

Par  le  premier  Corollaire  la  raifon  de  deux  parallélogrammes  eft 
doublée  de  la  raifon  des  hauteurs  A & 4 , & de  celle  des  baies  B & 
h ; mais  d’ailleurs  la  raifon  des  quarrés  AA  & clo.  eft  doublée  des 
raifons  59)-  Donc  les  deux  raifons  & " étant  égales  aux 

deux  autres  7 & , il  s’enfuit  que  la  raifon  des  parallélogrammes 

qui  eft  doublée  des  deux  premières , eft  égale  à celle  des  quarrés  qui 
eft  doublée  des  deux  dernieres. 

On  peut  tourner  la  démonftration  en  cette  maniéré  : La  raifon  des  * 
parallélogrammes  eft  doublée  de  celle  des  hauteurs.  Or  la  raifon  des 
quarrés  des  hauteurs  eft  aufti  doublée  de  celle  des  hauteurs  , parce 
que  les  quarrés  font  en  raifon  doublée  des  racines.  Donc  la  raifon  des. 
parallélogrammes  dont  il  s’agit  6e  celle  des  quarrés  des  hauteurs 
étant  chacune  doublée  de  la  même  raifon  , font  égales  entr’elles  , 
c’eft-à-dire,  que  ces  parallélogrammes  font  entr’eux  comme  les  quar- 
rés des  hauteurs. 

1 7 2.  Les  triangles  étant  moitiés  des  parallélogrammes  de  même 
bafe  & de  même  hauteur , ils  font  entr’eux  comme  les  parallélo- 
grammes. Ainli  les  triangles  qui  ont  même  hauteur  font  entr’eux 
comme  leurs  bafes  j & ceux  qui  ont  même  bafe  font  comme  leurs 
hauteurs.  De  même , quand  la  hauteur  & la  bafe  d’un  triangle  font 
réciproques  à celles  de  l’autre  , les  triangles  font  égaux  j & fi  les 
deux  triangles  font  égaux  , la  hauteur  & la  bafe  de  l’un  font  réci- 
proques à celles  de  l’autre.  En  un  mot,  tout  ce  que  nous  venons 
de . dire  dans  les  deux  Théorèmes  précédents  & leurs  Corollaires  , 
convient  aux  triangles. 

175.11  faut  néanmoins  remarquer  par  rapport  au  quatrième.  CoroL 
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îaire  du  premier  Théorème,  qu*afin  d^avoir  un  quarré  égal  à un  trian- 
gle , le  côté  du  quarré  doit  être  moyen  proportionnel  entre  la  bafe  du 
triangle  & la  moitié  de  la  hauteur , & non  pas  la  hauteur  entière  , parce 
que  le  triangle  n’eft  pas  égal  au  produit  de  là  bafe  par  fa  hauteur  > 
mais  feulement  au  produit  de  fa  bafe  par  la  moitié  de  fa  hauteur. 

« 1 74.  Si  les  côtés  d’un  des  parallélogrammes  qu’on  compare , font 

aqtanc  inclinés  fur  leur  bafe  y que  les  côtés  de  l’autre  font  inclinés 
fur  la  leur , on  pourra  mettre  les  côtés  au  lieu  des  hauteurs  dans  les 
deux  Théorèmes  précédents  & leurs  Corollaires  4 8ccei  propolitions 
feront  également  vraies , parce  qu’alors  les  côtés  font  entr’eux 
comme  les  hauteurs  qui  font  des  perpendiculaires;  par  exemple, 
fi  les  côtés  CD  & cd -des  parallélogrammes  font  égalerrÆnt  inclinés 
fur  leur  bafe,  ils  font  comme  les  hauteurs  A a ; & par  conféquent  , 
en  mettant  les . côtés  à la  place  des  hauteurs , le  même  rapport 
fubfiftera  toujours  ; on  pourra  donc  dire  que  les  parallélogrammes , 
dont  les  côtés  font  également  inclinés  , font  entr’eüx  comme  le 
produit  de  la  bafe  de  l’un  par  fon  côté  eft  au  produit  de  la  bafe 
de  l’autre  par  fon  côté , & qu’ils  font  auffi  en  raifon  compofée  des 
côtés  & des  bafes.  En  un  mot , les  deux  Théorèmes  & leurs  Corol- 
laires, démontrés  ci- delTus  , conviennent  à ces  parallélogrammes 
en  mettant  les  côtés  à la  place'  des  hauteurs. 

175.  Il  faut  remarquer  , par  rapport  au  quatrième  Corollaire  du 
premier  Théorème  , qu’un  parallélogramme  n’eft  pas  égal  à un 
quarré  dont  le  côté  eft  moyen  proportionnel  entre  le  côté  & la  bafe 
du  parallélogramme.  Mais  , au  lieu  du  quarré  , il  faut  fuppofer  un 
rhombe  dont  les  côtés  fpient  autant  inclinés  que  ceux  du  parallélo- 
gramme , & pour  lors  ces  deux  figures  feront  égales , pourvu  que  le 
côté  du  rhombe  foit  moyen  proportionnel  entre  le  côté  & la  bafe  du 
parallélogramme. 

176.  Lorfquedeux  parallélogrammes  font  fernblables  , leurs  côtés 
font  également  inclinés  , & font  proportionnels  aux  bafes.  On  peut 
donc  dire , conformément  aux  deux  Corollaires  du  fécond  Théorê^ 
me , que  les  parallélogrammes  fernblables  font  entr’eux  en  raifon 
doublée  de  côtés  ou  des  bafes , & qu’ils  font  aufli  comme  les  quàrrés 
de  ces  côtés  ou  de  ces  bafes. 

1 77.  Pareillement  les  triangles  fernblables  font  entr’eux  en  rar- 
fon  doublée  des  côtés  homologues,  ou  comme  les  quarrés  de  ces 
côtés;  par  exemple,  dans  la  Figure  63,  le  premier  triangle  CDE,,. 
eft  au  fécond  cde , en  raifon  doublée  du  côté  CD  au  côté  cd  ^ ou. 
comme  les  quarrés  de  ces  côtés. 
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Theoreme  III. 

178.  Deux  polygones  Jèrnhlables font  en  raifon  doublée  des produi- 
Jants  correfpondants  , ou  bien  comme  Us  quart  es  de  ces  produijants» 

DiM  omsteatiom. 

Lorfque  deux  polygones  font  femblables  , les  deux  produifants 
de  f un  font  proportionnels  aux  produifants  de  Rautre  (ï  60)  & ( 1 6 1 ) ; 
enforte  que,  fi  on  appelle  les  deux  produifants  du  premier  À & B , 

& les  deux  produifants  du  fécond  a Seb  y on  aura  la  proportion  A . 
a . b : par  conféquent , félon  ce  que  nous  avons  dit  (169)  & 

( 1 7 1 ) fur  les  parallélogrammes  , ces  polygones  femblables  font  en  * 
raifon  doublée  des  produifants  correfpondants  A&æouB&^, 
ou  bien  comme  les  quarrés  de  ces  produifants. 

Ce  Théorème  convient  également  aux  figures  régulières  & irré- 
gulières femblables , parce  que  les  produifants  de  deux  figures  irré- 
gulières femblables  font  proportionnels , de  même  que  les  produi- 
iknes  de  deux,  figures  régulières  femblables. 

CoEOXLAIRB  I. 

179. '  Puifque  les  produifants  correfpondants  de  deux  figures  ou 
polygones  femblables  font  proportionnels  aux  côtés  homologues 
Ôêa))  & généralement  aux  lignes  femblablement  tirées  dans  ces 
deux  figures , par  exemple , aux  rayons  droits , aux  rayons  obli- 
ques , ôcc.  il  s’enfuit  que  les  figures  femblables  font  en  raifon  dou-> 
blée  des  côtés  homologues  ou  des  rayons , foit  droits , foit  obli- 
ques , ou  bien  que  ces  figures  font  entr’elles  coihme  les  quarrés  de 
ces  lignes. 

C0E01.LA1RB  II. 

1 80.  Deux  cercles  font  en  raifon  doublée  des  rayons,  ou  comme  les 
quarrés  des  rayons.  C'eft  une  fuite  évidente  du  Corollaire  précédent , 
puifque  les  cercles  font  des  polygones  réguliers  femblables. 

1 8 1 . Les  rayons  étant  entr’eux  comme  les  diamètres  » comme  les 
cordes  d’arcs  femblables , comme  les  circonférences , comme  les  arcs 
femblables  (98)  , &c.‘  On  peut  dire  que  les  cercles  font  en  raifon 
doublée  des  diamètres,  des  cordes  d’arcs  femblables , des  circon- 
férences , des  arcs  femblables , ôcc.  ou  bien  comme  les  quarrés  de  ces 
lignes. 

182.  Remarquez  donc  que  les  circonférences  des  cercles  font 
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entr’eltes  comme  les  rayons , au  lieu  que  les  fuperfîcies  des  cercles 
font  enraifon  doublée  des  rayons , ou  comme  les  quarrés  des  rayons  ; 
enforte  que , fi  le  rayon  d’un  cercle  eft  d’un  pied , & le  rayon 
d’un  autre  cercle  eft  de  3 pieds , les  circonférences  font  entr’elles 
comme  i & 3 ; mais  les  cercles  , ou  , ce  qui  eft  la  même  chofe , 
leurs  furfaces , font  entr’elles  comme  le  quarré  de  i eft  au  quarré 
de  3,  c’eft-à'dire  , comme  i eft  à 9.  De  même,  fi  le  rayon  d’un 
cercle  eft  de  2 pieds , & le  rayon  d’un  autre  cercle  eft  de  5 pieds , 
les  circonférences  font  entr’elles  comme  2 & 5 ; ntais  les  furfa- 
ces font  comme  4 & 25)  qui  font  les  quarrés  de  2 & de  5. 

THioRBMB  IV.  BT  FONDAMENTAL. 

185.  Dans  un  triangle  reBangle  , le  quarré  de  Vkygoténufe  eJE 
égal  aux  quarrés  des  deux  autres  côtés. 

Démonstration. 

Soit  le  triangle  reélangle  BAG,  dont  BC  eft  l’hypoténufe.  Je  dis 
que  le  quarré  de  BC  eft  égal  aux  quarrés  des  autres  côtés  AB  & 
ÂC.  Pour  le  démontrer  , du  point  A , qui  eft  le  fommet  de  l’angle 
droit , tirez  la  ligne  AD  perpendiculaire  furl’hypoiénufe  , elle  par- 
tagera le  triangle  total  BAC  en  deux  autres  triangles , favoir  BDA  6c 
ADC,  qui  feront  chacun  femblables  au  triangle  total  (62)  j par  con- 
féquentces  trois  triangles  font  entPeux  comme  les  quarrés  des  côtés 
homologues  ( 177)5  ou  les  quarrés  des  côtés  homologues  font 
entr’eux  comme  Les  triangles.  Or  le  grand  triangle  eft  égal  aux  deu^t 
autres  triangles  pris  enfemble  ; donc  le  quarré  d’un  côté  du  trian- 
gle total  eft  égal  aux  deux  quarrés  des  côtés  homologues  des  deux 
triangles.  Mais  le  côté  BC  du  triangle  total  eft  homologue  aux 
côtés  AB  6c  AC  des  deux  autres  triangles , puifque  chacun  de 
ces  trois  côtés  eft  hypoténufe  de  fon  triangle.  Donc  le  quarré  de 
l'hypoténufe  BC  eft  égal  au  quarré  de  AB , 6e  au  quarré  de  AC 
pris  enfemble  : ce  qu’il  falloir  démontrer. 

Pouf  mieux  concevoir  cette  démonftration  , il  faut  comparer 
le  triangle  total  à chacun  des  triangles  partiels  féparément.  Sup- 
pofons , par  exemple  , que  le  petit  triangle  ADB  eft  le  tiers  dw 
triangle  total , l’autre  triangle  partiel  ADC  en  fera  par  confé- 
quent  les  deux  tiers.  Cela  étant,  puifque  dans  les  triangles  fem- 
blables le  rapport  des  quarrés  des  côtés  homologues  eft  égal  à 
celui  des  triangles,  le  quarré  du  côté  AB,  hypoténufe  du  petit 
triangle , eft  le  .tiers  du  grand  quarré  BF.  Pareillement  le  quarré. 


ÉLÉMENTS  DE  GÉOMÉTRIE. 

Fig.  <f5-  AC,  hypotémife  de  l’autre  triangle  partiel , eft  les  deux  tiers  du 
grand  quarré  BF  ; donc  le  quarré  de  AB,  plus  le  quarré  de  AC, 
pris  enfemble , lont  égaux  au  grand  quarré  BF. 

Autre  Démonstration. 

On  a démontré  (6  i)  que  le  côté  AB  eft  moyen  proportionnel  en- 
tre la  bafe  BC  & la  partie  BD.  Or  BE  = BC  j donc  BE  . AB  : : AB  -. 
BD  ; donc  le  produit  des  extrêmes  eft  égal  au  produit  des  moyens. 
Or  le  produit  des  extrêmes  eft  le  reétangle  BG  , & le  produit  des 
moyens  eft  le  quarré  de  AB  j donc  le  reétangle  BG  eft  égal  au  • 
quarré  de  AB.  On  a au fli  démontré  (62)  que  l’autre  côté  AC  eft 
moyen  proportionnel  entre  la  bafe  BC  & l’autre  partie  DC.  Or  CF 
ti=  BC  i donc  CF  . AC  : : AC  . DCj  donc  le  reftangle  DF  qui  eft  le 
produit  des  extrêmes , eft  égal  au  quarré  de  AC  produit  des  moyens. 
Nous  avons  donc  le  reélangle  BG  égal  au  quarré  de  AB , & le  lec- 
tangle  DF  égal  au  quarré  de  AC  Or  ces  deux  reâangles  font  les  deux 
parties  du  quarré  BF  j donc  le  quarré  BF,qui  eft  le  quarré  de  l’hypo- 
' ténufe , eft  égal  au  quarré  de  AB  , plus  au  quarré  de  AC. 

Voici  une  démonftration  algébrique  , fondée  fur  les  mêmes  pro- 
portions que  la  précédente.  Le  côté  AB  foit  défigné  par  æ,  le 
côté  AC  par  c , l’hypoténufe  BC  par  , la  partie  BD  par  x ; DG 
fera  b — x.  11  faut  prouver  que  bb  — aa-\-  cc.  On  a la  proportion  , 
BC  • AB  : : AB  . BD  y on  b . a a . x \ donc  bx  — aa-y  c’eft  l’égalité 
du  produit  des  extrêmes  à celui  des  moyens  : on  a aufli  l’autre 
proportion  , BC . AC  : : AC  . DC  , ou  bien  b ,c  c .b  — x ; donc 
pareillement  bb — bx—cc.  En  ajoutant  la  première  équation  à la 
’ fécondé , on  aura  bb — bx  -j-  bx  cc  + aa  , qui  à caufe  des  deux 

termes  — bx-\-bx  y (t  réduit  à l’équation  fuivante , bb-=.  aa-\-  cc. 

1 84.  La  découverte  de  ce  Théorème  , qui  eft  la  quarante  - fep- 
tieme  propofîtion  du  premier  livre  d’Euclide  ,•  eft  attribuée  à 
Pythagore , que  l’on  dit  avoir  immolé  cent  bœufs  à fes  Dieux 
pour  les  en  remercier  , à caufe  du  grand  ufage  qu’on  en  fait  dans 
la  Géométrie.  On  s’en  fert  dans  la  Trigonométrie  pour  trouver 
le  troilîeme  côté  d’un  triangle  reétangle  dont  on  connoît  les 
deux  autres  i fuppofons  , par  e.xemple , que  le  côté  AB  eft  de  6 
pieds  , & le  côté  AC  de  8 pieds , je  dis  que  l’hypoténufe  BG 
contient  nécelfairement  10  pieds  j car  dans  cette  hypothefe  le 
quarré  du  côté  AB  eft  36,  & celui  du  côté  AC  eft  64.  Or  la 
lômme  de  ces  deux  quarrés  eft  égale  au  quarré  de  l’hypoténufe 
BC.  Ainfi  le  quarré  de  BC  fera  100.  Donc  BC  fera-  la  racine 

quairce 
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quarrée  de  ioo,c*eft-à  dire,  queBC  aura  lo  pieds.  Si  on  connoiflbit 
l’hypoténufe  & un  des  côtés  de  l’angle  droit,  on  ppurroit  auflî 
trouver  l’autre  côté  : foit  l’hypoténufe  BC  de  lo  pieds  & le  côté  AB 
de  6,  il  faudra  ôter  le  quarré  du  côté  AB  du  quarré  de  l’hypoté-^ 
nufe  BG , & le  refte  fera  le  quarré  du  côté  AC  : j’ôte  donc  3 6 
de  100,  & le  refte  64  eft  le  quarré  du  côté  AC;  par  conféquent  le  • 
côté  AC  eft  de  8 pieds. 

Lorfqu’on  connoît  les  deux  côtés  qui  comprennent  l’angle  droit 
d’un  triangle , il  n’eft  pas  difficile  de  trouver  la  furface,  il  n’y  a qu’à 
multiplier  un  de  ces  côtés  par  l’autre , & prendre  la  moitié  du 
produit  (141).  Dans  l’exemple  propofé,  il  faut  multiplier  8 par  6 , 
le  produit  eft  48  ; par  conféquent  la  moitié  du  produit,- favoif  24, 
eft  la  furface  du  triangle. 

Nous  avons  démontré  dans  ce  Théorème  que , lorfqu’un  angle 
d’un  triangle  eft  droit , le  quarré  de  la  bafe  de  cet  angle  eft  égal  aux 
deux  quarrés  de  ces  côtés.  La  propofition  inverfe  ou  réciproque  de 
ce  Théorème  eft  encore  vraie,  c’eft-à-dire  que  lî,  dans  un  triangle, 
le  quarré  de  la  bafe  d’un  angle  eft  égal  aux  deux  quarrés  des  côtés , 
cèt  angle  eft  droit  : c’eft  ce  que  nous  allons  démontrer  dans  le 
Corollaire  fuivant. 

CoROLLAIXE  I. 

185.  Un  angle  comme  A eft  droit , lorfque  le  quarré  de  fk  bafe 
£C  eft  égal  aux  quarrés  des  côtés  AB  & AC , & par  conféquent  le 
triangle  eft  reétangle. 

Dbmomstration. 

On  a fait  voir  dans  le  Théorème  que  l’angle  A étant  fuppofé 
droit , le  quarré  de  la  bafe  BC  eft  égal  aux  deux  quarrés  des  côtés» 
Or , les  deux  côtés  AB  & AC  demeurant  de  même  longueur , on 
conçoit  que , fi  l’angle  droit  A diminue  & devient  aigu , la  bafe  BC 
fera  plus  petite , ôc  par  conféquent  fon  quarré  ne  fera  plus  égal  aux 
deux  quarrés  des  côtés  ; 6c  fi  au  contraire  l’angle  droit  augmente  6e 
devient  obtus,  pour  lors  la  bafe  BG  fera  plus  grande;  ainfi,  fon 
quarré  fera  auffi  plus  grand  que  les  deux  quarrés  des  côtés  : donc  le 
quarré  de  la  bafe  d’un  angle  ne  peut  être  égal  aux  deux  quarrés  des 
côtés , fi  cet  angle  n’eft  droit. 

A 

Corollaire  II. 

18 5.  Dans  tout  quarré,  comme  AE,  figure  6^,  le  quarré  de 
la  diagonale  eft  double  du  quarré  A£  ; car , la  diagonale  BC  eft. 

Il  s 
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l’hypoténufe  du  triangle  redlangle  BAC  ; par  conl^quent , le  quarré 
de  la  diagonale  eft  égal  aux  quarrés  de  AB  & de  AG.  Or , ces  deux 
lignes  AB  & AC  font  égales , parce  que  ce  font  des  côtés  d’un 
quarré  i ainfi  leurs,  quarrés  font  égaux  : donc  le  quarré  de  la  diago- 
nale . eft  double  de  chacun  de  ces  quarrés , par  exemple , du  quarré 
• de  AB.  Or,  le  quarré  de  AB  eft  le  quarré  de  AE  j par  conféquent,’ 
le  quarré  de  la  diagonale  BC  eft  double  du  quarré  A£.  ^ 

Corollaire  III. 

fig.  1 87.  Si  on  conftruit  fur  les  côtés  d’un  triangle  reftangle  des  ligures 
femblables , par  exemple , des  cercles  qui  aient  chacun  pour  diamètre 
ou  pour  rayon  un  des  côtés  du  triangle , pour  lors  le  cercle  qui  aura 
pour  diamètre  ou  pour  rayon  l’hypoténufe  du  triangle , fera  égal 
aux  deux  autres  cercles  pris  enfemble  i car , ces  cercles  font  entr’eux 
comme  les  quarrés  des  diamètres  ou  des  rayons  (180).  Or,  le 
quarré  de  l’hypoténufe  eft  égal  aux  deux  autres  quarrés  j par 
conféquent  le  cercle , dont  le  diamètre  ou  le  rayon  eft  l’hypoténufe  , 
eft  égal  aux  deux  autres  cercles. 

Corollaire  IV. 

1 87  5.  Si  on  fait  un  demi- cercle  fur  chacun  des  côtés  du  triangle 
re<ftangle  BAG,  la  fomme  des  lunules  AEIBG  & AFCH,  terminées 
par  les  demi- circonférences , fera  égale  à ce  triangle. 

Démonstration. 

Le  demi-cercle  BAC,  qui  a pouf  diamètre  l’hypoténufe , eft  égal 
aux  deux  autres  demi-cercles  AEB  & AFC  pris  enfemble  (187). 
Donc , fi  on  ôte  les  fegments  ABG  & ACH , dont  le  premier  eft 
commun  au  grand  demi-cercle  & au  petit  AEB , & le  fécond  eft 
commun  au  même  grand  demi- cercle  & à l’autre  petit  AFC,  les 
reftes  des  deux  petits  demi-cercles  feront  égaux,  pris  enfemble,  au 
refte  du  grand,  c’eft-à-dire  , que  la  fomme  des  deux  lunules  fera, 
égale  au  triangle  reûangle  BAC. 

1 87  C.  Si  les  deux  côtés  de  l’angle  droit  de  ce  triangle  font 
égaux , chacune  des  lunules  fera  égale  à un  des  triangles  égaux  ADB 
& ADC , formés  par  le  rayon  perpendiculaire  AD. 

1 87  D.  Il  eft  facile  de  réduire  l’un  ou  l’autre  de  ces  triangles  égaux 
à un  quarré  égal  en  furface  (149) , & par  conféquent  on  peut  quarrec 
la  lunule.  Il  eft  furprenant  que  l’on  ait  trouvé  fi  facilement  la  qua- 
drature de  ces  lunules , qui  font  terminées  chacune  par  des  portions- 
de  différentes  circonférences,  & qu’on  n’ait  pu.découvrir  la  quadra»- 
ture  du  cercle , qui  eft  terminé  par  une  feule  circonférence. 

i 


J 


L ! V R.E  SECOND. 

1 &7  E.  On  peut  fe  fervir  du  premier  Corollaire  ( art.  185)  pour 
élever  une  perpendiculaire  fur  une  ligne  à un  point  donné.  Soit  le 
point  B,  figure  68 , fur  lequel  il  faut  élever  une  perpendiculaire  à la 
ligne  BD  fil  faut  de  ce  point  matquer  avec  le  compas  cinq  parties 
égales  de  la  longueur  qu’on  voudra , qui  forent  terminées  par  les 
cinq  points  ij  2,  enfuite  , du  point  B , comme  centre, 

& de  l’intervalle  B 3 , qui  contient  trois  de  ces  parties , on  décrira  un 
arc  au-defius  du  point  B & du  point  4 5c  de  l’intervalle  B 5 , qui  ' 
renferme  les  cinq  parties , on  décrira  un  autre  arc  qui  coupera  le 
premier  à un  point  comme  A.  Si  on  tire  une  ligne  du  point  d’inter- 
îeéBon  A au  poiot  B , elle  fera  perpendiculaire  fur  la  ligne  BD,  Pour 
le  prouver , il  faut  mener  la  ligne  A4,  bafe  de  l’angle  B , elle  con- 
tiendra par  la  conftruétion  cinq  parties  égales  : d’ailleurs , B 4 en 
renferme  quatre,  & AB  en  contient  trois.  Ces  trois  lignes  peuvent 
donc  être  exprimées  par  les  nombres  5,48c  5.  Or  25,  quarré  de  5 , 
eft  égal  au  quarré  de  4 , plus  au  quarré  de  3 ; ainli , le  quarré  de  la 
bafe  de  l’angle  B eft  égal  aux  deux  quarrés  des  côtés  : donc  cet 
angle  droit  j par  conféquent , ces  deux  côtés  font  perpendiculaires 

l’un  à l’autre. 

Théorêmb  V. 

188.  Dans  un  triangle  amblîgone y c*efi-a-dire , qui  a un  angle 
obtus  , le  quarré'  de  la  bafe  de  l* angle  obtus  ejl  e'gal  aux  quarrés  des 
deux  autres  côtés  , plus  deux  fois  le  produit  du  côté  fur  lequel  on  a 
tiré  line  perpendiculaire  de  V angle  oppofé,  par  fin  prolongement 
jujqiéà  la  perpendiculaire." 

Soit  le  .triangle  ambligone  BAC,  dont  l’angle  A eft  obtus.  Qiie 
l’on  tire  du  forhmet  de  l’angle  B la  perpendiculaire  BD  fur  le  côté 
oppofé  AC  prolongé  : je  dis  que  le  quarré  de  BC  eft  égal  aux 
deux  quarrés  de  AB  & de  AC , plus  deux  fois  le  produit  de  AC 
par  AD  ; j’appelle  b la  bafe  BC , a le  côté  AB , c l’autre  côté  AC , 
d le  prolongement  AD  du  côté  AC,  CD  fera  c Il  faut  prouver 
que  éé=<xÆ-j-cc-j- 2Cié 

Démonstration. 

•r*. 

. Le  triangle  BDC  eft  reélangle  à caufe  de  la  perpendiculaire  BD  $ 
^ par  conféquent  le  quarré  de  la  bafe  BC  , favoir  hh , eft  égal  aux 
quarrés  de  BD  8C  de  CD,  Or,  le  quarré  de  BD  eft|  aa  — dd;  car,  le 
triangle  BDA  eft  reûangle  , & par  conféquent  le  quarré  de  l’hypo- 
ténufe  AB  eft  égal  aux  deux  quarrés  de  BD  & de  AD  : donc  , en 
retranchant  le  quarré  de  AD  du  quarré  de  AB , le . refis  fera  le 

y i j 
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quarré  de  BD  : ainfi , le  quarré  de  BD  eft  aa — dd;  & d’ailleurs>  le 
quarré  de  CD  eft  cc-\-7.cd’\~dd.^  puirque  CD=c4-‘^>  Donc  on 
9MXSibb=zaa — dd-\"cc-^2cd-\‘dd-,  ou  bien,  hb-=.aa-\-cc-^2cdi 
ce  qu’il  falloit  démontrer. 

Thbo&êmb  VI. 

189.  Dans  tout  triangle  recliligney  le  quarré  de  la  hafè,  oppoji* 
à un  angle  aigu , ejl  e'gal  aux  quarre's  des  deux  autres  côtés  moins 
deux  fois  le  produit  du  côté  fur  lequel  on  a tiré  une  perpendiculaire 
de  l* angle  oppof",  par  la  ligne  comprife  entre  la  perpendiculaire.  & 
le  fommet  de  Vangle  aigu. 

lig.  71.  Soit  le  triangle  BAC  dont  l’angle  A eft  aigu  , dans  lequel  on 
tire  de  l’angle  B la  perpendiculaire  BD  fur  le  côté  oppofé  AC  : je 
dis  que  le  quarré  de  la  bafe  BC  eft  égal  aux  quarrés  des  côtés 
AB  & AC , moins  deux  fois  le  produit  de  AC  par  AD.  J’appelle  é 
la  bafe  BC , a le  côté  AB , c l’autre  côté  AC , d h ligne  AD  ; 
CD  fera  c — d,  fi  l’angle  C eft  aiguj  CD  fera  nulle  ou  zéro,  li 
cet  angle  C eft  droit , car  alors  la  perpendiculaire  BD  n’eft  pas 
différente  de  la  bafe  BC  Enfin > CD  fera  d — c,  fi  l’angle  C eft 
obtus  ; car , dans  ce  cas , CD  n’eft  qu’une  partie  de  AD , à caufe  que 
la  perpendiculaire  tombe  au  dehors  du  triangle  du  côté  de  l’angle 
obtus.  11  faut  prouver  que  hh=.aa-\-cc — ^cd. 

DÉM.0MSTB.AT10M. 

A caufe  de  la  perpendiculaire  BD,  le  triangle  BDC  eft  reâangle  : 
donc  le  quarré  de  l’hypoténufe  BC , favoir  bh  y eft  égal  aux  quarrés 
de  BD  & de  CD.  Or , le  quarré  de  BD  eft  aa  — dd{  car , le  triangle 
EDA  eft  aufiî  reâangle  : ainfi , le  quarré  de  AB  eft  égal  aux  quarrés 
de  BD , plus  à celui  de  AD  ; par  conféquent , fi  du  quarré  de  AB  on 
retranche  celui  de  AD , le  refte  fera  le  quarré  de  BD  : ce  quarré  eft 
donc  aa — dd.  D’ailleurs,  le  quané  de  CD  eft.cc — xcd-\-ddy  parce 
que  CD=c — d;  car,  nous  fuppofons  d’abord  que  l’angle  C eft 
aigu.  On  aura  donc  bb=.aa  — dd-\-  cc  — 2cd  -J-  dd;  ou  bien  , 
hbz=aa-\-cc — zcd : ce  qu’il  falloit  démontrer. 

11  eft  facile  de  faire  voir  que  ce  Théorème  eft  vrai , quoique 
l’angle  C foit  droit  ou  obtus.  Suppofons-le  droit;  alors  bbzzzaa 
— ce  y parce  que  a ou  AB  devient  la  bafe  d’un  angle  droit  : d’ail- 
leurs aa = cc  eft  la  même  chofe  que  aa  + cc> — 2CC  ; ainfi  bb=aa 
H"  cc  — 2CC.  ' Or , quand  l’angle  C eft  droit  AD = AC , ou  bien 
d=zc:  donc  cd==:ccf  par  conféquent  on  peut  mettre  zed  à la  place 
de  acc , & on  aura  bb;=aa-^ cc^zcéU. 
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Enfin,  quand Pangie  C eft  obtus,  on  trouve auffi  hh-=.aa.’\-cG 
I — comme  il  paroîtra  en  relifant  la  démonfiration  du  premier 
cas;  il  faut  feulement  obferver  que,  dans  ce  tioifîeme  cas,  la 
partie  CD  eft  d — c,  & non  pas  c — d» 

Théokêmb  vil 

iZÿB*  Si  les  deux  côte's  de  l*  angle  droit  d*un  triangle  réel  angle 
Jo^it  Vun  le  coté  d*un  exagone  régulier , & Vautre  le  côté  d‘uii 
décagone  re'gulier , injerits  tous  les  deux  dans  le  meme  cercle , 
Vhypoténuje  de  ce  triangle  fera  le  côté  du  pentagone  régulier 
injerit  dans  le  même  cercle. 

Il  n’y  a qu’à  démontrer  que  le  quarré  du  côté  du  pentagone 
eft  égal  au  quarré  du  côté  de  l’exagone , plus  au  quarré  du  côté 
du  décagone  ÿ car  delà  pofé , il  s’enfuivra  que , fi  les  deux  côtés  de 
i’angle  droit  font  l’un  le  côté  de  l’exagone , & 4’autre  le  côté  du 
décagone,  l’hypoténufe  fera  le  côté  du  pentagone  (183). 

Préparât  ION.  Soit  AB  le  côté  du  pentagone  (figure  73), 
l’arc  ADB  contiendra  72  degrés,  parce  que  72  eft  la  cinquième 
partie  de  360.  Si  on  divife  cet  arc  en  deux  parties  égales  au 
point  D,  & qu’on  tire  les  deux  cordes  AD,  BD,  les  deux  arcs 
AED,  BFD  feront  chacun  de  36  degrés,  ôc  les  deux  cordes  de 
ces  arcs  feront  des  côtés  du  décagone  inferit.  11  faut  tirer  les  deux 
rayons  CA , CB  qui  feront  des  côtés  de  l’exagone  inferit , & mener 
l’autre  rayon  CE  perpendiculaire  fur  la  corde  AD , il  coupera  l’arc 
AED  en  deux  également  (Liv.  1,  art.  105  ).  Enfin,  on  tirera  GD^ 
qui  fera  égale  à GA , parce  que  tous  les  points  de  la  perpendiculaire 
CE  font  également  éloignés  chacun  des  deux  extrémités  de  la 
corde  AD.  11  eft  évident  que  le  quarré  du  côté  AB  du  pentagone 
eft  égal  au  reâangle  de  AB  par  BG,  plus  au  reâangle  de  AB  par 
AG , puifque  BG  & AG  font  les  deux  parties  de  AB.  il  faut  donc 

prouver,  i®.  que  AB  x BG=CB  qui  eft  le  quarré  du  rayon  ou  du 

côté  de  l’exagone,  2^.  que  ABxAG=AD  qui  eft  le  quarré  du 
côté  du  décagone. 

DéKOHSTRATIOM. 

I®.  A'BxBG=CB.  Les  deux  triangles  AGE,  CGB  font  fem»* 
blables;  car,  les  deux  angles  A & B du  triangle  ACB  font  égaux ^ 
parce  qu’ils  font  oppofés  aux  côtés  CA  & CB  qui  font  des  rayons  $ 
& d’ ailleurs  y ces  angles  font  chacun  de  54.  degrés  : puifque  l’angle 
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au  centre  ÂCB  étant  de  72  degrés , il  faut  que  la  fdtnme  des  deux 
autres  A & B foit  de  1 08  degrés  ; par  conféquent , ces  angles  étant 
égaux,  chacun  des  deux  vaut  54  degrés:  pareillement,  les  deux 
angles  B & C du  triangle  CGB  font  chacun  de  54  degrés.  Cela  eft 
évident  par  rapport  à l’angle  B qui  eft  commun  aux  deux  triangles. 
De  même,  l’angle  BCG  ou  BCE  vaut  auffi  54  degrés,  parce  que 
l’arc  BDE,  qui  en  eft  la  melure , égale  l'arc  BFD , plus  l*arc  DE , 
dont  le  premier  eft  de  3 6 degrés , & le  fécond  de  1 8 , moitié  de  3.6. 
Or  56,  plus  18,  font  54.  L’angle  BCG  contient  donc  54  degrés; 
ainfi , les  deux  triangles  ACB  & CGB  font  femblables , & les  côtés 
AB  & CB  du  premier  font  homologues  aux  côtés  CB  & BG  du 
fécond. . On  aura  donc  la  proportion  AB  . CB  : : CB  . BG.  Donc 

ABxBG=CB;  

2'’.  ABxAG:ï=AD.  Les  deux  triangles  ADB,  AGD  font 

femblables , puifqu’étant  tous  deux  ifoceles , comme  il  paroît  par 

la  préparation , l’angle  GAD , qui  eft  un  des  deux  angles  égaux 

dans  l’un  & l’autre  triangle , eft  commun  à ces  deux  triangles •; 

par  conféquent  ils  font  femblables , 5c  les  côtés  AB  5c  AD  du 

premier  font  hom«logues  aux  côtés  AD  5c  AG  du  fécond  : on 

aura  donc  là  proportion  AB  . AD  : : AD  . AG;  ainfî  ABx 
% 

AG  = AD  : ce  qu’il  falloit  démontrer. 

TnioREMB  VIII. 

• • 

1 90.  De  tous  les  polygones  réguliers  ifopérimetres  ^ c*ejl-à  dire  * 
qui  ont  des  périmètres  égaux  > celui  qui  a le  plus  de  côtés  ejl  plus 
grand  en  fùperjicie. 

Démonstration. 

) 

Le  quàrré  5c  le  pentagone  de  la  figure  67  font  fuppofés  réguliers 
& ifopérimetres  : je  dis  donc  que  le  pentagone  eft  plus  grand  que  le 
quarré  ; car , fi  l’on  infcrit  un  cercle  dans  l’un  6c  l’autre  polygone  , 
& qu’on  tire  les  rayons  CA  6c  CB , on  verra  que  le  pentagone  eft 
égal  au  produit  de  la  moitié  de  fon  périmètre  par  le  rayon  CB  (145)  y 
& que  le  quarré  eft  aulll  .égal  au  produit  de  la  moitié  de  fon  péri- 
mètre par  le  rayon  CA  ; ainfi , puifque  les  périmètres  font  égaux , le 
pentagone  5c  lé  quarré  font  comme  les  rayons  CB  6c  CA.  Or,  le 
rayon  CB  eft  plus  grand  que  le  rayon  CA  ; car , fi  ces  deux  rayons 
étoient  égaux,  leurs  cercles. feroient  égaux,  6c  par  conféquent  le 
périmètre  du  pentagone  feroit  moindre  que  celui  du  quarré.,  parce 
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que  de  tous  les  polygones  réguliers  circonfcrits  à des  cercles  égaux , 
celui  quLæJeplus  de  côtés  a un  moindre  périmètre  (82).  Or,  les 
périmètres  du  pentagone  & du  quarré  font  fuppofés  égaux  : donc 
le  cercle  du  perrtagoné  eft  plus  grand  que  celui  du  quarré  ; donc  le 
rayon  CB  eft  plus  grand  que  CA } ainft , la  furface  du  pentagone  eft 
plus  grande  que  celle  du  quarré. 

On  peut  démontrer  la  même  chülè  de  deux  autres  polygones 
réguliers  ifopérimetres,  dont  l’un  auroit  plûs  de  côtés  que  l’autre. 

Cor  0LXA.1RB. 

191.  Le  cercle  étant  un  polygone  régulier  d’une  infinité  de 
côtés , il  contient  plus  de  furface  q^e  toute  autre  figure  dont  le 
périmètre  eft  égal. 

192.  Remarquez  que , fi  un  quarré  & un  rediangle  oblong  font 
ifopérimetres , le  quarré  eft  plus  grand  que  le  reâangle.  Suppofons , 
par  exemple , un  quarré  dont  chaque  côté  ait  1 o toifes , ôc  un  rec- 
tangle dont  la  bafe  ait  u 5 toifes , & le  côté  perpendiculaire  à la  bafe 
en  ait  5,  le  périmètre  du  quarré  fera  de  40  toifes,  auftî  bien  que 
celui  du  rfeftangle  j cependant  le  quarré  contiendra  1 00  toifes  quar- 
rées  de  furfaces,&  le  redangle  n’en  contiendra  que  75.  On  peut 
inférer  dedà  qu’entre  les  re<ftangles  oblongs  ifopérimetres , ceux  qui 
approchent  plus  de  la  figure  du  quarré  font  plus  grands  que  les  autres  : 
par  exemple , un  reftangle  dont  la  bafe  eft  de  1 2 toifes  & le  côté  de  8, 
eft  plus  grand  que  celui  dont  on  vient  de  parler , quoiqu’ils  aient  des- 
périmètres  égaux.  11  paroît  par- là  que  deux  fonds  de  terre , comme 
deux  p^rcs  ou  deux  jardins , &c.  peuvent  être  inégaux , quoique  les 
contours  des  murailles  qui  les  enferment  foient  égaux. 

Ori  peut  démontrer  les  deux  parties  de  cet  article  192  d’une 
maniéré  générale , par  le  moyen  de  l’algebre. 

1 Le  quarré  eft  plus  grand  que  le  reâangle  ifopérimetre.  Le 
côté  du  quarré  foit  nommé  c,  la  bafe  du  reétangle  é,  & la  hau- 
teur a : il  faut  prouver  qup  cc  eft  plus  grand  que  ab , ou  que  ab  eft 
moindre  que  cc.  Le  périmètre  du  redangle  eft  aa-j-aé,  & le  péri- 
mètre du  quarré  eft  4c.  Mais , par  l’hypothefe , ces  deux  périmè- 
tres font  égaux  : donc  leurs  moitiés  font  égales  ; ce  qui  fe  marque 
en  cette  maniéré  : 2c.  Or , de-là  il  luit  que,  fi  on  fuppofe  la 

bafe  du  reftangle  plus  grande  que  fa  hauteur , de  la  différence  égale- 
à 2i/,  on  aura  <z=c  — dy  & b:=c-^d,-  car,  les  deux  quantités  a- 
& b étant  inégales , la  plus  petite  doit  être  égale  à la  moitié  de  la 
ibmme  moins  la  moitié  de  la  différence,  & la  plus  grande  eft: 


N 


i(fo  ÉLÉMENTS  DE  GÉOMÉTRIE. 

Fiÿ.  tf7.  égale  à la  moitié  de  la  fomme , plus  la  moitié  de  la  différence 
( Liv.  III  des  Equations , Problème  II  ).  Or , la.  moitié  deJa  fomme 
eil  c , puifque  la  fomme  ^ -f-  ^ égale  à zc , & la  moitié  de 
la  différence  eft  d ; ainfi  a z=  c — </,  & é ==  c -j-  </.  Ol^,  fi  on  multiplie 
la  première  de  ces  équations  par  la  fécondé»  on  trouvera  ab—cc 
— cd-{-cd — ddy  ou  ab=cc — dds  par  conféquent , le  reétangle  ab 
efl  moindre  que  le  quarré  ce  de  la  quantité  marquée  par  ddy  qui  efl 
le  quarré  de  la  demi-différence  entre  la  hauteur  & la  bafe  du  reâ; 
On  peut  donc  dire  en  général  que  » quand  un  quarré  & un  reclangle 
Jont  ijopérimetres , le  quarré  ejl  plus  grand  que  le  rectangle  de  la 
quantité  dd , c*eft-à-dire , du  quarré  de  la  moitié  de  la  différence 
entre  la  hauteur  & la  bafe  du  reSangle,  Dans  l’exemple  rapporté 
ci-defTus  » la  différence  entre  la  bafe  1 3 & la  hauteur  5 efl  10,  dont 
la  moitié eR  3 ; ainfi,  le  quarré  de  la  moitié  de  la  différence  eR  23. 
Or , 23  eR  précifément  l’excès  du  quarré  qui  a 100  coifes  de  furface 
fur  le  reftangle  qui  en  a 7 5 . 

• 2®.  Un  reétangle  eR  plus  grand  qu’un  autre  reÔangle  ifopéri- 
métré , qui  approche  moins  que  le  premier  de  la  figure  du  quarré  , 
c’eR-à-dire , dont  la  différence  entre  la  bafe  & la  hauteur  eR  plus 
grande  que  celle  du  premier.  Cela  paroît  clairement  par  l’équa- 
tion ab—cc — ddi  car,  elle  fait  connoître  que,  plus  la  quantité  dd 
eR  petite , plus  aufÏÏ  la  grandeur  du  reâangle  ab  approche  de  celle 
du  quarré  cc. 

1 9 Il  fuit  de  cette  démonflration  que , fi  on  partage  une  grandeur 
comme  une  ligne , un  nombre , en  deux  parties , & qu’on  les  multi- 
plie l’une  par  l’autre , le  produit  qui  en  réfidtera  fera  plus  grand  y Ji 
les  deux  parties  font  égales , que  ji  elles  font  inégales  y 5*  en  les.  fîip~ 
pofant  inégales , le  produit  fera  d*  autant  plus  grande  que  la  différence 
des  deux  parties  fera  petite.  Prenons  pour  exemple  le  nombre  20  , 
& qu’on  le  partage  en  deux  parties  égales , 10  & 10,  le  produit 
fera  1 00  y mais , R on  prend  14  & 6 , qui  font  deux  autres  par- 
. tiesde  20,  le  produit  eR  84-  Or,  100  e^  plus  grand  que  84.  Au 
lieu  de  14  & 6,  fi  on  divife  20  en  ces  autres  parties  12  & 8, 
qui  different  moins  entr’elles  que  14  & 6,  on  aura  le  produit  96 
plus  grand  que  84.  Pour  voir  comment  cela  fuit  de  ce  qu’on 
vient  de  dire  dans  la  démonRration  précédente,  appelions  2c  la 
ligne  ou  le  nombre , les  deux  parties  égales  feront  c & c .* 
nommons  aufli  les  parties  inégales  a 6c  b,  8c  leur  différence  2</, 
oh  aura  a-\-bt=:2Cy  8c  en  fuppofant  a moindre  que  b y on  aura 

jiuffi  a=:c—dy_8cb:=:ç>j-di  d’où,  par  la  multiplication , on  con- 
clura 
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clura  réquation  ab  = cc  — dJ  y dans  laquelhs  ah  défîgne  le  produit  • 
îles  parties  inégales  ; & ce  marque  le . quarré  ou  le  produit  des 
parties  égales-  Or  U’  eft  vifîble  par  cette  derniere  équation  que  ab  eft 
moindre  que  cc , favoir  de  la  quantité  dd.  De  plus  il  eR  pareillement 
évident  que  ab  approchera  plus  de  cc  , ou  fera  d’autant  plus*  grand 
que  la  différence  entre  a ^b  fera  plus  petite.  Les  propolitions  du 
ieeond  Livre  d’Euclide  fe  démontrent  avec  la  même  facilité , en 
employant  aufïï  Talgebre.  Nous  l’avons  déjà  éprouvé  dans  le  cinquiè- 
me Ôc  le  fîxieme  Théorème  qui  font  la  douzième  6c  la  treizième  pro- 
pofîiion  du  même  Livre  de  cet  Auteur  : Nous  appliquerons  dans  la 
fuite  la  même  méthode  aux  autres  propofîtipns  du  fécond  Livre  d’Ëu- 
clide  qui  n’ont  pas  encore  été  démontrées  dans  nps  Elémens. 

T H £ O R -E  M B IX.-' 

1 94.  Le  quarré  circonferit  au  cercle  , ou  le  quarré  du  diamètre  ejl  à 

la  futd'ace  du  cercle»comme  le  diamètre  ejl  au  quart  de  la  circor^érence, 

♦ 

Démonstration. 

• I I 

^ • • 

Soit  le  cercle  de  la  Figure  68 , qui  eft  égal  au  triangle  CED  ^ 
dont  la  hauteur  eft  le  rayon  CB  , & la  bafe  eft  une  ligne  droite 
égale  à la  circonférence.  Ce  triangle  eft  égal  au  reélangle  EK  de 
même  hauteur,  & dont  la  bafe  n’eft  que  la  moitié  de  celle  du 
triangle.  Enfin  le  reélangle  EK  eft  égal  à l’autre . reéfangle  EL  , 
qui  n’a  que  la  moitié  de  la  bafe  du  premier  reétangle  , mais  qui 
a une  hauteur  double  i c’eft- à-dire , que  le  reftangle  EL'  a pour  ^ 
bafe  le  quart  de  la  circonférence  , & pour  hauteur  le  diàmetre. 

Si  on  compare  FA , qui  eft  le  quarré  du  diamètre , avec  ce  rec- 
tangle , on  verra  que  ces  deux  figures  , ayant  même  hauteur , font 
comme  les  bafes  FB  & EH,  Ôr«  FB  eft  égale  au  diamètre  AB‘, 
puifque  ces  deux  lignes  font  des  côtés  du  même  quarré  : d’ailleurs 
l’autre  bafe  EH  eft  égale  au  quart  de  la  circonférence  ; donc  le 
quarré  FA  eft  au  reétangle  EL  , comme  le  diamètre  eft  au  quart 
de  la  circonférence  : ce  qu’il  falloit  démontrer. 

Dém  O NST  RATION  PAR  LETTRES.  Le  diamètre,  foit 
appellé  d y 8c  h circonférence  c , le  quarré  du  diamètre  fera  dd  : 
or,  le  cercle  étant  égal  au  produit  du  rayon  ou  du  demi-diametre 

H c 

par  la  demi-circonférence  , il  faut  multiplier'*  parr^  & le  produit 
'Mera  la  furface  du  cercle.  Ainfi  le  quarré  du  diamètre  eft  au  cer- 

€d 

çle  comme  eft  à ^ . Or , fi  oh  divife  ces  deux  quantités  par  les 

1 1.  Partie.  K 
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L 

quotiens  dSc  ^ feront  en  même  raifon.  Par  confôquent  le  quarré  du 

r 

diamètre  eft  au  cercle , comme  le  diamètre  ed  à ~quartde  la  cir-t 
conférence. 

Le  rapport  du  diamètre  à la  circonférence  étant  à peu  prés  égal  à 
celui  de^à  aa,  ou  de  14  à 44^  fî  on  prend  te  quart  de  44  ,quied  1 
on  trouvera  que  le  quarré  circonfcric  au  cercle  > ou  le  quarré  du  dia^ 
métré  ed  au  cercle  environ  comme  1 4 ed  à 1 1 . Si  on  fe  fert  du 
rapport  de  1 06  à ^ 3 3 ou  de  4 24  à 1 3 3 2 ( ces  deux  derni^  nombres 
(ont  les  produits  des  deux  premiers  multipliés  par  4 ) , on  trouvera 
que  le  quarré  circonfcrit  ed  au  cercle  à peu  près  comme  424  ed  à 33  3^ 
qui  ed  le  quart  de  1 3 3 2 : ce  rapport  ed  plus  grandque  celui  de  1 4 à 
1 1 i il  ed  aufli  un  peu  plus  grand  que  le  véritable  rapport  du  quarré 
du  diamètre  au  cerclé. 

(94  B.  On  peut  fe  fervir  du  rapport  de  414  à 3 3 3 pour  trouver  la 
furface  d’un  cercle  dont  on  connok  le  diamètre  : il  n’y  a qu’à  faire  une 
proportion  dont  les  deux  premiers  termes  foient424 , 333  le  troi* 
îierae  foit  le  quarré  du  diamètre  donné  , le  quatrième  fera  à peu  près 
la  fucface  cherchée  : je  dis  à peu  près , parce  que  333  étant  un  peu 
moindre  que  le  quart  delà  circonférence  dont  le  diamètre  ed  424 , 
le  quatrième  terme  doit  aulli  être  un  peu  plus  petit  que  la  furface 
qu’oii  cherche  ; mais , comme  la  différence  fera  peu  de  chofe , elle 
pourra  être  négligée  , à moins  que  le  diamettre  donné  ne  foit  exprimé 
par  un  grand  nombre.  Si , au  lieu  du  rapport  de  4 1 4 à 3 3 3 , on  em^ 
* ployoit  celui  de  452  à 355  fondé  fur  le  rapport  de  Métius , qui 
ed  de  1 1 3 à 3 5 5 > le  quatrième  terme  feroit  tant  (bit  peu  plus  grand 
que  la  furfacë  cherchée  ; mais  il  en  approcheroit  un  peu  davantage 
que  celui  qu’on  trouve  par  le  rapport  de  424  à 333. 

4 " 

■THBb&EMÊ  X. 

1 94  C,  Le  triangle  rigidiet  circonfcrit  ejl  quadruple  du  triangle 
régulier  infcrit  au  même  cercle.  Figure  4 , PI.  Xll. 

Démo  nst&àtioh. 

t \ 

% 

On  a prouvé  ( 102  C.  ) que  le  rayon  droit  du  triangle  circon* 
fcrit  ed  double  du  rayon  droit  du  triangle  infcrit  : c’ed-à^dire  , 
que  ces  rayons  font  entr’eux  comme  a à i . Or  , les  deux  triangles 
font  des  figures  femblables  , puifqu’ils  font  réguliers.  Par  con- 
féquent  ils  font  enir’êuz  cotniue  les  quarrés  des  rayons  droits 


J 
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( 1,7  5()i,. mais  ces  quarrésfont4&  i-  Pojtïc  le  ..premier  tri#i\d^elt 
quadruple  du  fécond,  j ce.  qu’il  fajilpjt  dèmootrej-.  . ..  . 

1 94  D.  Remarque , ,fi  bn  iiafçrivoi,t  ph  Cfrele  aujtriao^e.  ri^lief 
EFG,  le  cercle  circonfçrit  au  meme  *triaDglê  feroit  ^uffi  quîiaru- 
ple  du  cercle  infcrit , p^rce.  (]ue  le  fÜyon  Cli  .du  premier  percfe 
ferpit  double  4q  rayon  CL.dji/eeoad.  ^ . ‘ j/.  - ..  . ' , 


Thé  o'H'4  -«  'B  X I. 
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i>94£.X.e  qu(irre  cîrconjcrii Qu  le  qii<irr/ dudifimcUi'eifiti/^ç^rcîe 

ejl  double  du. quArre  iojçrit. au  mêiïifi  cercle.  Figure  5,  PJ,  XH* 

Soit  le  quarré  dreonferit  ABDE  ^ & Je.qqarré  infcrit  ÉGJfïX , ^ 
premier  e^  le  .double  du  fécond.  Pour  .prpi^ç^, 
deujL  diamètres  FH  & IL , dont  le  premier  foit  une  diagonale  du 
quarré  infcrit , & le  fécond  foit  ^^railelle^aq  côté  AB  du  quarré  cir- 
conferit. 


t • - • * T 

D .E  m 'O -»  s T B.  i.T'l  O'iï.*'- 
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' La  diagotialé  FH  eft  Phÿpbté^iffe  dii  FGH  : 

pdT' cotiféquetit  le  quaaifé- de  edfte  ^àgimalè  dft '^ég'al  qûarrés 

de$''dotés^FG  & OH.  Qr  -ceÿ  detïjr-  ’ li^és-filflt  ^ales^  ' pm  '4« 
ibnt  -des  côt^  du  quarré  infcrit  : -donc  'le  quânié  de  la  diagonale  eft 
double  du  quarré  de  chacun  decéà  cÔté^  j-paf  exemple  de^G 'j  «(Sais 
d'aMleurs  le  quarté,  du  côté  FG*eftle  qiiïlrré'iwême  infcpit  Pair  cdnfé- 


— ' — O 3 • w— ^ 7 . , 

<kcetJ  autrediametroeftégal  au^ôté  AS-jilu  ijtttrré  circoiifeflt.'Dond 
te  quarré  du  côté  A'B , c’eft-à-dire  , le  quarré  circonferit  eft  dou- 
ble de  celui  qui  eft  inferit  ; ce  qu’il  ^lloit  démontrer,  * 

Ï94  ^’.^Rjemarqiÿe Il  onjnfcrivoit'  ihy^'cercle  àii  quarré  KG,  lé 
cercle  drconrcrit  auiiiîÔmè-quarré  ‘férQÎ&dbübîe  du  éerele  infcrit  ' ,^ 
^roe  q«e  le-quarré-ÊB  du  diatnetré>Ily idù  premier  éet^eiéft  doublé 
du  quàrré^XIy du  diamètre  OP-du'fecohli.-  • • - • ^ ' - ' ' ‘ * 

< i94<?.On  afait  voir(  i54)  '^ïe*lé'qüarrééiticonfcrtt,  ou  ,*  eequi 

f evient  au  même  ^ le  quarré  du  diamètre  du  cerclé  <eft  à ,là  furfaeç 
du(Cetcle  ,^mnië  le  ifialnctre  éft  ad^uaTtdèlàdrcbdfércrtèe.' Ainfi, 

fwifqué'le  quarré  infçfltri’eft  quél^  moitié  du  ^aàrféWrirconfcTÎt"^^^  il 

s’enfuit  que  'le' quarré  infcrit-âl  au-cerde'  cotiime  le  rayon  eft‘^u 
quart  de  la  circonférence , ou  -corume-le  diamètre  éftIi'Ta  moitîé  de 
la ç» conférence 5 c-eft-à-dire  j'àpeu  prèsicomme  7 èftà  I t.i  jaipitié 

4Ê6“29»  i,  J - , . . . ' 


• J J ^ \j  , 1 % i ^ t 


* • 


j^4  ÉLÉMENTS  DE  GÉOMÉTRIE. 

■ 194  fl.  Il  paroît  par  ces  deui  derniers  Théorèmes , que  deux  poly- 
gones.réguliers  femblables  , dont  fun  eft  circonfcrit  & l'autre  infcrit 
àu  même  cércle^font  d’autant  moins  différents  qu’ilsontun  plus  grand 
nombre  de  côtés  , puifque  le  triangle  circonfcrit  eft  quadruple  du 
triangle  infcrit , & que  le  quarré  circonfcrit  n’eft  que  le  double 
du  quarré  infcrit  : de  forte  que,  fi  les  deux  polygones  avoient  chacun 
un  nombre  infini  de  côtés , leur  difiérence  deviendroit  nulle , 6c  ils 
fe  confqpdroient  l’un  ôc  l’autre  avec  le  cercle. 

1 94  /.  Il  paroit  aufti  par  les  deux  remarques  qui  fuiventles  deux 
Théorèmes  précédents , que  fi  on  circonfcrit  & on  infcrit  des  cer- 
cles au  même  polygone  régulier , les  deux  cercles  feront  d’autant 

moins  diftérents  entr’eux  que  le  polygone  aura  plus  de  côtés. 

* * » 

I 

■ • ■ • . ' • * ' P R-  O B t Æ M E I.  ' 

I 

194  K.  Taire  un -cercle-égal  k lafomme  deplu/ieurs  autres  cercles 
donnés- 

; ■ La  Iblütiqn'  'çe  Problème,  fè  déduit  jdu  troifième  Corollaire 
( dans  lequel  pn  dit  que  des  trois  figures lêmblables  conftruites 
À»r  leSf  çôtés.d’un  triangle  rçét^ngle  , celle  , qui  eft  faite  fur  l’hypo* 
ténufé  eft  égale  à la  îbmme  des  deux  autres.  U faut  ûire  un  angle 
droit  dont  les  côtés  AX  6c  AY,Fig.  8 ,P1.  XII,  foient  prolongés  indér 
finiment  J enfuite  il  faut  :prendre  avec  le  coU)pas  la  longueur  du 
rayon, du  premier  cerçle-,;  6c  mettre  une  de.s  pointes  du  compas 
fur  A , pour  marquer  fur  le  côté  AX  la  longueur  de  ce  ràypn  ( fup- 
pofons- le  égal  à AB)  :JI  faut  de  même  prendre  la  longueur  du  rayon 
du  feçond  cercle , 6c  la  marquer  fur  AY  ( fupppfons  auffi  ce  rayon 
égal  à AC  ) J après  cela  tirez  la  bafe  BC  : il  eft  évident  que  le  cer- 
cle, qui  aurojt,  pour  rayon  BC,  ferpit  égal  - aux  deux  premiers  pris 
enfetnble.  Cela  é^^ut  fait , prepez  fur  AX  la.  partie  AD  égale  à la 
bafe.  BC  : prenez  .de  même  fur  . A Y la  partie  A£  égale  au  rayon  du 
troifieme  cercle,  6c  tirez 'la  fécondé  bafe  DE  ; le  cercle  qui  aura 
cette  feçpnde  bafe  pour  rayon  fera  égal  au  troifieme  cercle  donné  , 
plus  à celui  qui  a pour  rayen  AD.  Or,  ce  dernier  eflégal.à  la 
îbmme  des  deux  premiers  : donc,,  le  cercle  qui  aur^  pour  rayon 
DE  fera  égal  aux  trois  premiers  ççrcle^  donnés.  Il  faut  cemtinuer  de 
la  même  maniéré  : ainfi  prenez  AF  égal  à > & AG  égal  au  rayon 
du  quatrième  cercle  donné , 6c  tirez  FG  ; le  cercle  qui  aura  pour 
rayon  FG , fera  égal  au  quatrième  , plus  à celui  dont  le  rayon 
eft  AF.  Par  conféquent ce  cercle  dont  le  rayon  eftFG , eft  ég^  L.la 
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fomme  des  quatre  premiers  cercles  donnés.  On  continuera  de  la 
même  maniéré  s’il  y a plus  de  quatre  cercles  donnés. 

194  L.  Si  les  cercles  donnés  étoient  égaux , le  cercle  de  la  pre<> 
iTiiere  bafe,  c’eft-à-dire  quiauroit  pour  rayon  la  première  bafe , feroit 
double  d’un  des  cercles  donnés  ; le  cercle  de  la  fécondé  bafe  feroit 
triple , le  cercle  de  la  troifieme  feroit  quadruple  j ainfi  de  fuite.  On 
tire  de>là  une  méthode  de  faire  un  cercle  qui  foit  multiple  d’un  autre 
cercle  donné. 

1 94  M.  On  pourroit  de  même  trouver  un  polygone  égal  à plufîeurrs 
polygones  femblables , en  prenant  à la  place  des  rayons  les  côtés  ho- 
mologues ou  les  lignes  femblablement  tirées.  On  peut  aufli  de  la  même 
maniéré  faire  un  polygone  multiple  d’un  autre  polygone  femblable. 

Nous  allons  donner  dans  le  Problème  fuivant  une  méthode  plus 
courte  de  faire  un  cercle  multiple  d’un  autre  cercle  donné , par  exem-  ' 
pie , 10  fois  , . 20  fois  plus  grand. 

PROBLEiaB  II. 

194  A^.  Trouver  un  cercle  qui  Jôit  double»  triple  » &c.  en  un  mot 
qui  ait  un  rapport  tel  que  Von  voudra  avec  un  cercle  donne  » ou  » ce 
qui  revient  au  meme»  dont  on  connoît  lerayon. 

Prenez  une  ligne  qui  ait  avec  le  rayon  du  cercle  donné  un  rapport 
égal  à celui  que  doit  avoir  le  cercle  cherché  avec  le  cercle  donné  : par 
exemple , fi  le  cercle  qu’on  chercle  doit  être  double  du  premier , il 
faut  prendre  une  ligne  qui  foit  double  du  rayon  du  cercle  donné,  6c 
chercher  enfuite  une  moyenne  proportionnelle  entre  cette  ligne  & le 
rayon  connu  ; cette  moyenne  proportionnelle  fera*  le  rayon  d’un 
cercle  double  de  celui  qui  eft  donné  : car , nommant  m la  moyenne 
proportionnelle  qu’on  a trouvée,  & a le  rayon  que  l’on  connoît,  la 
ligne  double  de  ce  rayon  fera  2a  j ôn  aura  donc  la  proportion  conti- 
nue -H-  2a.  m .a  y ou  bien  y-^  a ,m,  2a.  Ainfi , fuivant  ce  que  nous 
avons  dit  vers  la  fin  du  fécond  Livre  de  la  première  partie , le  quarrè 
du  premier  terme  efi  au  quarré  du  fécond , comme  le  premier  eft  au 
troifieme  : nous  avons  donc  la  proportion  , aa  . mm  : : a . 2a.  Or  , le 
conféquent  dp  la  fécondé  raifon  eft  le  double  de  fon  antécédent  : donc 
le  coniéquent  de  la  première  eft  aulfi  double  de  fon  antécédent  j c’eft- 
à - dire  que  le  quarré  du  rayon  m eft  double  du  quarré  d’a.  Mais 
d’ailleurs  les  cercles  font  comme  les  quartés  des  rayons.  Donc  le 
cercle  dont  le  rayon  eft  m , eft  double  du  cercle  donné  dont  le  rayon 
eft  a. 

J 94  O.  On  trouveroit  par  la  même  méthode  un  cercle  qui  .aurott 
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tout  autre  rapport  avec  un  cercle  donné  , qui  feroit  par  exemple  les 
trois cviquiemes  du  cercle  donné,  c’eft- à-dire,  qui  feroit  à ce  cercle 
comme  3 à 5-  11  faudroit  d’abord  partager  le  rayon  donné  que  je 
nomme  r en  5 parties  égales , ce  qui  fe  peut  faire comme  nous 
l’avons  dit  ( Liv.  i . Art.  174)»  enfuite  prendre  3 de  ces  parties  : je 
nomme  s la  ligne  qui  contient  ces  crois  parties  ; enfin  chercher  une 
moyenne  proportionnelle  entre /*  , cette  moyenne  proportionnelle 

fera  le  rayon  du  cercle  cherché.  La  moyenne  proportionnelle  fe  peut 
trouver  par  l’arithmétique  ( Liv.  I.  Art.  172  ).  Un  polygone  régulier 
étant  donné,  on  peut  par  la  même  méthode  trouver  le  côté  d’un  autre 
polygone  femblablequi  ait  avec  le  premier  tel  rapport  qu’on  voudra. 

1 94  P.  Quoique  le  polygone  donné  ne  foit  pas  régulier  , on  peut 
auflî  faire  un  autre  polygone  fembkble  qui  ait  avec  le  preaûer  un 
certain  rapport  tel  qu’il  foit-  11  faut  pour  cela  que  les  angles  du 
fécond  foient  égaux  aux  angles  du  premier , & que  les  côtés  du 
fécond  foient  proportionnels  aux  côtés  homologues  du  premier.  Or 
nous  avons  donné  dans  le  premier  Livre  (6 1)  la  méthode  de  faire  un 
angle  égal  à un  angle  donné.  11  reile  donc  à trouver  les  côtés  , 
c’eft  ce  que  l’on  exécutera  en  employant  la  méthode  qu’on  vient 
d’expofer.  Mais , ap^  qu’on  aura  un  côté  de  la  figure  à conftruire , 
on  pourra  trouver  plusaifément  lesautres  parla  réglé  de  trois.  Soient 
appellésÆ,é,c,i/,&c.lcs  côtés  de  la  Figure  donnée,&  qu’on  ait  trouvé 
le  côté  A de  la  fécondé  homologue  au  côté  a de  la  première,  comme 
les  côtés  de  l’une  doivent  être  proportionnels  à ceux  de  l’autre  , 
on  aura  le  côté  fi  homologue  à é par  cette  proportiôii a . 
A::  b . X = fi  , on  trouvera  de  même  les  autres  côtés  d^  la 
féconde. 

PaOBliaMB  III. 

194  G-  Réduira  un  triangle  prapofe  à un  triangle  équilatèrnl , 
ou  faire  un.  triangle  équilatéral  égal  k un  triangle  propofé. 

Soit  le  triangle  propofé  ABC  ( Figure  6 , PI.  XII.  ) qu’il  faut 
réduire  en  un  triangle  équilatéral  : faites  fur  un  des  côtés , par 
exemple  BC  , le  triangle  équilatéral  FfiC  ^ & du  fbmmet  de 
l’angle  oppofé  au  côté  BG , tirez  la  ligne  AD  parallèle  à ce  côté  : 
prolotigez  FB  jufqu’à  la  rencontre  de  la  parallèle  ; divifez  enfuite 
la  ligne  DF  en  deux  parties  ^ales;  & du  point  de  divifionM  , 
comme  centre , décrivez  la  demi-circonférence  DEF  .-  enfin  élevez 
du  point  B la  perpendiculaire  BE  fur  la  ligne  DF  ; cette  perpendi- 
culaire fera  le  côté  du  triangle  équilatéral  égal  au  triapgie 
propofé. 
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Four  le  prouver , tirez  encore  la  ligne  DC , qui  fera  le  triangle 
DBC  égal  au  triangle  ABC,  puifqu’ils  ont  même  bafe  BC,  6c  qu’ils 
font  entre  les  mêmes  parallèles.  De  plus , les  deux  triangles  FBC , 
DBC  ont  la  même  hauteur , parce  qu’ils  font  pofés  fur  la  même  ligne 
DF , 6c  qu’ils  ont  le  même  fommet  C ; ainfi,  ils  font  entr’eux  comme 
les  bafes  FB  6c  DB  (Liv.  Il , art.  172.)  Or , le  triangle  FBC  eft  aufli 
au  triangle  équilatéral  ou  régulier  qui  auroit  BË  pour  un  de  Tes  côtés , 
comme  FB  efl  à D6  j car , la  perpendiculaire  BË  ell  moyenne 
poportionnelle  entre  les  deux  parties  FB  6c  DB  du  diamètre 
( Liv.  I,  art.  165)  c*eft-à-dire  , qu’on  aura  la  proportion  continue 
FB . ËB  : : ËB . DB^  par  conféquent,  le  quarré  de  FB  eft  au  quarré 
de  ËB  comme  le  premier  terme  FB  eft  au  troifteme  DB>  Or , les  deux 
triangles  réguliers , 6c  par  conféquent  femblables , faits  fur  FB  6c  fur 
EB , font  comme  les  quarrés  de  ces  côtés  (Liv.  Il , art.  177):  ainfi  , 
ces  triangles  font  auftî  comme  FB  eft  à DB  ; par  conféquent , le 
rapport  du  triangle- FBC  au  triangle  DBC,  6c  celui  des  triangles 
réguliers  faits  fur  FB  6c  fur  EB , font  égaux  chacun  à la  raifon  de  FB 
à DB  : donc  ces  rapports  font  égaux  entr’eux , c’eft-à  dire,  que  le 
triangle  équilatéral  FBC  a le  même  rapport  au  triangle  DBC  6c  au 
triangle  équilatéral  fait  fur  EB  ; donc  ce  triangle  équilatéral  fur  EB 
eft  égal  au  triangle  DBC  ou  au  propofé  ABC. 

1 94  R.  Qiiand  on  veut  opérer  fur  le  terrein , il  vaut  mieux  fe  fervir 
du  calcul  pour  trouver  quel  doit  être  le  côté  du  triangle  équilatéral 
égal  à BAC  qui  eft  connu,  6c  que  je  fuppofe  de  5462  parties,  foie 
des  toifes  quarrées , foit  des  pieds  quarrés  ou  quelqu’autre  mefure. 
Il  s’agit  donc  de  trouver  le  côté  d’un  triangle  régulier  qui  ait  une 
furface  égale  à 5462;  pour  cela,  on  cherchera  la  furface  d’un 
triangle  équilatéral  qui  ait  un  côté  tel  qu’on  voudra  : pour  la  facilité 
du  calcul , il  faut  exprimer  ce  côté  par  un  nombre  dont  le  premier 
chiffre  foit  un  2,  fuivi  de  plufieurs  zéros,  par  exemple  2000,  6c 
par- là  on  trouvera  facilement  la  perpendiculaire  OP  dans  le  triangle 
équilatéral  ROS  j car  fi,  dans  le  triangle  reâ:angle  OPR , on  prend 
RP  pour  rayon , la  perpendiculaire  OP  fera  la  tangente  de  l’angle  R, 
qui  eft  de  60  degrés.  Or,  le  rayon  RP  eft  de  1000  parties , puifque 
c’eft  la  moitié  du  côté  RS  j ainfi , il  n’y  a qu’à  chercher  dans  les 
tables  quelle  eft  la  tangente  de  60  degrés , en  fuppofant  le  rayon  de 
1000  parties,  on  trouvera  que  cette  tangente  eft  de  1732  parties, 
6c  non  pas  173205  (car,  il  faut  retrancher  les  deux  derniers 
chiffres , de  même  qu’on  les  retranche  du  rayon  ou  du  finus  total 
en  prenant  1000  au  lieu  de  looooô)  ; on  multipliera  donc  173* 
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par  looo,  pour  avoir  la  furface  du  .triangle;  ainfi,.  cette  furface 
eft  1752000:  d’ailleurs , la  furface  du  triangle  équilatéral  dont 
on  cherche  le  côté,  eft  5462.  Or,  ces  furfaces  font  entr’elles 
comme  les  quarrés  des  côtés  des  triangles  réguliers  qui  les  con- 
tiennent ; ainfi , pour  trouver  le  côté  du  triangle  équilatéral , dont 
la  furface  eft  5462 , il  n’y  a qu’à  faire  cette  réglé  de  trois  » 17  3 2000 
eft  à 5462,  comme  le  quarré  de  2000  eft  au  quarré  du  côté 
cherché  : on  trouvera , en  faifant  le  calcul , que  le  quatrième  terme 
eft  12614,  dont  la  racine  approchée  eft  1 1 2 ; & fi  on  veut  encore 
avoir  une  racine  plus  approchée  qui  contienne  un  chiffre  de  parties 
décimales,  on  trouvera  112.3',  qui  eft  encore  moindre  que  U 
véritable  racine. 

La  même  méthode  peut  fervir  à trouver  le  côté  de  tout  autre 
polygone  régulier  dont  la  furface  eft  donnée':  c’eft  ce  que  nous 
allons  voir  dans  le  Problème  fuivant. 

Probleke  IV. 

« 

1 94  S-  La  furface  d*un  polygone  régulier  étant  donnée , trouver, 
le  côté  de  ce  polygone. 

On  veut  conftruire  un  oôogone  régulier  qui  ait , par  exemple , 
64250  toifes  ou  pieds  quarrés,  il  faut  chercher  le  côté;  pour  le 
trouver , partagez  la  furface  du  polygone  en  autant  de  parties  égales 
qu’il  a de  côtés , chaque  partie  fera  la  furface  d’un  triangle  ifoeële 
que  l’on  conçoit  formé  par  deux  rayons  obliques  de  l’oâogone 
& par  un  des  côtés  de  ce  polygone.  Dans  notre  exemple , la  furface 
du  triangle  eft. 805 1 5 , parce  que  ce  nombre  eft  la  huitième  partie 
de  64250  : il  s’agit  de  trouver  la  bafe  de  ce  triangle,  laquelle  eft  le 
côté  de  l’oôogone.  Suppofons  ici  que  le  triangle  ROS  de  la  figure  6 , 
planche  XII,  eft  ifocele  & femblable  à chacun  des  triangles  de 
l’oétogone , l’angle  au  centre  ROS  fera  de  45  degrés  > & les  angles 
R & S feront  chacun  de  67  degrés  30  minutes  (Liv.  II , art.  104)  j 
par  conféquent , fi  on  fuppofe  dans  le  triangle  reftangle  OPR  le 
côté  RP  de  1 000  parties , on  trouvera  dans  les  tables  que  la 
tangente  OP,  de  67  degrés  30  minutes,  contient  2414  parties. 
Or , la  furface  du  triangle  ROS  eft  égale  au  produit  de  OP  par  RP  : 
elle  eft  donc  repréfentée  par  2414000  ; ainfi , en  faifant  cette  réglé 
de  trois , 24 1 4000  eft  à 803 1 1 comme  le  quarré  de  2000  ou  de  RS 
eft  à un  quatriemè  terme , ce  quatrième  terme  fera  le  quarré  du 
côté  de  l’oélogone  : en  faifant  le  calcul  > on  trouvera  que  ce  côté 
contient  un  peu  plus  de  1 15 . 3'. 
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• 194 T*.  Le  côté  du  polygone  régulier  étant  connu,  il  fera  facile 
de  trouver  le  rayon,  parce  que  ces  deux  lignes  font  la  bafe  & un  ’ ' 

des  côtés  égaux  d’un  triangle  ifocele  dont  on  connoît  les  angles. 

On  peut  confulter  le  Problème  de  Particle  1 1 1 if.  du  Liv.  Il , pour 
décrire  un  polygone  régulier  dont  on  connoît  le  côté. 

194^^.  On  peut  s’aJTurer  fi  on  a bien  opéré i car,  il  nV  a qu’à 
chercher  la  perpendiculaire  OP , & la  multiplier  par  la  moitié  de  la 
bafe  du  triangle , le  produit  fera  égal  à la.  furface  de  ce  triangle. 

Or,  pour  trouver  la  perpendiculaire  OP , on  fera  l’analogie  fui  vante  , 
tirée  du  triangle  reétangle  OPR,  donç  le  côté  RP  étant  pris  pour 
rayon , la  perpendiculaire  OP  devient  tangente  de  l’angle  R : le 
rayon  ejl  à la  tangente  de  l* angle  R,  comme  le  côté  ejl  à la 
perpendiculaire  OP.  Dans  notre  exemple,  cette  analogie  eft  expri- 
mée par  les  nomTîres  fuivants,  1000,  2414,57.7'  ôcenviron  139  »', 
quiefi  la  perpendiculaire  OP,  laquelle  étant  multipliée  par  57.7', 
donne  au  produit  8051 .84",  qui  eft  à peu  près  égal  à.803 1 i , c’eft- 
à-dire , à la  furface  du  triangle.  Cette  preuve  fait  voir  comment  on 
trouveroit  la  furface  d’un  polygone  régulier  dont  le  côté  eft  donné« 

C’eft  l’inverfe  du  fécond  Problème. 

Dans  l’hypothefe  du  premier  Problème , on  trouveroit  RP  de 
5 6.2',  & ^ de  97. 3^  qui  étaiit  multipliés  l’un  par  l’autre , donnent 
pour  produit  5468.26",  lequel  différé  peu  du  nombre  5462,  qui 
défigne  la  furface  du  triangle. 

194X  Lorfque  le  nombre  qui  marque  la  furface  défigne  de 
;randes  mefures,  il  eft  à propos , pour  une  plus  grande  exaûitude, 

[e  le  réduire  à de  moindres  elpeces  : par  exemple , fi  le  nombre 
64250  défigne  des  toifes  quarrées , on  pourra  le  réduire  en  pieds 
quarrés  en  le  multipliant  par  36 , parce  que  la  toife  quarrée  contient 
56  pieds  quarrés;  & fi  le  nombre  64250  défignoit  des  pieds  quarrés, 
on  pourroit  le  réduire  en  pouces  quarrés,  en  le  inultipliant  par  144, 
parce  que  le  pied  quarré  contient  144  pouces  quarrés.  11  eft  plus- 
court  d’employer  des  parties  décimales  dans  î’extraâiion  de  U 
racine , comme  nous  avons  fait. 

194T.  Si  le  polygone,  dont  la  furface  eft  donnée,  eft  un  quarré,' 
il  eft  plus  facile  d’en  trouver  le  côté  ; car , il  n’y  a qu’à  tirer  la  racine 

3uarrée  du  nombre  qui  exprime  la  furface  y cette  racine  fera  je  côté^ 

U quarré  dont  la  furface  eft  donnée  ; 6c  fi  on  veut  avoir  la  diagonale 
du  quarré , il  faut  multiplier  la  furface  propofée  par  2 ; la  racine 
quarrée  du  produit  exprimera  la  diagonale , parce  que  le  quarré  de^ 
la  diagonale  eft  double  du  premier  quarré. 

^ ^ 'i  v 
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194^*  aufli  trouver  à peu  près  le  rayon  & la  drconfé- 

rence  d’un  cercle  dont  la  furface  eft  donnée  ; car , on  fait  que  les  fur- 
feces  font  entr’elles  comme  les  quarrés  des  rayons  ; ainfi , pour  trouver 
le  rayon  d'un  cercle  donc  on  a la  furface , il  faut  d’abord  chercher  la 
furface  d’un  autre  cercle  qui  a pour  rayon  rcl  nombre  que  l’on 
voudra,  par  exemple,  celle  du  cercle  dont  le  diamètre  eft  2000  & 
la  circohférertce  6285  : cette  furface  eft  environ  5141  x 1000, 
puifque , pour  avoir  la  furface  d’un  cercle , il  faut  ( Liv.  II , art  1 5 1 ) 
multiplier  la  moitié  de  la  circonférence  par  le  rayon.  (J’ai  dit 
Environ , parce  que  la  moitié  de  là  circonférence  eft  plus  grande  que 
3141 , c’eft  plutôt  3 141  ; & un  peu  plus.)  D’ailleurs,  le  quarré  du 
rayon  1 000  eft  1 600  x 1 000  ; par  cortféquent , afin  de  trouver  le 
rayon  du  cercle  qui  a,  par  exemple , 64250  toifes  de  furface,  il 
faudra  faire  la  proportion  j 141  x 1000  . 64250  : : 1000  X looo. 
ou  bien,  alternàndo  ^ 3141  X lOOO  . looo  X looo::  64250.  Af. 
Or  les  produits , qui  font  les  deux  premiers  termes  de  cette  fécondé 
proportion  , fontentr’eux  comme  les  multiplicandes  3 1 4 1 & loooj 
ainfi , on  a encôre  la  troifîeme  proportion  3141. 1000  : : 64250  . x. 
En  faifant  le  calcul , on  trouvera  que  le  quatrième  terme  eft  environ 
2045  5 racine  quarrée  143  eft,  à peu  de  chofe  prés,  le  rayon 

du  cercle  quia  6425-0  dé  furface. 

i^^AA.  Pouf  s’en  affurer,  il  li’y  a qu’à  chercher  quelle  eft  la 
furface  du  cercle  qui  a pour  rayon  1 43  ; on  trouvera  d’abord , en  fe 
fétvant  du  rapport  de  113  à 555,  que  la  moitié  de  la  circonférence 
eft  449^.  Or,  en  mxiltipliant  143  par  449  on  aura,  le  produit 
64243 , lequel  ne  différé  guere  de  la  furface  donnée  64250  : il  eft  un 
peu  moindre , parce  que  143  n’eft  pas  fi  grand  que  le  véritable  rayon  , 
a caufe  que  ce  n’eft  pas  la  racine  exaâe  de  20455.  refte,  ce  qua- 
trième terme  2045  5 grand  que  le  quarré  du  rayon  cherché, 

parce  que  1 000  eft  trop  grand  par  rapport  à 3141.  On  ttouveroit  un 
nombre  plus  approchant  de  ce  qüarré  en  mettant  pour  les  deux  pre- 
ihiers  termes  3 5 5 & 1 1 3 à laplàce  de  3 1 4 1 & de  1 000  j le  quatrième 
terme  feroit  alors  2045  ^ i$f  > *1^**  moindre  que  le  quarré, 

à caufe  què  1 1 3 eft  un  peu  trop  petit  par  rapport  à 3 5 5. 

Nous  allons  démontrer  un  Théorème  qui  fait  voir  qu’il  y a des 
lignes  incommenfurables , c’eft- à- dire,  qui  n’ont  point  de  parties 
aliquotes  communes,  fi petitesqu’elles  foient.  Mais,  pour  démontrer 
ce  Théorème,  il  faut  rappeller  la  définition  & les  propofitions 
fnivantes.,  qui  ont  été  prouvées  dans  le  Traité  des  raifons  & des 
propofitions,  - 


I 


LIVRE  SECOND.  ijt 

195.  La  raifon  de  nombre  à nombre^  eft  celle  qui  peut  être 
exprimée  par  des  nombres;  ainfi,  le  rapport  d’une  toife  à un  pied 
eft  une  raifon  de  nombre  à nombre , parce  que  la  toife  eft  au  pied 
comme  6 à 1. 

196.  Toute  raifon  doublée  de  raifon  de  nombre  à nombr^,  a 
pour  expofants  des  nombres  quarrés  : par  exemple,  la  raifon  de-.8 
à 72 , qui  çft  doublée  des  raifons  égales  de  2 à 6 & de  4 à 12  ,!a 
pour  expofants  i & 9 , qui  font  les  quarrés  de  i & de  5 . 

197.  D’où  il  luit  que,  toute  raifon  doublée  qui  n’a  pas  pour 
expofants  des  nombres  quarrés , n’eft  pas  doublée  de  raifons  de 
nombre  à nombre,  c’eft  à-dire,  que  les  raifons  ftmples  dont  elle 
eft  doublée , ne  font  pas  de  nombre  à nombre. 

198.  Le»  quarrés  font  en  raifon  doublée  des  racines  qui  font 

les  côtés  de  ces  quarrés  : par.  exeipple , la  raifon  de  BC  à BA  eft 
doublée.de  la  raifon  de  BC  à BA.  Tout  cela  pofé,  il  fera  facile  de 
démontrer  le  Théorème  fuivant. 


■T  H i O a B ja-E. 

199.  La  diagonale  d*un  quarri  ejl  incommenjurahle  avec  le  c6(e\ 

PiMO.HSTRATIOM. 

Le  quarré  de  la  diagonale  BÇ  eftégal  au  quarré  de  BA,  plus  au 
quarré  de  AC  ( 1 8 5)-  Or , les  deux  côtés  BA  & ÀG  font  égaux  : donc 
• le  quarré  de  BC  dftdouble  du  quarré  de  -BA  ; aitdi,  ces>deux  derniers 
quarrés  fpnt  comme  2 ,&  .i..'iMais  2 n’eft  pas.un.nombre  quarré;  par 
conféquent , la  raifon  du  quarré  de  BC  au  quarré  de  'B A n’a  pas 
-pour  expofants  des  nombres  quarrés.  Or,  cette  raifon  qui  eft  .entre 
ces  quarrés  eft  doublée  (198):  voilà  donc  une  raifort  doublée  qui  n’a 
pas  pour  expofants  des  nombres  quarrés  ; ainfî , la  raifon  fimple  dont 
elle  eft  doublée  n’eft  pas  de  noœbrei-à. nombre  (197).  Mais  cette 
T4ifoaftmple -eft  celle  deBGàrBA  ({99)^:!idPÇ^c.e8  d®Uî5  lignes  ne 
. font  pas  entr’çlles  comme  nombre  à lî.ptpbrç»  Pn  , ;Çe  .qui  çft  k même  , 
. chpfe , ces  deux  . lignes  font  inc.omrnenfu]i;ables. 

200.,  Çe, Théorème,  fait  yoir.jgue  Ja.i^agqpale  le,  côté  d’un 
. ,q;;arré.i;^’onf  pmntjd’aliquqtes  crp^mPAes  i énfoçté  (’on  prend 

. une  aliquotê , par  exemple , là  millième  partie , ouTa  cent,  r^iemè  , 

V PU,  la- milliopiçmP ».dcc.  de,la,4i^9A?Je  ,..€mmP./çfa.pa?,  çpn^eiiue 
. qxaékempnç^ansïecôté  BA;  m^i?  .elle  y fqra  .PPA.tenue.  ,un  ççrtain 
i\ombre  de . fois,  avec , un r^fte . • mwndre  que  l’aliquqté  , . quelque 
petite  qu’elle  foit:  car  , ft  une  partie  étoit  contenue  lood  fois, 

' yi; 
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<^s-  par  exemple,  dans  la  diagonale,  & 700  fois  exaâement  dans  le 
côté,  ces  deux  lignes  feroient  entr’elles  comme  1000  elià  700,  & 
par  conféquent  elles  feroient  entr^elles  comme  nombre  à nombre  j 
c%  qui  vient  d’être  démontré  impolTible. 

201.  Mais,  quoique  la  diagonale  8c  le  côté  d’un  quarré  foient 

incommenfurables , cependant  leurs  quarrés  font  commenfurables , 
puisqu’ils  font  entr’eux  comme  2 8c  i.  Pour  exprimer  cela,  les 
Géomètres  difent  que  la  diagonale  8c  le  côté  font  incommenfurables 
en  longueur  8c  commenfurables  en  puilfance.  Nous  allons  prouver  , 
dans  les  Corollaires  fuivants,  qu’il  y a des  lignes  incommenfurables, 
tant  en  puiiTance  qu’en  longueur,  c’eft-à-dire,  que  les  quarrés  de 
ces  lignes  font  incommenfurables , aufli  bien  que  les  lignes 
elles-mêmes.  • 

CoaoLXAi&B  I. 

202.  Le  quarré  de  la  moyenne  proportionnelle , entre  la  dia- 
gonale  8c  le  côté  d’un  quarré,  eR  incommenfurable  avec  le 
quarré  de  la  diagonale  : car , foit  nommée  F G cette  moyenne 

. proportionnelle  , on  aura  la  proportion  continue  BG . FG . BA  ; 
8c  par  conséquent , félon  qu’il  a été  démontré  dans  le  Traité  des 
Proportions , le  quarré  du  premier  terme  eR  au  quarré  du  fécond  > 

-.X 

comme  le  premier  terme  eR  au  troifîeme , c’eR  - à - dire , BC  » 

FG  : : BC . BA.  Or , la  raifcm  de  BC  à BA  n’eR  pas  de  nombre  à 

■ 

nombre  ; donc  celle  de  BC  à FG  n’eR  pas  non  plus  de  nombre  à 

" ■ ■ *4 

nombre,  ou,  ce  qui  eR  la  même  chofe,  les  deux  Quarrés  BC  8c 

— > 

FG  font  inconunenfurables. 

C0B01XA1B.BII. 

203.  Il  fuit  de  ce  premier  Corollaire  que  les  lignes  BC  8c  FG  font 
auRî  incommenfurables  j car , R ces  deux  lignes  étoient  comme 
nombre  à nombre , par  exemple , comme  5 eR  à 4 , il  eR  évident 
que  leurs  quarrés  feroient  comme  25  eR  à 16,  8c  par  conféquent 
ces  quarrés  feroient  commenfurables  : ce  qui  eR  contraire  au  premiec 
Corollaire. 

Ce  que  l’on  vient  de  dire  des  lignes  BC  8c  FG  dans  ces  deux 
Corollaires,  convient  auRi  aux  lignes  F G 8c  BA  comparées 
' enfemble,  puifque  la  raifon  de  BC  à FG  eR  égale  à celle  de  FG^ 
à BA. 
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Nous  allons  ajouter  ici  les  propofitions  du  fécond  Livre  d’Euclide  : 
nous  les  démontrerons  par  algèbre  ; les  Commençants  verront  avec 
quelle  facilité  on  fe  fert  de  cette  méthode  dans  ces  fortes  de  propo- 
fitions, lorfqu’on  en  peut  faire  l’application. 

204.  Voici  la  première  : Si  on  propofi  Jeux  lignes , dont  Vune 
foit  divifi'e  en  plufîeurs  parties  > le  reSangle  compris  Jbus  ces  deux 
'lignes  ejl  égal  aux  rectangles  compris  fous  la  ligne  qui  n*ejl  pas 
divijee , &•  fous  les  parties  de  celle  qui  ejl  divifi'e.  Soient  les  deux 
lignes  défignées  par  a 6c  b,  ôc  que  la  ligne  é foit  divifée  en  trois 
parties  que  je  nomme  m,  il  faut  prouver  que  db=:am-\-ao 

ce  qui  eft  facile  ; car,  puifque  par  Phypothefe 
il  faut  qu’en  multipliant  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  la 
même  quantité  a , les  deux  produits  foient  encore  égaux  , c’efi-à- 
dire,  que  l’on  aura  ab=^am-\-ao-^ap. 

205.  Seconde  propofition  : Le  quarré  d* une  ligne  ejl  e'gal  aux 
reâangles  compris  fous  toute  la  ligne  & Jbus  fis  parties.  La  ligne 
foit  exprimée  par  a , & que  fes  parties  foient  b 6c  c , il  faut  prouver 
que  a=:zab-\- ac.  Par  l’hypothefe  a = ^ + c ; donc,  en  multipliant 
les  deux  membres  de  cette  derniere  équation  par  <z , il  y aura  encore 
égalité,  c’eft-à-dire,  que  a*  = aé-j-flc. 

206.  Troifîeme  prc4>olîtiorf^  Si  on  divifi  une  ligne  en  deux  , le 
reSangle  compris  fous  toute  la  ligne  & fous  une  de  fes  parties,  ejl 
égal  au  quarré  de  cette  même  partie  & au  reSangle  Jbus  les  deux 
parties.  Soit  à la  ligne  propofée , & fes  deux  parties  foient  ^ & c , je 
dis  <\\xc  ab-=bb-\-bc.  Par  l’hypothefe  az=b-\-c^  donc,  en  multi- 
pliant les  deux  membres  de  cette  derniere  équation  par  b ^ on 
aura  ab=bb-\-bc. 

207.  Oiiatrieme  propofition  : Si  on  divifi  une  ligne  en  deux , le 
quarré  de  toute  la  ligne  fera  égal  aux  deux  quarre's  de  fes  parties  , 
& à deux  reâangles  compris  Jbus  ces  mêmes  parties.  La  ligne  pro- 
pofée foit  , & fes  deux  parties^  & je  dis  que  a'=:bb-\-cc-\-  lèc. 
Par  l’hypothefe  a=b-\-c  i donc  les  quarrés  de  ces  deux  membres  a. 
& b-\-  c font  encore  égaux.  Or , le  quarré  de  æ eft  æ*  , & le  quarré 
de  é-j-c  eft  bb-\-cc-\-ibcy  ou  bien,  éé-j-aéc-j-cc,  comme  il 
paroîtra  en  multipliant  la  quantité  é-|-c  par  elle -même.  Donc 

= bb  “b  ce  -j-  ibc. 

20  8'.  Cinquième  propofition  : Si  une  ligne  ejl  coupée  également 
& inégalement , le  redangle  compris  Jbus  les  parties  inégales  avec 
le  quarré  de  la  partie  du  milieu  , e/l  égal  au  quarré  de  la  moitié 

■de  la  ligne.  ( 11  faut  regarder  la  fixieme  figure  de  la  planche  de  la. 
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Trigonométrie.  ) AD  eft  la  ligne  propofée , qui  eft  divifée  également 
au  point  C , Tes  parties  inégales  font  AB  & BD  ; il  paroît  que  la 
partie  du  milieu  eft  BC.  Soit  AB=e,  BD=^,  AC  ou  CD-=^, 
&BC=i/.  11  faut  prouver  que  ej'-\-ddr=:ss.  Suppofons  AE  ég4 
à BD , la  diftérence  ou  4’excès  de  AB  fur  BD  fera  BE , & la  moitié 
de  la  différence  BE  fera  BC;  car  puifque , par  l’hypothefc,  AC 
égale  CD , & que  AE  égale  BD , fi  on  retranche  ces  deux  dernieres 
parties  des  deux  autres , les  reftes  EC  & BC  feront  égaux  ; par 
conféquent,  BC  ou  d fera  la  moitié  de  la  différence  BE.  Cela  pofé, 
Duifque  s eft  la  moitié  de  la  fomme  des  quantités  inégales  e Sx.  f y 
& que  d eft  la  moitié  de  leur  différence,  (on  aura  première  partie, 
Liv.  3,  art.  33.)  ez=s-\-d,  Sxf~s — d,-  par  conféquent,  en 
multipliant  l’une  de  ces  équations  par  l’autre  ,.on  aura  efz=zss — dd: 
enfin , en  faifant  paffer  la  quantité  dd  dans  le  premier  membre , on 
trouvera  ef-\-dd:=ss. 

209.  Sixième  propofition  : Si  on  ajoute  une  ligne  à une  autre 
divifee  en  deux  e'galemetit  j le  rectangle  compris  fous  la  ligne  corn- 
pofee  des  deux  v fous  V ajoutée  avec  le  quarré  de  la  moitié'  de  la  ligne 
divifée , efi  égal  au  quarré  d* une  ligne  çompqfee  de  la  moitié  de  la 
ligne  divifée  & de  toute  V ajoutée,  La  ligne  divifée  en  deux  également 
foit  2a y 8c  l’ajoutée  foit  la  mdftié  de  la  première  fera  a,  le 
reélangle  ou  le  produit  de  2a-\-h  par  b fera  xab^bb y le  quarré  de 
la  moitié  de  la  première  ligne  fera  aa. 

Le  premier  membre  de  l’égalité  énoncée  dans  la  propofidon, 
fera  donc  2ab-\-bb’\-aa  , ou,  en  mettant  les  termes  par  ordre,  ce 
premier  membre  fera  La  ligne  compofée  de  la. moitié 

de  la  divifée  & de  l’ajoutée  fera  a.-\-b y dont  le  quarré 
eft  le  fécond  membre  de  l’égalité.  Or , ces  deur  membres  font  égaux, 
puifqu’ils  renferment  les  mêmes  termes  ; ainfi , la  propofition  eft  vraie. 

'210.  Septième  propofition  Si  on.  divfe-  une  ligne  en  deux  parties  y 
le  quarré  de  toute  la!  ligne  de-  celui- d^une . de  fès  parties  front 

égaux- CL  deux  reâangles  compris  fous  toute  la  ligne  & fus  cette 
première  ' partie , Sr  au  quarré  de  L* autre  partie.  Saitnt  les  deux 
parties  d’une  ligne  a 8e.' b y le  quarré  de  toute  la  ligne  e^b  Swl 
ü*+2Vié'+&*,'&  le  .quarré’ d&Ja.'partie.  <x.iêra  a*,:le  reâangle  de 
toute  la  ligne  a-^b  8c  de  la  partie  a fera  a’ -4..^^.’;  ainfi , des -.deux 
réftafjgles  feront  2ed-\-2àb  ,•  le- quarré  de  i^autre  partie  freft  b*  ,* 
arhfi , le  premier  mernbre  de  l’égalké  fera  a*-\^zab<^b'j^a*y  qui 
.£e  réduit  à la^-^tab^b*.  Or , le- iècondi  membre  de  Tégalité  eft 
juin  -2 tab-j^b'  ,*  dôfio-  la  -pr-opoifitiofl-'eft  wtaie.  - 
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' 211.  Huitième  propolition  : Si  on  divife  une  ligne  en  deux  parties 
& au* on  lui  ajoute  une  de  Jes  parties  , le  quarre'  de  la  ligne  ^mpofee. 
Jera  e'gal  à quatre  reSangles  compris  fous  la  première  ligne  & fous 
cette  partie  ajoutée  avec  le  quarré  de  Vautre  partie.  Soient  les  deux 
parties  de  la  ligne  e Sify  la  ligne  entière  fera  fi  on  lui  ajoute 
la  partie/',  la  fomme  ou  la  ligne  compofée  fera 
11  faut  prouver  que  le  quarré  de  e+  2/'  eft  égal  à quatre  redtangles 
de  e-\^  fi  au  quarré  de  e.  Le  quarré  de  e-|"  ^ 

i les  quatre  reétangles  de  e-\-f  par/' font  ^f-\-^ffy  & le 
quarré  de  la  partie  e eft  «e , qui , étant  ajouté  aux  quatre  reélan* 
gles  donne  la  fomtne  e^+4/^4/jé'j  qui  eft  la  même 

eholê  que  le  quarré  de  e-\-2f  : donc  la  propolition:  eft  vraie. 

2 1 2.  Neuvième  propolition  : Si  une  ligne  eji  divijée  également 

& inégalement  , ta  Jomme  des  quarrés  des  parties  inégales  Jèra 
double  du  quarré  de  la  moitié  de  la  ligne  & de  celui  de  la  partie 
d* entre  deux.  Dans  la  fixieme  figure  de  la  planche  de  la  Trigono^ 
métrie , AD  eft  une  ligne  divifée  également  au  point  C de  inégale*^ 
ment  au  point  D,  la  partie  du  milieu  eft  BC.  Les  deux  parties 
inégales  AB  & BD  foient  défignées  par  e &/',  les  parties  égales  AG 
ou  CD  par.;,  & enfin  BC,qui  eft  celle  du  milieu,  par  il  faut 
prouver  que  eft  double  de  ss-^-dd.  e—s-^d  (première 

Partie,  Liv^Ill,  art.  33.)  Donc , en  prenant  les  quarrés  de  chaque 
membre,  on  aura  eez=zss’\-%ds-\-dd : pareillement  f—s  — d. 
I>onc/y'=  SS — 2,ds dd.  Donc,  en  ajoutant  enfemble  les  deux 
équations  qui  contiennent  les  quarrés , pn  aura  ee  +ff=ss-\-ids 
>\-dd-\-ss  — ^ds-\-ddy  8c  en  réduifant  le  fécond  membre,  on 
trouvera  l’équation  ee  -^ff  = 2ss  zdd  : ce  qu’il  falloit  dé- 

montrer. 

213.  Dixième  propolition  : Si  on  ajoute  une  ligne  à une  autre 

divijee  également  ^ le  quarré  de  la  ligne  ^ compofée  des  deux  avec  le 
quarré  de  l* ajoutée  , ejl  double  du  quarré  de  la  moitié  de  la  ligne 
divifée  également  y & du  quarré  de  celle  qui  ejl  compofée  de  cette 
moitié  & de  V ajoutée.  Soit  la  ligne  ajoutée  a & celle  qui  eft  divifée 
également  %b,  la  ligne  compofée  des  deux  fera  a-j-aé,  & fon 
quarré  le' quarré  de  - l’ajôûtée  fera  a*j  la  fomme  de 

ces  deux  quarrés  fera  donc  za* t^ab ^b  : faut -prouver  que 

cette  fomme  eft  double  de  bby  quarré  de  é,  & de  a*-\-zab-\-bb^ 
quarré  de  a -j-é.  Or,  cela  eft  évident;  car,  en  ajoutant  ces  deux 
derniers  quarrés,  on  aura  a*-)- aaé-j- aéé,  qui  eft  précifément  la 
iDoi|ié  de  la  première  fomme  za' t^b 
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214.  Onzième  propofition:  Divijer  une  ligne  en  deux  parties 
inégalef  de  telle  forte  que  le  rectangle  compris  Jous  toute  la  ligne  ^ 
Jous  la  plus  petite  de  fes  parties,  foit  égal  au  quarré  de  Vautre 
partie  qui  efi  plus  grande.  Cette  propofition  eft  la  même  chofe  que 
le  Problème  V du  premier  Livre,  art.  175  , dans  lequel  on  propofe 
de  divifer  une  ligne  en  moyenne  & extrême  raifon. 

215.  Douzième  propofition:  Dans  un  triangle  ohtu/kngle  ^ le 
quarré  du  c6té  oppojé  à V angle  ohtus  ejl  égal  aux  quarrés  des  deux 
autres  côtés  & à deux  rectangles  compris  fous  le  côte  fur  lequel 
étant  prolongé , on  a tiré  une  perpendiculaire  de'  V angle  oppojé  à ce 
côté  <S*  Jous  la  ligne  qui  ejl  entre  le  triangle  & cette  perpendiculaire. 
Cette  propofition  eft  celle  qui  eft  exprimée  par  le  Théorème  V, 
art.  188  de  ce  Livre. 

2 1 6.  Treizième  propofition  : Dans  quelque  triangle  reBiligne  que 
ce  foit , le  quarré  du  côté  oppofé  à V angle  nigu,  avec  deux  reétangles 
compris  Jous  le  côté  Jur  lequel  tombe  la  perpendiculaire  tirée  de 
Vangle  oppofé  à ce  côté  6*  Jous  la  ligne  qui  ejl  entre  la  perpendU 
culaire  Gr  Vangle  aigu , eji  égal  aux  quarrés  des  autres  côtés. 
Cette  propofition  eft  démontrée  dans  le  Théorème  VI  de  ce  Livre , 
art.  189. 

2 1 7.  Quatorzième  propofition  : Décrire  un  quarré  égal  a.  une 
figure  reàiligne  donnée.  Ce  Problème  fe  réfout  par  les  articles  1 5 j 
& 148  de  ce  Livre. 

La  plupart  des  Solides,  dont  il  fera  queftion  dans  le  troifieme 
Livre  de  ces  Éléments , font  terminés  par  des  plans  qui  fe  coupent  ; 
c’eft  pourquoi  nous  allons  donner  un  Traité  abrégé  de  Plnterfeétion 
des  Plans , qui  pourra  fervir  de  préparation  au  Livre  fuivant  touchant 
les  Solides. 
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DE  L’INTERSECTION  DES  TLJNS. 


La  rencontre  des  plans,  ou  leur  interfeâion , a beaucoup  de 
rapport  avec  celle  des  lignes  droites  ; c*eft  pourquoi , après  ce 
que  nous  avons  établi  fur  les  lignes , il  y a bien  des  chofes  fbuchant 
rinterfeétion  des  plans  qui  paroîtront  manifeRes , & qui , par  confé- 
quent , n^ont  pas  beloin  de  détcondration. 

Toutes  les  figures  que  nous  citerons,  en  parlant  de  l’inter- 
feétion  des  plans,  font  dans  la  planche  XllF.  qui  ed  à la  fin  de^ces 
Éléments. 

- 3 1 8.  Une  ligne,  comme  AB,  ed  perpendiculaire  à un  plan,  Fîg,  k 
lorfqu^ellç  n’incline  vers  aucun  côté  de  ce  plan.  Il  fuit  de  cette  défi- 
nition  qu’une  ligne  qui  ed  p.^rpendiculaire  à un  pjan , l’ed  audi  à 
toutes  les  lignes  de  ce  plan  qu’elle  rencontre  : ainfi  AB  étant 
perpendiculaire  au  plan  X,  l’ed  auffi  aux  lignes  CD,  EF  j & par 
conféquent  les  angles  ABC,  ABD,  ABE,  ABF,  font  droits. 

2 1 9.  D’un  point  B , pris  dans  le  plan  X , on  ne  peut  élever 
qu’une  feule  perpendiculaire  fur  ce  plan  : fi  la  ligne  AB  ed  perpen- 
diculaire fur  le  plan , la  ligne  OB  ed  nécedkirement  oblique  ; car , 
cette  ligne  ayant  fes  points  entre  le  plan  & la  perpendiculaire  AB , 
il  ed  nécedaire  qu’elle  penche  vers  un  côté  de  ce  plan. 

3 20.  Pareillement,  on  ne  peut  tirer  d’un  point  hors  du  plan 
qu’une  feule  perpendiculaire  à ce  plan  j ainfi  AB  étant  perpendicu- 
laire au  plan  X , AG  ed  oblique  : car , fi  on  conçoit  la  ligne  BG  tirée  , 
on  aura  le  triangle  ABG , dont  l’angle  B ed  droit , & par  confé- 
quent l’angle  G ed  aigu  -,  ainfi , la  ligne  AG  ed  inclinée  vers  B. 

321.  L’angle  AGB,  que  l’oblique  AG  fait  avec  la  ligne  EG  qui 
va  rencontrer  la  perpendiculaire , ed  la  mefure  de  l’iticlinaifon  de  la 
ligne  AG  fur  le  plan. 

2 2 2.  Un  plan  ed  perpendiculaire  à un  autre , lorfqu’il  le  coupe  fans 
pencher  ni  d’un  côté  ni  d’un  autre  j & il  lui  ed  oblique , lorfqu’il 
penche  à droite  ou  à gauche.  . 

IL  F ortie,  § 
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2 2 3-  Si , d*un  même  point  L de  la  commune  fedtion  de  deux  plans» 
Fig-  X.  on  tire  les  deux  lignes  LG , LH , l’upe  dans  le  plan  S , l’autre  dans 
le  plan  T , qui  foient  toutes  deux  perpendiculaires  à la  commune 
fedlion  EF,  l’angle  G L H qu’elles  formeront , fera  la  mefure  de 
l’inclinaifon  des  deux  plans , fi  cet  angle  efi  aigu  ÿ mais , fi  cet  angle 
eft  droit , les  deux  plans  feront  perpendiculaires  l’un  fur  l’autre. 

224.  On  peut  dire  aüffi  que,  fi  deux  plans , S , T,  fe  coupent , 8ç 
qu’un  troifieme  V foit  perpendiculaire  aux  deux  premiers , les  deux 
interférions  de  ce  troifieme  plan , avec  les  deux  prenàiers , formeront 
un  angle  qui  fera  la  mefure  de  l’inclinaifon  des  deux  premiers.  Cela 
revient  au  même  que  ce  que  nous  venons  de  dire , parce  que  ces  deux 
interferions  du  troifieme  plan , avec  les  deux  S & T , font  perpendi- 
culaires 't  la  commune  ferion  EF  des  plans  S , Tf  car , le  plan  V 
étant  perpendiculaire  à ces  deux  autres , ils  lui  font  aufli  perpendi- 
culaires : ainfi , félon  que  nous  le  prouverons  dans  l’article  250 , leur 
commune  fedlion  EF  efi  aufii  perpendiculaire  fur  le  même  plan  V » 
& par  cônféquent  fuf  toutes  les  lignes  de  ce  plan  qu’elle  rencontre  ; 
elle  efi  donc  perpendiculaire  aux  interfeétions  de  ce  troifieme  plan 
avec  les  deux  premiers , St  réciproquement  ces  deux  lignes  d’inter- 
feétions  font  perpendiculaires  à la  commune  feétion  EF  ; ainfi  » 
l’angle  formé  par  ces  interférions  fera  la  mefure  de  l’inclinaifon  des 
deux  premiers  plan»,  laquelle  fera  nulle  fi  cet  angle  efi  droit.  On 
pourroit  dire  aufii  que  l’angle  formé  par  les  interfeâions  des  deux 
premiers  plans  avec  le  troifieme , détermine  l’inclinaifon  de  ces  deux 
plans  > & que  fon  complément  efi  la  mefure  de  cette  inclinaifon. 
fig.  225.  Une  ligne  AB  étant  perpendiculaire  au  plan  X , fi  un  autre 
plan  Y pafle  par  la  ligne  AB  & la  contient , il  fera  perpendiculaire 
au  plan  X : car , tirant  du  point  B dans  le  plan  X une  ligne  6C 
perpendiculaire  à la  commune  feâion  EF  des  deux  plans , la  ligne  AE 
fera  perpendiculaire  tant  à BC  qu’à  EF  (a  18),  puifqu’elle  l’efi  au 
planX;  ainfi, l’angle  ABC  fera  droit.  Or,  cet  angle  détermine  la 
fituarion  des  deux  plans  i donc  ils  feront  perpendiculaires  entr’eux. 

226-  Nous  fuppoferons  plufieurs  fois , dans  la  fuite,  qu’il  y a une 
circonférence  décrire  fur  un  plan.  Or , pour  être  alTuré  qu’une 
Circonférence  efi  toute  entière  dans  un  plan il  fuffit  de  favoir  que 
trois  de  fes  points  font  dans  le  plan  : car , une  circonférence  qui 
coupe  un  plan , le  rencontre  dans  deux  points  ; mais  on  conçoit 
qu’elle  ne  peut  le  rencontrer  dans  troi.s  j & par  cônféquent , fi  une 
circonférence  a trois  points  dans  un  plan , elle  ne  peut  pas  le  couper  t 
elle  efi  donc  toute  entière  dans  le  plan. 


LIVRE  SECOND.  17^ 

327.  Si  une  ligne  AB  eR  perpendiculaire  fur  un  plan,  elle  a Ton  Fig.  4^ 
fommet  également  éloigné  de  tous  les  points  d’une  circonférence 
-CHL  décrite  fur  ce  plan , qui  a pour  centre  le  pied  de  ceuô  ligne , 

.c’eR- à-dire,  le  point  qui  lui  eR  commun  avec  le  plan  : cela  eR  nonr 
feulement  vrai  du  fommet , mais  auflî  de  tous  les  autres  points  de  la 
ligne  AB  ; enforte  que  chaque  point  de  la  perpendiculaire  eR  égale- 
ment éloigné  de  tous  ceux  de  la  circonférence.  Ce  que  nous  difons 
ici  eR  une  fuite  de  la  notion  de  la  ligne  perpendiculaire , qui  ne 
penche  vers  aucun  côté  du  plan. 

228.  Réciproquement,  fi  une  ligne  AB,  qui  aboutit  au  centre 

d’une  circonférence  décrite  fur  un  plan  X , a fon  fommet  également 

.éloigné  de  tous  les  points  de  cette  circonférence , elle  eR  perpendi- 

‘Culaire  au  plan  ; car  alors  la  ligne  ne  peut  pencher  vers  aucun  côté 

du  plan  : il  fuffit  même  que  le  fommet  îbit  également  éloigné  de  trois 

.points > comme  G,  H,  L,dela  circonférence,  parce  qu’il  ne  peut 

■être  à égale  diRance  de  trois  points,  fans  être  également  éloigné  de 

tous  les  points  de  cette  circonférence  : car , que  l’on  conçoive  une  • 

ligne  AG , tirée  du  fommet  à l’un  des  trois  points , & qui  tourne 

autour  du  fommet  A,  en  faifant  toujours  le  même  angle  avec  AB, 

l’extrémité  inférieure  de  cette  ligne  décrira  une  circonférence  qui 

paflera  par  les  trois  points  G , H , L , parce  qu’ils  font  également  : 

: éloignés  du  fommet  A , & qu’ils  font  auRi  à égale  di^nee  du 

centre  B ; ainfi , cette  circonférence  fera  toute  entière  fur  le  plan  X , 

-à  caufe  de  ces  trois  points  qui  font  dans  le  même  plan  (a 26.)  Elle 

fera  donc  la  même  que  celle  qui  a pour  centre  le  point  B , ê(  à 

laquelle  appartiennent  auRi  les  trois  mêmes  points.  Or , il  eR  évident 

que  le  fommet  A eR  également  éloigné  de  tous  les  points  de  la 

circonférence  décrite  par  la  ligne  AG  -,  donc  ce  fommet  eR  auRî 

également  éloigné  de  tous  les  points  de  la  circonférence  qui  a pour 

^centre  le  point  6 i donc  AB  eR  perpendiculaire  fur  le  plan. 

* 

TuéorbmbI. 

, 229.  ligne  droite  ne  pet^t  4trè  ^n  f ortie  dons  un  plan  & 

en  partie  hors  du  plan.  ( On  fuppofe  le  plan  prolongé  autant  que 
la  ligne.  ) 

Si  la  ligne  ABC  a fa  partie  AB  dans  le  plap  X , 6c  fa  partie  BC  ng.  u 
au-defllis  du -plan  > elle  ne  peut . être  droitje.,  rppifqu’ep  s’élevant 
•jau-dcffus  du  plan.,  elle  quitte  .néçeflàirepientî^.pr.etniçre  direélion. 

Cela  cR  fi  clair,  qu’il  fuRit  de  l’cxpofer  pour^enifentir  la  vérité  Ôc 
l’évidence. 

• • 
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C0R0LXA.1RB. 

230.  Si  deux  points  d’une  ligne  droite  font  dans  un  plan , elle  y 
eR  toute  entière  ; car  deux  points  fuffifent  pour  déterminer  la  pofîtioa 
d’une  ligne  droite. 

THio&BMS  lI. 

22  1.  L* interJèSion  ou  la  commune  feclion  de  d^ux plans  ejl  une 
ligne  droite. 

3-  Soient  les  deux  jplans  X,  Y,  qui  fe  coupent  : je  dis  que  leur  com- 
mune feétion  EF  eft  une  ligne  droite  j car , cette  ligne  appartient 
à l’un  & à l’autre  plan , puifqu’elle  en  eR  la  commune  feâion.  Or , 
en  tant  qu’elle  appartient  au  plan  X , elle  ne  peut  fe  détourner  ni 
en  haut  ni  en  bas,  autrement  elle  fortiroit  de  ce  plan  ; pareillement, 
en  tant  qu’elle  appartient  au  plan  Y , elle  ne  peut  s’écarter  ni  à 
droite  ni  à gauche  : ainü , cette  ligne  ËF  ne  fe  détourne  d’auCun 

côté  j elle  eR  donc  droite  : ce  qu’il  falloit  démontrer. 

% • 

TnioB.ÊMB  III. 

232.  Les  lignes  droites  qui  fe  coupent  font  dans  le  même  plan, 
e:  Soient  les  deux  lignes  AB , CD , qui  fe  coupent  au  point  I : je  dis 

que  ces  deux  lignes  (ont  dans  un  même  plan.  Pour  le  prouver,  il  faut 
imaginer  un  plan  X qui  contienne  la  ligne  AB , & qui  pafTe  par  le 
point  D.  de  la  ligne  CD , le  point  1 fera  dans  le  plan , puifque  ce  plan 
contient  la  ligne  entière  AB  ; d’ailleurs , le  point  D fe  trouve  auRî  dans 
le  même  plan  : voilà  donc  deux  points  de  la  ligne  CD  qui  font  dans 

le  plan  X ^ par  conféquent,  la  ligne  entière  CD  eR  dans  ce  plan. 

« 

COROXXAIRB. 

0 

23^.  Les  trois  côtés  d’un  triangle  font  dans  un  même  plan  : les 
côtés  du  triangle  BID  ^ par  exemple , font  dans  le  plan  qui  pafTe  par 
les  trois  points  B , I , D. 

234.  R B jtf  R jB.  Plufieurs  plans,  & même  une  infinité, 
peuvent  pafler  par  deux  points  & par  une  ligne  entière , telle  que 
AB  i mais  deux  plans  différents  ne  peuvent  paffer  par  trois  points, 
comme  B , I , D , qui  ne  font  pas  dans  une  même  ligne  droite  : car  , 
il  eR  évident  que  tout  plan  qui  paffera  par  ces  trois  points,  ne  fera 
pas  différent  du  plan  du  triangle  j ainfi , trois  points  fuffifent  pour 
déterminer  la  pofition  d’un  plan , pourvu  qu’ils  ne  foient  pas  dans 

une  même  ligne  droite. 


f 


t I V R E SECOND.  i»i 

Th^o&bmb  IV.' 

235.  vTi  une  ligne  élevee  Jur  un  plan  ejl  perpendiculaire  à deu^ 
lignes  qui  font  dans  ce  plan  , elle  ejl  perpendiculaire  au  plan. 

Si  la  ligne  AB  eft  perpendiculaire  aux  deux  lignes  BC , B£ , qui  Fig. 
font  dans  le  plan  X , elle  Teft  aufïï  à ce  plan  ; car , que  l’on  prolonge 
les  lignes  BC,  BE  vers  B,  & qu’on  prenne  fur  les  prolongements  le$ 
parties  BD  & BF  égales  aux  lignes  BC  6c  BE , que  je  fuppofe  égales 
entr’elles , puifque  AB  éft  perpendiculaire  à CD , & que  le  point  B 
eft  à égale  diftance  des  points  C 6c  D , le  fommet  A eR  également 
éloigné  de  ces  deux  points  (Liv.  I , art.  69.)  Par  la  même  raifon , le 
fommet  A eR  également  diftant  des  points  £ 6c  F i par  conféquent , 

,1a  ligne  AB  eft  perpendiculaire  au  plan  X (2  2 8).  * 

Corolxairb. 

236.  Une  ligne  élevée  fur  un  plan , laquelle  eft  perpendiculaire  fur 
deux  lignes  de  ce  plan , eR  auffî  perpendiculaire  fur  toutes  les  lignes 
de  ce  plan  qu’elle  rencontre ^ car , étant  perpendiculaire  fur  le  plan, 
elle  l’eR  auflî  fur  toutes  les  lignes  qu’elle  rencontre  dans  cè  plan  (2 1 8)< 

THéo&ÊME'  V.  . . 

■ • . # 

237.  Si  une  ligne  AB  ejl  perpendiculaire  fur  trais  autres  lignes  Fig.  ti 
BC , BD  , BG  , ces  trois  lignes  feront  dans  un  même  plan. 

Que  l’on  conçoive  un  plan  X qui  pafle  par  les  deux  lignes  BC , 

BD  (2  3 2)  : je  dis  qu’il  paflèra  aum  par  la  ligne  BG  i car , imaginons 
tin  pian  Y qui  pafle  par  la  ligne  AB  6c  par  BG , il  coupera  le  plan  X 
dans  une  ligne  que  j’appelle  BH.  Or,  la  ligne  BG  ne  peut  êtré  diflér 
fente  de  BH  ^ car,  la  ligne  AB  eft  perpendiculaire  au  plan  X , puis- 
qu’elle eft  perpendiculaire  aux  deux  lignes  BC  6c  BD  de  ce  plan  : 
donc  elle  eft  aufll  perpendiculaire  à la  ligne  BH  qui  appartient  au 
même  plan  ; mais  d’ailleurs , AB  eft  encore  perpendiÔ4aire  à la 
ligne  BG  par  l’hÿpothefe  : voilà  donc  deux  lignes  du  plan  Y, 
favoir  BG  6c  BH,  qui  feroient  perpendiculaires  au  même  point,, B de 
• la  ligne  AB , ce  qui  eft  impoflible  ( Liv.  I , art.  7 1 ) î .dotîc  .la  ligne 
BG  n’eft  pas  différente  dè  BH  ; donc  elle  appartient  au  plan  X , de 
même  que  les  lignes  BC  6c  BD.  , 

TnéoREMB  VI. 

0 

« 0 

* 1 

: 238. 17n plan  Y e'tant  perpendiculaire  à un  autre  plan  X ,_/i  on  tire  p-. 

; dans.  Vun  des  deux  > par  exemple  Yj  une  ligne  AB  perpendiculaire  à 
la  comirmne  jeêlion  EF , elle  Jera  perpendiculaire  à Vautre  plan  X* 


?'V 


ÉLÉMENTS  DE  ^ÎÉOMÉTRIE. 

J.  Si  on  conçoit  une  ligne  CED  perpendiculaire  au  plan  Y & placée 
dans  le  plan  X , elle  fera  perpendiculaire  à la  ligne  AB  contenue 
dans  le  plan  Y (îi8)  ; & réciproquement,  ÀB  fera  perpendiculaire, 
à CD  : d’ailleurs , par  la  conftruâion , elle  eft  aulTi  perpendiculaire 
à EF  ; ainfi,  elle  eft  perpendiculaire  au  plan  X (235)* 

On  prouveroit  de  même  qu’en  tirant  dans  le  plan  X la  ligne  BG 
, perpendiculaire  fur  EF , elle  eft  auffi  perpendiculaire  fur  le  plan  Y. 

COROI.I.AIRE. 

259.  Une  ligne  tirée  d’un  point  B de  la  fedlion  commune  dès 
deux  plans  X,_Y,  tirée,  dis-je,  perpendiculairement  fur  un  des 
plans -X , doit  être  dans  l’autre  plan  Y ; car,  autrement  il  y auroic 
deux  lignes  tirées  du  même  point , favoir  AB  & cette  autre  ligne  » 
qui  feroient  l’une  & l’autre  perpendiculaires  fur  le  plan  X,  ce  qui 
eft  impoftible. 

Théosbmb  VlL 


240.  Les  lignes  qui  font  perpendiculaires  au  même  plan  font 
parallèles.' 

S.  Les  lignes  AB  & CD  font  perpendiculaires  au  plan  Xj  je  dis 
qu’elles  font  parallèles:  pour  le  prouver,  foit  tirée  la  ligne  droite 
BD  dans  le  plan  X entre  les  deux  perpendiculaires , & que  l’on 
eonçoive  un  plan  Y qui  pafte  par  AB  & par  BD,  ce  plan  fera 
perpendiculaire  fur  X , parce  qu’il  pafte  par  la  perpendiculaire  ABi', 
■&  de  plus  il  paftèra  par  CD , ou , ce  qui  revient  au  même,  CD  fera 
■dans  le  plan  Y (259);  ainfi,  les  trois  lignes  AB,  CD,  BD,  fonjc 
■dans  le  plan  Y.  Or , les  deux  lignes  AB , CD , font  perpendiculaires 
à BD  (218),  puifque  cette  ligne  eft  aufti  dans  le  plan  X } donc  AB , 
■CD , font  parallèles  ( Liv.  I , art.  96.  ) 

241.  Deux  lignes  perpendiculaires  à un  plan  X peuvent  être 
•conçues  dans  un  autre  plan  Y.  Cela  paroît  par  cette  démopftr!^ 

tion. 

242.  £ EMÂH'Qjj £..  Quand  deux  lig^s  font  parallèles,  on  peut 
^esxoncevpir  dans  un  rnême.plan.  Sup^pons  qu’un  plan  pafte  par 
une  de  ces  lignes  & par  un  point  de  L’autre  , il  faut  que  cette  fécond^ 
foit  toute  entière  dan»  ce  plan  i car- , fi  cette  (econde  parallefe  n’étoit 
pas  toute . eritiere  dans  le  même,  plan , elle  s’en  écarteroit,  & par 

' ,cohféquent  elle  s’éloigneroittie  pîus'en  plus  dé  la  première  piarallele 
contenue  dans  le  plan  : ainfi,  ces  lignes  né  feroient  pas  parallèles; 
■ ce  qui- eft  contre  i’hypothefe.  . ^ . i 
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LIVRÉ  SECOND.  j8^ 

THioKSMB  VIIL 

243.  Si  de  deux  lignes  parallèles  t Vune  ejl  perpendiculaire  à un 
plan  ^ Vautre  Le  fera  aujji. 

Si  les  lignes  AB  & CD  font  parallèles , & que  AB  Toit  perpendl»  Fig. 
culaire  fur  le  plan  X , CD  le  fera  aufli  au  même  plan.  11  faut  concevoir 
un  plan  Y qui  pafTe  par  les  deux  parallèles  , BD  fera  la  commune  fec- 
tion  des  deux  plans.  Or , cette  ligne  BD  eil  perpendiculaire  à AB  , 
puifque  AB  Peft  fur  le  plan  X ; & par  conféquent  fur  BD  (218):  ainfî 
BDeft  aufli  perpendiculaire  à l’autre  parallèle  CD  ( Liv.  I.  Art.  92)  ; 

& réciproquement  CD  eft  perpendiculaire  fur  BD  : d’ailleurs  le  plan 
Y eft  perpendiculaire  au  plan  X (225) , puifqu’il  pafle  par  AB  petr 
pendiculaire  à ce  plan  X ; par  conféquent  cette  ligné  CD  contenue 
dans  le  plan  Y & perpendiculaire  à la  commune  feétion  BD , l’eft 
âuflt  fur  le  plan  X (238). 

TnioaEMB  IX 

244.  Deux  lignes  parallèles  h une  3 fint  parallèles  entr* elles  , 

quoique  les  deux  premières  ne  Joieni  pas  dans  le  même  plan  que  la  3"*. 

Soient  les  deux  lignes  AB , CD  parallèles  à GH  j je  dis  qu’elles  font 
parallèles  entr’elles.  Concevons  un  plan  X fur  lequel  GH  foit  perpen- 
diculaires : les  deux  autres  lignes  AB , CD  feront  aufli  perpendicu- 
laires au  même  plan  X (243)  j par  conféquent  ces  deux  lignes  font 
parallèles  entr’elles  (240). 

THioBBHB  V. 

245.  Si  les  deux  cotes  d*un  angle  font  parallèles  aux  côtes  (P un 
mitre  angle  , ces  deux  angles  feront  e'gaux , quoiqu'ils  foient  fur 
differents  plans  parallèles. 

Soient  dans  le  plan  X les  deux  côtés  de  l’angle  BAC  parallèles  Fig.  ^ 
aux  deux  côtés  de  l’angle  EDF  tracé  fur  le  plan  Y que  je  fuppofe 
en  l’air  ôc  au-deflus  du  plan  X ; je  dis  que  ces  deux  angles  font 
égaux.  Pour  le  prouver  , il  faut  prendre  le  côté  AB  égal  à DE 
l’autre  côté  AC  égal  à DF  & concevoir  un  plan  qui  pafle  par  les 
parallèles  AB  & DE  , & un  autre  plan  qui  pafle  par  les  deu^ 
parallèles  AC , DF,  enfuite  tirer  les  lignes  BE  , CF,  AD  , BC , EF; 
lès  deux  côtés  AB , DE  étant  égaux  & parallèles , on  aura  BE 
parallèle  à AD.  Par  une  raifon  femblable  CF  eft  parallèle  & égale 
I AD  : ainft  les  deux  lignes  B£  & CF  font  parallèles  ôc  égalesi 
donc  les  deux  bafes  BC  ôc  EF  font  égales.  Mus  d!aillçurs  1^ 

I 
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deux  côtés  AB , AC  font  égaux  aux  deux  côtés  DE  , DF  ; donc 
les  deux  angles  A & D font  égaux  : ce  qu’il  falloit  démontrer. 

246.  Deux  plans  font  parallèles , lorfque  tous  les  points^e  l’un  font 
. également  éloignés  de  l’autre  , ou , ce  qui  revient  au  même , quand 

toutes  les  ]^rpendiculaires  tirées  de  l’un  des  plans  fur  l’autre  font 
égales. 

TuBoaEjnB  XL 

247.  Si  deux  plans  X , Y font  parallèles  & qu*ils  foient  coupés 
par  un  troîjieme  Z , les  Jèclions  AB  , CD  de  ce  troijieme  plan  avec 
les  deux  premiers  font  parallèles. 

10.  I ® . Ces  fe(^iôns  étant  dans  deux  plans  parallèles  ne  peuvent  fe  réu- 

hjren  un  point.  2®.  D’ailleurs  elles  ne  peuvent  non  plus  s’éloigner  en 
tendant  vers  différents  côtés , parce  que , appartenant  toutes  les  deux 
au  plan  Z , elles  doivent  avoir  la  même  direftion , ou  être  dirigées  vers 
le  même  côté  : ces  ferions  font  donc  des  lignes  parallèles. 

Thborbmb  XIL 
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24.8  • Deux  lignes  droites  , coupées  par  des  plans  parallèles  » font 
toupies  proportionnellement. 

Les  deux  lignes  AB , CD  font  coupées  par  les  trois  plans  X , Y , 
Z , ou  plutôt  elles  font  terminées  par  les  deux  plans  X,  Z , & coupées 
par  le  plan  Y aux  points  E , F j je  dis  qu’elles  font  divifées  propor- 
tionnellement , ou  en  parties  proportionnelles  > enforte  qu’on  aura  la 
proportion  , AE  . EB  : : CF . FD.  Qu’on  conçoive  la  ligne  AD  qui 
rencontre  le  plan  Y au  point  G , on . aura  les  triangles  BAD  & CDA 
dont  les  plans  feront  fur  les  trois  plans  X , Y , Z les  ferions  EG , BD 
& GF,  AC.  Or , les  deux  premières  EG , BD  feront  parallèles , parce 
que  ce  font  les  feétions  des  plans  parallèles  Y & Z avec  le  triangle 
BAD  ; •&  les  deux  autres  GF  , AC  font  aufli  parallèles  , puifqu’elles 
font  les  feéUons  des  deux  plans  parallèles  Y & Z avec  le  triangle  CDA. 
Ainfi , à caufe  des  bafes  parallelles  du  triangle  BAD , on  aura  la  pro- 
portion , AE  . EB  : : AG . GD  j & de  même  à caufe  des  bafes  parallèles 
du  triangle  CDA , on  aura  aufli  CF . FD  : : AG . GD  : par  conféquent 
AE . EB  : : CF . FD  j ce  qu’il  falloit  démontrer. 

C0R0LJ.AIBB 

249.  Si  les  deux  côtés  d’un  angle , comme  BAD,  font  terminés 
par  un  plan  Z , & qu’ils  foient  coupés  par  un  autre  plan  Y parallèle  à 
ce  premier , ils  font  coupés  proportionnellement  i c’eft-à*dire , que 
A£  • ËB  : : AG . GD» 
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Théokêkb  XllI. 

1 

*50.  Si  deux  plans  Y,  Z,  qui  fi  coupent,-  fini  perpendiculaires  Tig.  lu 

nu  troifieme  X , leur  fieÛion  commune  AB  fira-perptndiculaire  à X. 

Concevons  deux  lignes  dans  le  plan  X , qui  palTent  toutes  les 
deux  par  le  point  B , & dont  l’une  IL  foit  perpendiculaire  au  plan  Y, 

& l’autre  OP  au  plan  Z , la  ligne  IL  étant  perpendiculaire  au  plan  Y, 
l’eR  aulfî  à la  ligne  ÂB  en  tant  qu’elle  appartient  au  plan  Y (2 1 8)  j 
par  conféquent,  AB  eft  auflî  perpendiculaire  à IL.  Pareillement, 

OP  étant  perpendiculaire  au  plan  Z,  l’eR  auflî  à AB  en  tant  qu’elle 
■eft  dans  le  plan  Z : donc  AB  eft  encore  perpendiculaire  à OP  ; par 
conféquent  la  ligne  AB , étant  perpendiculaire  fur  deux  lignes  du 
plan  X , l’eft  auflî  fur  ce  plan  (235). 

251.  Lorfque  deux  plans  font  ainfî  perpendiculaires  à un  troi> 
lîeme , les  interfeé^ions  de  ces  deux  plans , avec  le  troiiîeme , font 
des  angles  qui  font  égaux  à ceux  que  forment  ces  deux  plans 
entr’eux  ; & fl  ces  deux  plans  font  inclinés  l’uiï  fur  l’autre , les  angles 
aigus  oppofés  au  fommet,  formés  par  les  interférions,  ou  plutôt 
l’un  de  ces  angles  eft  la  mefure  de  l’inclinailbn  des  plans.  Cela 
revient  à ce  que  nous  avons  dit  article  224. 

Théorbmb  XI V. 

25  2.  kfi  deux  plans  Y,  Z , qui  coupent  un  troi/îemé  X,  fint  per- 
pendiculaires entr*eux , & que  Vun  des  deux  foit  perpendiculaire  au 
troifieme  X , les  deux  communes  fixions  des  deux  premiers  avec  le 
troifieme  , fi  coupent  k angles  droits.  Fig.  i}i 

Que  le  plan  X foit  celui  de  la  Planche , & que  la  commune 
.ferion  du  plan  Y avec  X foit  la  ligne  EF , & celle  du  plan  Z avec  X 
foit  GH  : puifque  Y eft  perpendiculaire  à X , réçiproqueiiient  X eft 
perpendiculaire  à Y j d’ailleurs , par  l’hypothefe , Z eft  perpendicu- 
laire au  plan  Y : donôX  & Y étant  perpendiculaires  au  plan  Y,  GH, 
commune  feâion  de  X & de  Z,  l’eft  auflî  au  même  plan  Y (250)  : 
donc  GH  fait  des  angles  droits  avec  toutes  les  lignes  du  plan  Y 
qu’elle  rencontre  (218),  & par  conféquent  avec  EF,  qui  eft  une 
ligne  de  ce  plan  : ce  qu’il  falloit  démontrer. 
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LIVRE  TROISIEME. 


Ans  le  premier  Livre,  nous  avons  parlé  de  la  ligne  qui 
]p  ^ eR  rétendue  en  longueur  -,  dans  le  fécond , nous  avons  traité 

A #IÉ0  - A>  M m ^ ^ .A  ^ « A ^ ^ 


Vi  A ^ ^ ^ 

de  la  furface , qui  eR  l’étendue  en  longueur  & en  largeur  : il 
nous  reRe  à parler  du  corps  ou  folide , qui  eR  l’étendue  confîdérée 
avec  les  trois  dimenRons,  longueur,  largeur  & profondeur. 


Notions  6*  "Propofitions  fur  les  folides  en  générctl. 

11  y a des  folides  qui  ne  font  terminés  que  par  des  plans,  d’autres 
par  une  ou  plufieurs  furfaces  courbes , d’autres  enfin  font  terminés 
par  des  furfaces,  dont  les  unes  font  planes  & les  autres  courbes* 
Ceux  du  premier  genre  font  appellés  en  général  Polyèdres. 

Entre  les-corps  de  différentes  figures , on  confidere  principalement  • 
les  Priftnes , les  Cylindres , les  Pyramides  & les  Cônes. 

I . Un  prifme  eR  un  corps  qui  a une  groffeut  égale  dans  toute 
fa  longueur , dont  les  bafes  fupérieures  & inférieures  font  des 
polygones  entièrement  égaux  en  fuppofant  qu’elles  font  parallèles  , 

& dont  les  furfaces  latérales  font  des  parallélogrammes. 

a.  Une  pyramide  eR  un  corps  dont  la  baife  eR  un  polygone , & dont 
les  furfaces  latérales  font  des  triangles  : ce  corps  finit  en  pointe. 

Le  prifme  St  la  pyramide  prennent  différents  noms,  fuivant 
'le  nombre  des  côtés  de  la  bafe  ; fi  la  bafe  eR  un  triangle , le  prifme 
jcR  appellé  triangulaire  ; fi  c’eR  un  pentagone  , le  prifme  eR  appelle 
pentagonal , ainfi  de  fuite.  C’efl  la  même  chofe  de  la  pyramide  : 
il  y a une  efpece  de  prifme,  qu’on  appelle  parallélépipède;  c’eR 
celui  dont  la  bafe  eR  un  parallélogramme  : cette  dénomination  ne 
convient  pas  à la  pyramide. 

4.  Le  cylindre  eR  un  corps  dont  la  groffeur  eR  égale  dans  toute 
fa  longueur,  & dont  les  bafes  font  des  cercles  égaux,  en  fuppofant 
leiff>alés  perpendiculaires  aux  côtés  : telle  feroit  une  colonne  dont  la 
groffeur  feroit  par*tout  la  même. 
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5.  Un  cqne  ell  un  corps  qui  finit  en  pointe , & dont  h bafe  eft 

un  cercle.  • 

6.  On  peut  regarder  le  cylindre  comme  un  prifine^  dont  la.  bafe’ 
cft  un  polygone  régulier  d’une  infinité  de  côtés;  & de  même,  le 
cône  efi  une  pyramide  dont  la  bafe  efi  un  polygone  régulier  d’une 
infinité  de  côtés. 

' En  parlant  des  prifmes  & des  cylindres , nous  fiippoferons  toujours 
que  la  bafe  fupérieure  eft  parallèle  à l’inférieure. 

7.  Dans  un  cylindre , la  ligne  tirée  du  centre  de  la  bafe  fupérieure 
au  centre  de  la  bafe  inférieure , efi  appellée  Vaxe  du  cylindre  ; 6c 
dans  le  cône , la  ligne  tirée  du  fommet  ou  de  la  pointe  du  cône  -au 
centre  de  la  bafe,  efi  aufii  appellée  Y axe  ducone.  On  peut  de  même 
concevoir  des  axes  dans  les  prifmes  6c  let;  pyraixûdes  , dont  les  bafes 
font  des  polygones  réguliers. 

8.  Lorfque  les  axes  font  perpendiculaires  aux  baies,  ^ prifmes 
les  cylindres , les  pyramides  6c  les  cônes  font  appellés  droits  i au- 
contraire , ces  corps  font  appellés  obliques , lorfque  les  âxes  font 
obliques  fur  les  bafes. 

; Q.uoique  la  bafe  d’un  prifme  ne  fcnt  point  un  polygone  réguHer, 
{le  que  ce  prifme  n’ait  point  d’axe , cependant  il  peut  être  droit , 
pourvu  que  les  reâangles  qui  lui  fervent  de  faces  foient  perpendi» 
culaires  à la  bafe. 

9.  Les  parallélogrammes  qui  font  autour  du  prifme,  6c  les 
triangles  qui  font  autour  de  la  pyramide , fimt  fouveqt  appelles'  les 
côtés  du  prifme  6c  de  la  pyramide  i mais  , comme  on  appellei  auflli 
çôtés  les  lignes  qui  terminent  ces  parallélogrammes  ou  cçs  triangles, 
afin  d’éviter  l’équivoque , nous  ne  nous  firtvicons  du  terme  c^és  que 
pour  défigner  des  lignes  : par  exemple , nous  appellerons  une  ligne 
tirée  du  fommet  d’un  cône  à la  circonférence  de  fa  bafe , côté  du 
çone;  quant,  aux  parallélogrammes  des  prifnVss  ^ aux  triangles  des 
pyramides,  nous  les  appellerons/àce.c  de  corps. 

Outre  les  quatre  principaux  folidesdont  ^us  avonsparlé  jufqu’ici, 
pn  diftiogue  encore  d’autres  efpeces  de  qu’op  nomme  régu.* 
Uers,  dont  nous  traiterons  dasns  la  fuite. 

I O.  Dans  les  foUdes  terminés  par  des  plans , comme  font  les  prifmes 
& lespyramides,  on  remarque  des  attgUs  Jolide^.  On  entend  par 
angle  folide,  un  efpace  folide  terminé  en  pointe  par  plufieurs  angles 
plans  qui  ont  un  fommet  commun  : telle dlUa!pointe<d’unepyr^mide  % 
tels  font  aulfi  les  coins  d’un  dea  à jouer. 

II  faut  au  lupûis  trois  angles  plans  pour  terflvner  un  angle  folide 

a a ij 
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Or , quand  un  angle  folide  eft  terminé  feulement  par  trois  angles 
plan? , deux  de  ces  angles  font  toujours  plus  grands  que  le  troifiemc.^ 
OeR  ce  que  nous  allons  démontrer  dans  le  Théorème  fuivant. 

I 

m 

Théorèkb  1. 

1 1.  LorJqu*un  angle  folide  n’efi  forme'  que  par  trois  angles  plans» 
deux  de  ces  angles  pians  , tels  qu  ils  foient  t pris  enfemhle  y font  plus 
grands  que  Le  troifieme. 

Déwonstratioh. 

Fi^.  I.  La  figure  i repréfente  un  angle  folide  formé  par  les  trois  angles 
BAD , DAC  & BAC.  Pour  concevoir  cet  angle  folide , il  feur 
s^imaginer  que  le  point  A , qui  en  eft  le  fommet,  eft  élévé  au-defliis 
du  plan  fur  lequel  eft  repréfenté  l’angle.  11  s’agit  donc  de  démontreiF 
quedeiix  desangles  plans,  par  exemple  BAD  & DAC,  pris  enfemble, 
font  plus  grands  que  le  troifieme  BAC.  Pour  cela , tirez  la  ligne  AE 
égale  à la  ligne  AD , enforte  que  l’angle  BAE  foit  égal  à l’angle 
BAD  i tirez  enfuite  la  bafe  BEC  jufqu’à  la  rencontre  de  la  ligne  AC 
qu’il  faut  prolonger,  s’il  eft  nécelïaife.  Cela  pofé,  je  raifonne  ainfi  t 
L’angle  BAD  eft , par  l’hypothefe  , égal  à l’angle  BAE  j d’ailleurs  , 
les  côtés  4u  premier  angle , favoir  AB  & AD , font  égaux  aux  côtés 
du  fécond , qui  font  AB  & AE  ; par  conféquent , la  bafe  BD  du 
premier  eft  égale  à BE  du  fécond  (Liv.  II , art.  29.)  Or,  les  deux 
lignes  BD  & DC,  prifes  enfemble , font  plus  grandes  que  la  troifieme 
BC,  à caufe  que  ces  trois  lignes  forment  un  triangle , dont  deux 
côtés  font  nèceffairement  plus  grands  que  le  troifieme  ( Liv.  II , 
art.  38);  ainfi , puifque  BD  eft  égale  à BE , la  ligne  DC , bafe  de 
l’angle  DAC , eft  plus  grande  que  la  partie  EC , bafe  de  l’angle 
EAC  i d’ailleurs , les  deux  côtés  AD  & AC  de  l’angle  DAC , font 
égaux  aux  côtés  AE  & AC  de  l’angle  EAC:  donc  le  premier  de 
ces  angles  eft  plus  grand  que  le  fécond  (Liv.  ÎI,  art.  34);  par 
conféquent , la  fomme  des  angles  BAD  &*  DAC  eft  plus  grande 
que  celle  de  BAE  & EAC.  Or , ces  deux  derniers  angles  font  l’angle 
BAC  j par  conféquent,  les  angles  BAD  & DAC  pris  enfemble,  font 
plus  grands  que  le  troifieme  BAC  : ce  qu’il  falloir  démontrer. 

On  peut  appercevoir  la  vérité  de  cette  propofition  fans  démons- 
tration : car , comme  deux  côtés  d’un  triangle  font  plus  grands  que 
le  troifieme,  de  thème  il  eft  clair  que,  fi  trois  angles  plans  forment 
un  angle  folide , deux , pris  enfemble , font  plus  grands  que  lé 
troifieme  : d’ailleurs  on  voit  bien  que , pour  réduire  les  deux  angles.' 
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plans  au  troifîeme , en  les  appliquant  contre  ce  troiHeme , il  faudroic 
rétrécir  ces  deux  angles , & par  conféquent  ils  font  plus  grands  que 
ce  troifîeme. 

THioRBMB  IL 

* 1 2.  Tous  les  angles  plans  qui  forment  un  angle  folide , pris 

enfemhle  , font  moindres  que  quatre  angles  droits. 

Pour  entendre  facilement  la  démonftration  fuivante , il  faut  avoir  Fig. 
une  pyramide  telle  qu^on  va  la  fuppofer:  on  en  peut  faire  une  de 
bois , de  carton , de  cire  , &c. 

Soit  la  pyramide  pentagonale  de  la  figure  2 , dont  la  bafe , qui 
eft  un  pentagone , eft  divifée  en  cinq  triangles , qui  ont  leur  fommet 
au  point  G , qui  efî  en  dedans  du  pentagone.  11  faut  démontrer  que 
les  cinq  angles  plans  qui  forment  Pangle  folide  A , font  moindres 
que  quatre  droits. 

V DiMONSTEATIOH. 

La  pyramide  étant  fuppofée  pentagonale , elle  a cinq  fa,ces,  qui 
font  autant  de  triangles  qui  ont  leur  fommet  au  point  A : le  penta- 
gone, qui  fert  de  bafe , contient>aufîi  cinq  triangles  ; donc  la  fomme 
des  angles  des  cinq  premiers  triangles  efî  égale  à la  fomme  des 
angles  des  cinq  autres.  Cela  pofé,  confidérez  que  les  ajjgles  des  cinq 
premiers  triangles  font  ceux  qui  font  fur  la  bafe , comme  ACB  Ôc 
ACD , plus  ceux  qui  font  au  fommet  de  la  pyramide  ; & les  angles 
des  cinq  autres  triangles , font  ceux  du  pentagone , comme  BCD , 
plus  ceux  qui  font  au  point  G \ par  conféquent , fi  les  angles  qui  font 
îur  la  bafe  font  plus  grands  que  ceux  du  pentagone  > il  faut  que  les 
angles  qui  font  au  fommet  de  la  pyramide  foient  moindres  que  ceux 
qui  font  au. point  G.  Or,  les  angles  qui  font  fur  la  bafe  de  la  pyra> 

. mi  de  font  plus  grands  que  ceux  du  pentagone  : par  exemple , les 
deux  angles  ACB  & ACD  font  plus  grands  que  le  troifîeme  BCD^ 
puifque  ces  trois  angles  plans  formant  l’angle  folide  en  C , deux  pris 
enfemble,  font  toujours  plus  grands  que  le  troifîeme  (i  1)  j ainfî, 
les  angles  du  fommet  de  la  pyramide  font  moindres  que  ceux  qui 
font  au  point  G.  Or , les  angles  qui  font  au  point  G , valent  quatre 
angles  droits  j donc  ceux  du  fommet  de  la  pyramide  font  moindres, 
que  quatre  angles  droits  ; ce  qu’il  falloit  démontrer. 

On  peut  démontrer  ce  Théorème  en  cette  maniéré  : foit  le 
pentagone  BCDEF  divifée  en  cinq  triangles  qui  ont  leur  fommet  au 
point  G.  il  efî  certain  que  Içs  angles  qui  font  autour  du  point  G font 
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égaiix  à quatre  angles  droits*  Or , afin  que  les  cinq  triangles  devien- 
nent les  faces  d*une  pyramide,  il  eR  nécefiaire  que  le  point  G Toit 
élevé  au  defius  du  plan  du  pentagone , de  que  par  conféquent  toutes 
les  lignes  qui  aboutifient  au  point  G , & qui  font  les  côtés  des  angles 
en  G , s^alîongent , tandis  que  les  côtés  du  pentagone , qui  font  les 
bàfes  de  ces  angles , demeurent  de  la  même  grandeur.  Or , on  * 
conçoit  que  cela  ne  peut  fe  faire  fans  que  les  angles  en  G diminuent  ^ 
& par  conféquent  ces  angles  feront  moindres  que  quatre  droits, 
quand  ils  formeront  un  angle  folide. 

C’eft  par  ce  dernier  Théorème  que  Ton  démontre  qu’il  n’y  a que 
cinq  efpeces  de  corps  réguliers  terminés  par  des  furfaces  planes. 

i^.  On  entend  ici  par  corps  régulier,  celui  dont  toutes  les  faces 
font  des  polygones  réguliers  , égaux  & femblables , & dont  tous  les 
angles  folides  font  formés  par  un  égal  nombre  d’ angles  plans.  11  y en 
a cinq , comme  nous  le  venons  de  dire , favoir , le  tetraedre  , compris 
fous  quatre  triangles  égaux  Sx.  équilatéraux  ^ VoSaedre , compris  fous 
huit  triangles  égaux  & équilatéraux  j Vicojaedre , compris  fous 
vingt  triangles  égaux  & équilatéraux  ; Vexaedre  ou  le  cube , compris 
fous  fix  quarrés  égaux  ; & le  dodécaèdre , compris  fous  douze  . 
pentagones  ^aux  & réguliers. 

Tnéo&BMB  III. 

1 4.  Il  n*y  a que  cinq  ejpeces  de  corps  réguliers  formés  par  des 
Jùrfaces  planes. 

Démonstration. 

« 

Toute  la  démonRration  eft  fondée  fur  le  fécond  Théorème,  dans 
lequel  on  a fait  voir  que  tous  les  angles  plans  qui  forment  l’angle 
fohde , font  moindres  que  quatre  droits. 

' I Un  angle  folide  peut  être  formé  par  trois  angles  plans  de 
triangles  équilatéraux,  parce  que  chacun  de  ces  angles  ne  vaut 
que  60  degrés  •,  & par  conféquent , les  trois  angles  ne  valent  que 
i 80  degrés , qui  font  moins  que  quatre  angles  droits.  Chaque 
angle  folide  du  tétraèdre  eft  formé  par  trois  ailles  de  triangles 
équilatéraux. 

Quatre  angles  de  triangles  équilatéraux  peuvent  aulH 
former  un  angle  folide  » parce  que  ces  quatre  angles  ne  valant  que 
340  degrés , ils  font  encore  moindres  que  quatre  angles  drtnts. 
Chaque  angle  de  l’oé^aedre  eR  compris  fous  quatre  angles  de 
triangles  équilatéraux. 


LIVRE  TROISIEME.  ipi 

Cinq  angles  de  triangles  équilatéraux  peuvent  encore  former 
un  angle  folide>  parce  que  ces  cinq  angles  font  moindres  quje 
quatre  angles  droits.  Chaque  angle  de  l’icofaedre  eil  compris  fous 
cinq  angles  de  triangles  équilatéraux. 

Mais  fîx  angles  de  triangles  équilatéraux  valent  quatre  angles 
droits  i c’eR  pourquoi  ils  ne  peuvent  former  un  angle  folide  : ainli  > 
il  ne  peut  y avoir  que  trois  efpeces  de  corps  réguliers  formés  par 
4es  triangles. 

4®.  Trois  angles  de  quârrés  peuvent  auffi  former  un  angle  folide, 
comme  il  pàroît.  Chaque  angle  de  Fexaedre  ou  cube , eR  formé  par 
trois  angles  de  quarrés. 

Il  eft  évident  que  quatre  angles  de  quarrés  ne  peuvent  former  un 
angle  folide,  puifque  ce  font  quatre  angles  droits:  ainli,  il  n’y  a 
qu’une  éfpece  de  corps  réguliers  compris  fous  des  quarrés. 

5 Un  angle  folide  peut  être  formé  par  trois  angles  de  penta- 
gones réguliers,  parce  que  chacun  de  ces  angles  ne  vaut  que 

1 0 8 degrés.  Chaque  angle  folide  du  dodécaèdre  eR  formé  de  trois 
angles  de  pentagones  réguliers  ; mais  quatre  angles  de  pentagones 
réguliers  font  plus  de  3 60  degrés , c’eR  pourquoi  ils  ne  peuvent 
former  un  angle  folide  : ainli , il  ne  peut  y avoir  qu’une  efpece  de 
corps  régulier  formé  par  des  pentagones. 

On  ne  peut  former  aucun  corps  régulier  avec  des  exagones  ; car 
l’angle  de  l’exagone  régulier  vaut  1 20  degrés , & par  conféquent 
trois  angles  d’exagones  réguliers  font  360  degrés:  ainfi , ils  ne 
peuvent  former  un  angle  folide. 

Puifque  trois  angles  d’exagones  font  360  degrés,  trois  angles 
d’eptagone  ou  d’oôogone,  ou  de  tout  autre  polygone  régulier 
dont  le  nombre  des  côtés  eR  plus  grand,  valent  plus  de  3 60  degrés  : 
ainli , ils  ne  peuvent  former  un  angle  folide  ; & par  conféquent , on 
ne  peut  faire  de  corps  réguliers  avec  ces  polygones.  Il  n’y  a donc 
que  cinq  fortes  de  corps  réguliers. 

1 5.  Si  on  applique  deux  tétraèdres  égaux  l’un  contre  l’autre , le 
folide  que  forment  ces  deux  corps  joints  enfemble,  n’eR  pas 
-régulier,  quoiqu’il  foit  terminé  par  Rx  triangles  égaux  Sc  équilaté- 
raux, parce  que  des  cinq  angles  folides  dont  ce  corps  eR  compofé, 

11  y en  a trois  qui  font  terminés  par  quatre  angles  plans,  6c  les 
deux  autres , fa  voir , ceux  qui  Ibnt  oppofés  aux  bafes  appliquées 
l’une  contre  l’autre , ne  font  formés  que  par  trois  angles  plans  i c’eR 
pourquoi  ceux  qui  définillent  le  corps  régulier,  en  difant  que  c’eft 
.celui  qui  eR  (erminé  parades  polygoiies  réguliers  égaux  ô&fembl^bles^ 
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donnent  une  définition  peu  exafte  j il  faut  ajouter  que  chaque  angle 
folide  du  corps  régulier  eft  formé  par  un  égal  nombre  d’angles  plans 
de  ces  polygones. 

On  a repréfenté  les  cinq  corps  réguliers  avec  leurs  développements , 
( ce  terme  va  être  expliqué  dans  l’article  1 8 ) la  figure  5 eft  un 
tétraèdre  avec  fon  développement , la  figure  4 eft  un  oélaedre,  la 
figure  5 eft  un  icofaedre , la  figure  6 eft  un  exaedre , la  figure  7 eft 
un  dodécaèdre.  11  eft  à propos  de  faire  ces  figures  avec  du  carton > 
afin  de  fe  repréfenter  ces  folides  diftinftement. 

Nous  partagerons  la  fuite  de  ce  troifîeme  Livre  en  deux  parties  ; 
dans  la  première  > nous  parlerons  de  la  furface  des  folides , ôc  dans 
la  fécondé , nous  traiterons  de  leur  folidité. 

D£  LA  SURFACE  DES  SOLIDES. 

Fig.  g.  1 6.  Si  une  ligne , comme  ha. , que  l’on  fuppofe  perpendicu- 
laire à la  bafe  d’un  prifme  droit , tourne  autour  de  cette  bafe 
en  demeurant  toujours  perpendiculaire , elle  décrira  la  furface 
convexe  ou  latérale  du  prifme,  c’eft-à-dire  le  contour,  fans  y 
Fig.  9.  comprendre  les  deux  bafes  : de  même , fi  une  ligne , comme  ha , 
demeurant  toujours  perpendiculaire  à la  bafe  d’un  cylindre  droit , 
parcourt  la  circonférence  de  cette  bafe , elle  décrira  la  furface  du 
cylindre. 

Fig.  10  17-  S’il  s’agit  d’une  pyramide  ou  d’un  cône,  il  faut  concevoir 

^ une  ligne  attachée  au  fommet  A , laquelle  tourne  autour  de  la 
pyramide  ou  du  cône , elle  décrira  la  furface  de  ces  folides. 

Fig  g ^ encore  avoir  une  notion  plus  fenfible  de  la  furface 

du  prifme  droit , en  imaginant  une  bande  de  papier  collée  tout 
autour  du  prifme,  qui  ait  une  largeur  égale  à la  hauteur  du  prifme. 
11  eft  évident  que , fi  l’on  ôtoit  cette  bande  & qu’on  la  développât , 
il  paroîcroit  un  reéfangle  qui  auroit  la  même  hauteur  que  le  prifme , 
& qui  auroit  pour  bafe  une  ligne  droite  égale  au  périmètre  de  la 
bafe  du  prifme  : ce  reftangle , qui  eft  néceftairement  égal  à la  furface 
du  prifme , peut  être  appellé  développement  du  prifme.  Le  dévelop- 
pement du  cylindre  droit  eft  auflî  un  reâangle  qui  a pour  bafe  une 
ligne  égale  à la  circonférence  de  la  bafe  du  cylindre , & qui  a même 
hauteur  que  le  cylindre. 

\%B,  Le  développement  de  la  pyramide  eft  la  fomme  de  tous 
les  triangles  qui  en  font  les  faces;  ainfi,  la  fomme  de  tous  ces 
^triangles  eft  la  furface  de  la  pyramide.  Toutes  les  lignes  droites, 

comme 
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comme  AB , tirées  du  fommet  du  cône  droit  aux  points  de  la  xrt 
circonférence  de  la  bafe  étant  égales  , il  eft  évident  que,  fi  on 
développe  la  furface  du  cône  droit,  ce  développement  fera  un  feéleur 
de  cercle  qui  aura  pour  rayon  le  côté  AB  du  cône , & un  arc  égal  à 
la  circonférence  de  la  bafe  du  cône. 

1 9.  Lorfque  la’  bafe  de  la  pyramide  eft  un  polygone  régulier  , & 
que  la  pyramide  eft  droite , tous  les  triangles  qui  en  font  les  faces 
ont  même  hauteur  & font  égaux  entr’eux  ; & par  conféquent  ils 
font  égaux  à un  feul  triangle  qui  auroit  la  même  hauteur  que  celle 
d’un  des  triangles , & une  bafe  égale  à la  fomme  des  bafes  de  tous 
les  triangles , ou , ce  qui  eft  la  même  chofe , égale  au  périmètre  de 
la  bafe  de  la  pyranyde.  La  furface  d’une  pyramide  droite , dont  la 
bafe  eft  un  polygone  régulier , eft  donc  égale  à un  triangle  qui  a 
pour  bafe  le  périmètre  de  la  bafe  de  la  pyramide , & la  même  hauteur 
que  celle  d’un  des  triangles  qui  fervent  de  faces  à la  pyramide. 

' 20.  Remarquez  que  la  hauteur  de  chaque  triangle , qui  fert  de  Fig.  w. 
face  à la  pyramide , eft  une  ligne  comme  AF , tirée  du  fommet  A 
perpendiculairement  fur  la  bafe  du  triangle , au  lieu  que  la  hauteur 
d’une  pyramide  eft  une  ligne  tirée  du  fommet  A perpendiculaire^ 
ment  fur  la  bafe  même  de  la  pyramide  ; d’où  il  fuit  que , ft  la 
pyramide  eft  droite , la  hauteur  de  chaque  triangle  eft  toujours 
plus  grande  que  celle  de  la  pyramide , parce  que  ces  deux  lignes 
étant  tirées  du  même  point  A , & la  fécondé  étant  perpendiculaire 
à la  bafe  de  la  pyramide , il  eft  néceftaire  que  la  première  , qui  eft 
la  hauteur  du  triangle,  foit  oblique  à cette  même  bafe  ( Liv.  II, 
art.  220),  6c  par  Conféquent  plus  grande  que  la  hauteur  de  U 
pyramide. 

2 1 . Le  cône  n’étant  qu’une  pyramide  dont  la  bafe  eft  un  polygone  Fig,  m 
régulier  d’une  infinité  de  côtés , la  furface  d’un  cône  droit  eft  égale 

à un  triangle  qui  a pour  bafe  une  ligne  droite  égale  à la  circonférence 
de  la  bafe  du  cône , 6c  pour  hauteur  le  côté  AB  du  cône- 

22.  Ce  côté  AB  du  cône  eft  la  hauteur  de  chaque  triangle 
infiniment  petit , qui  compofe  la  furface  du  cône , parce  que  ce 
triangle  étant  ifocele , 6c  ayant  une  bafe  infiniment  petite , la  per* 
pendiculaire  tirée  du  fommet  fur  fa  bafe , ne  différé  du  côté  que 
d’une  partie  infiniment  petite , 6c  par  conféquent  on  peut  prendre 
ce  côté  pour  la  perpendiculaire. 

23.  Le  triangle  qui  a pour  hauteur  le  côté  AB  du  cône  droit,  Fig. 

6c  pour  bafe  une  ligne  droite  égale  à la  circonférence  de  la  bafe , 
eft  égal  au  feékeur  de  cercle  qui  a pour  rayon  le  côté  AB , ôc  dont 

//.  Fartit,  b b 
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ïïg.  II.  l’arc  eft  égal  à la  bafe  du  triangle*  (Liv.  II,  art.  13a),  & par 
conféquent  à la  circonférence  de  la  bafe  du  cône.  Ce  feâeur  eR  le 
développement  du  cône  droit , comme  nous  l’ayons  dit. 

24.  De  tout  ce  qu’on  vient  de  dire , il  fuit  que , pour  avoir  la 
mefure  de  la  furface  d’un  prifme  droit , il  faut  multiplier  le  périmètre 
de  la  bafe  par  la  hauteur  du  prifme  ; & de  même , pour  avoir  la 
furface  du  cylindre  droit,  il  faut  multiplier  la  circonférence  dé  la 
bafe  par  la  hauteur  du  cylindre. 

25.  Si  la  hauteur  du  cylindre  droit  eft  égaie  au  diamètre  de  la 
bafe , la  furface  du  cylindre  eft  quadruple  de  la  bafe  : car , la  furface 
du  cylindre  eft  égale  au  produit  de  la  circonférence  de  la  bafe  par 
la  hauteur  entière , qui  eft  le  diamètre  de  la  bafe  ; & la  furface  du 
cercle  qui  fert  de  bafe,  eft  égale  feulement  au  produit  de  cette 
circonférence  (Liv.  II,  art.  142)  par  le  quart  du  diamètre  ou  la 
moitié  du  rayon. 

2 6.  Pour  avoir  la  furface  d’une  pyramide  droite  dont  la  bafe  eft 
un  polygone  régulier,  il  faut  multiplier  le  périmètre  de  la  bafe  par 
la  moitié  de  la  hauteur  d’un  des  triangles  qui  font  les  faces  de  la 
pyramide , ou  bien  il  faut  multiplier  cette  hauteur  par  la  moitié 
du  périmètre , ou  enfin , multiplier  la  hauteur  du  triangle  par  le 
périmètre , & prendre  la  moitié  du  produit. 

27.  Enfin , pour  avoir  la  furface  d’un  cône  droit , il  faut  multi> 
plier  la  circonférence  de  la  bafe  par  la  moitié  du  côté  AB  du  cône, 
ou  multiplier  ce  côté  entier  par  la  moitié  de  la  circonférence , ou 
enfin , multiplier  le  côté  par  la  circonférence , & prendre  la  moitié 
du  produit. 

28.  Si  le  côté  du  cône  droit  eft  égal  au  diamètre  du  cercle  qui 
fert  de  bafe , la  furface  du  cône  eft  double  de  la  bafe  : car , la  furface 
du  cône  eft  égale  au  produit  de  la  circonférence  de  la  bafe  par  la 
moitié  du  côté  ou  du  diamètre  -,  & la  bafe  eft  égale  au  produit  de  fa 
circonférence  par  la  moitié  du  rayon  ou  par  le  quart  du  diamètre. 
Ôr,  ces  deux  produits  font  entr’eux  comme  les  produifants  inégaux, 
qui  font  la  moitié  du  diamètre  & le  quart  du  diamètre,  c’eft>à-dire> 
que  le  premier  eft  le  double  du  fécond  ; par  conféquent , la  furface 
du  cône  eft  double  de  fa  bafe. 

29.  Ce  cône,  dont  le  côté  eft  égal  au  diamètre  de  fa  bafe,  eft 
appellé  équilatéral.  On  conçoit  qu’il  eft  formé  par  la  révolution  d’un 
triangle  équilatéral  qui  tourne  autour  d’une  perpendiculaire  tirée  du 
fommet  d’un  angle  fur  le  côté  oppofé  : ainfî , la  furface  du  cône 
•équilatéral  eft  double  de  fa  bafe,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  elle 
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eft  à cette  bafe  comme  a eft  à i ; & par  conféquent  la  furface  totale , 
en  y comprenant  la  bafe , eft  à cette  bafe  comme  3 eR  à i. 

^o.  Remarquez  que,  quand  on  parle  de  la  furface  de  ces'corps, 
foit  prifmes , foit  cylindres  , pyramides  ou  cônes , on  entend  le 
contour  de  ces  folides  fans  y comprendre  les  bafes , à moins  qu’on 
ne  l’exprime,  comme  nous  venons  de  le  faire  à la  fin  de  l’article 
précédent.  Pour  marquer  que  l’on  , ne  comprend  pas  les  bafes  du 
cylindre , lorfqu’on  parle  de  la  furface , on  ajoute  fouvent  le  terme 
convexe , en  dilànt  la  furface  ou  la  fuperficie  convexe  d’un  cylindre. 

On  peut  fe  fervir  de  la  même  expreifion  pour  le  cône,  & dire  la 
furface  convexe  d’un  cône. 

Nous  n’avons  pas  parlé  de  la  furface  du  cylindre  obliqüe  ni  de 
celle  du  cône  oblique , parce  que  les  méthodes  dont  on  fe  fert  pour 
les  trouver,  font  très- difficiles  & très-compliquées,  & par  conféquent 
elles  n’appartiennent  pas  aux  Éléments  : d’ailleurs , ces  méthodes 
ne  donnent  les  furfaces  dont  il  s’agit,  que  par  approximation, 
c’efi-à'dire , qu’elles  font  connoître  feulement  la  valeur  approchée 
<le  ces  furfaces. 

3 1 . On  a vu  qu’entre  les  corps  terminés  par  des  furfaces  planes  , 
il  y en  a cinq  réguliers  j mais  il  n’y  en  a qu’un  feul  qui  foit  parfaite- 
ment régulier  entre  ceux  qui  font  compris  par  des  fuperficies  courbes , 
favoir , la  fpfiere  ou  le  globe.  La  fphere  eft  un  corps  terminé  par  une 
furface  courbe  dont  tous  les  points  font  également  diflants  d’un 
point  qu’on  nomme  centre , qui  eR  en  dedans  du  corps. 

Nous  allons  examiner  la  formation  de  la  fphere , enfuite  nous  en 
chercherons  la  fuperficie. 

32.  Si  on  conçoit  qu’un  demi -cercle,  comme  ÂDB,  tourne  Fig.  tû 
autour  de  fon  diamètre  AB,  il  fe  formera  une  fphere  dont  la  furface 

éR  décrite  par  la  demi-circonférence.  Le  diamètre  AB , autour 
.duquel  le  demi-cercle  a tourné , eR  appellé  axe  ou  efjieuy  & les  deux 
extrémités  A & B de  l’axe  font  appellés  pôles  de  la  fphere. 

. 33.  11  eR  évident  que  la  courbure  de  la  furface  d’une  fphere  eR 
uniforme , c’eR-à-dire , que  cette  courbure  eR  par-tout  égale , de 
même  que  celle  de  la  circonférence  d’un  cercle.  De  cette  uniformité 
de  la  Iphere , on  déduit  les  propriétés  fuivantes. 

34.  1 Tous  les  rayons  font  égaux  entr’eux,  auRl  bien  que  tous 
les  diamètres. 

35.  On  peut  prendre  pour  axe  chacun  des  diamètres,  en 
obfervant  que  les  pôles  font  toujours  les  extrémités  du  diamètre 
jque  Ton  prend  pour  axe. 


> 
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56.  3®.  Si  on  coupe  une  fphere  par  uA  plan,  la  feftion,  c’eft-à- 
dire , la  nouvelle  furface  qui  paroît  après  avoir  coupé  la  fphere  ; 
cette  feélion , dis- je , eft  un  cercle  : car  , fi. le  plàn  pafle  par  le  centre 
de  la  fphere,  il  efi  évident  que  la  feétion  eft  un  cercle  dont  le 
diamètre  eft  égal  à celui  de  la  fphere. 

Si  le  plan  qui  coupe  la  fphere  ne  pafle  pas  par  le  centre,  la  feftion 
eft  encore  un  cercle  : pour  en  avoir  la  démonftration , il  faut  cotKe- 
voir  une  ligne , comme  CF , tirée  du  centre  de  la  fphere  perpendi- 
culairement fur  cette  feétion , & une  infinité  d’obliques , comme  Ce  , 
CJ,  tirées  du  même  centre  à tous  les  points  qui  font  les  extrémités 
de  la  même  feétion  : tous  ces  points  étant  à la  furface  de  la  fphere, 
les  lignes  obliques  en  font  des  rayons , & par  conféquent  elles  font 
égalés  entr’elles  ; donc  ces  obliques  font  également  éloignées  de  la 
perpendiculaire:  ainfi , elles  font  dans  la  circonférence  d’un  cercle, 
au  centre  duquel  aboutit  la  perpendiculaire  ; donc  la  feôion  d’une 
fphere , coupée  par  un  plan , eft  un  cercle  , foit  que  le  plan  pafle  par 
le  centre  de  la  fphere , ou  qu’il  n’y  pafle  pas. 

3 7.  L’on  appelle  grands  cercles  de  la  fphere , ceux  qui  paflent 
par  le  centre  de  la  fphere  \ & les  autres , dont  le  plan  ne  pafle  pas 
par  le  centre , font  appellés  petits  cercles. 

Lorfqu’on  parle  des  cercles  de  la  fphere  , on  entend  ceux  dont  la 
circonférence  eft  fur  la  furface  de  la  fphere. 

38.  4®.  Deux  grands  cercles,  c’eft  à-dire , deux  cercles  qui  paflent 
par  le  centre  de  la  fphere , fe  coupent  néceflairement , & leur 
commune  feétion  eft  une  ligne  droite  qui  pafle  par  le  centre , & qui  ; 
par  conféquent , eft  un  diamètre  de  l’un  & de  l’autre  cercle. 

On  peut  encore  inférer  les  propriétés  fuivantes  de  la  maniéré 
dont  nous  avons  formé  la  fphere. 

39.  i®.  Les  points  dy  dy  d,  </,  de  la  demi-circonférence  que 
l’on  a fart  tourner  autour  du  diamètre  AB , décrivent  des  circon- 
férences parallèles  entr’elles. 

40.  2®.  T ous  les  points  de  chacune  de  ces  drconférences  parallèles 
font  également  éloignés  d’un  des  pôles  A de  la  fphere  : ils  font  auflî 
également  éloignés  de  l’autre  pôle  B j c’eft  pourquoi  ces  pôles  A 
& B peuvent  être  appellés  les  pôles  de  ces  circonférences  parallèles, 

' & le  diamètre  AB  eft  leur  axe. 

41.3®.  Tous  les  cercles  parallèles  ont  les  deux  mêmes  pôles  6c  le 
même  axe. 

4».  4®.  L’axe  de  ces  cercles  paflent  par  leurs  centres , 6c  eft 

jperpendiculaire  à leurs  plans  5 6c  par  conféquent  il  mefure  la  diftançe 

« 

I 
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d’un  cercle  à l’autre , & celle  du  centre  de  la  fphere  & des  pôles  à 
chacun  des  cercles.  , 

45.  5®.  Il  eft  évident  que  le  plus  grand  de  tous  les  cercles 
parallèles  eft  celui  qui  a le  même  centre  que  la  fphere  , & qui , par 
conféquent>  eft  également*^loigné  des  deux  pôles;  que  deux  cercles 
également  diftants  du  centre  de  la  fphere , l’un  vers  le  pôle  A , 
l’autre  vers  le  pôle  B , font  égaux  ; enfin , que  les  cercles  parallèles 
qui  font  entre  le  cercle  de  la  fphere  & un  des  pôles , font  d’autant 
plus  petits  qu’ils  font  plus  près  du  pôle. 

Il  faut  à préfent  chercher  la  mefure  de  la  furface  d’une  fphere  ; 
pour  cela,  nous  nous  fervirons  du  cône  tronqué,  touchant  lequel 
nous  établirons  deux  Lemmes , en  fuppofant  toujours  ce  cône  droit, 
fans  qu’il  foit  nécefiaire  d’en  avertir  davantage. 

L E M M E I. 

# 

44.  La  furface  convexe  du  cône  tronqué  efl  égalé  a un  trapere 
qui  a pour  hauteur  le  coté  du  cône  tronque' & dont  les  bafes 
font  parallèles  entr*elles  & égales  aux  circonférences  des  bafes 
fupérieure  & inférieure  du  cône. 

Démonstration. 

Soit  le  cône  entier  BAC,  dont  la  partie  inférieure  B^cC  eft  un  Rg.iî. 
cône  tronqué.  Nous  avons  fait  voir  que  la  furface  convexe  du  cône 
entier  eft  égale  au  triangle  EDF,  qui  a pour  hauteur  le  côté  du 
cône , & pour  bafe  la  circonférence  de  la  bafe  du  cône  ( on  fuppofe 
ici  ce  triangle  reétangle)  ; par  conféquent , fi  de  ce  triangle  reftangle 
on  ôte  la  furface  du  petit  cône  éAc,  qui  eft  l’autre  partie  du  cône 
entier , il  reftera  la  furface  du  cône  tronqué.  Or , la  furface  du  petit 
cône  bhc  eft  égale  au  petit  triangle  ciy',  qui  a pour  hauteur  le  côté 
du  petit  cône , & dont'la  bafe  eft  parallèle  à celle  du  triangle  EDF  ; 
car , la  furface  d’un  cône  eft  égale  à un  triangle  qui  a pour  hauteur 
le  côté  du  cône , & pour  bafe  la  circonférence  de  la  bafe.  Or , par 
l’hypothefe , la  hauteur  De  du  petit  triangle  eDf  eft  égale  au  côté 
Ab  du  petit  cône  ; & d’ailleurs , la  bafe  ^ du  triangle  eft  égale  à la 
circonférence  de  la  bafe  de  ce  cône;  car,  à caufe  des  triangles 
femblables  BDF  & eDf,  l’on  a la  proportion  DE  .De  : : EF  . ef. 

De  même,  à caufe  des  deux  autres  triangles  femblables  BAC 
& bAc  du  cône , la  raifon  des  côtés  AB  6c  Ab  eft  égale  à la  railbn 
des  bafes  BC  6c  bc,  qui  font  les  diaitietres  des  bafes  du  cône 
tronqué.  Or , la  raifon  de  ces  diamètres  eft  égale  à celle  de  leurs. 


* 
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FTg.  ij.  circonférences  BCB  & hch  ; par  conféquent , on  a la  fécondé 
proportion  AB  . Kh  : : BCB  . bcb.  Il  eft  vifible  que , dans  ces  deux 
proportions,  les  deux  premières  raifons  font  égales,  puifque , par 
l’hypothefe  DE=AB  & l^e—Pihs  par  conlequent,  les  deux 
dernieres  raifons  font  auRî  égales , ce  ^ui  donne  cette  troifieme 
proportion  EF.cf'::  BCB. été,  dont  des  antécédents  font  égaux 
par  la  fuppofîtion  ; d’où  il  fuit  que  les  conféquents  font  aufll  égaux 
(Liv.  I,aft.  162),  c*eft-à-dire,  que  la  bafe  du  petit  triangle  eDf' 
eft  égale  à la  circonférence  de  la  bafe  du  petit  cône  bhc  : mais , par 
l’hypothefe , la  hauteur  du  petit  triangle  eft  encore  égale  au  côté  hb 
du  petit  cône  ; donc  la  furface  du  petit  triangle  eft  égalé  à celle  du 
petit  cône  : ainfî , l’autre  partie  du  grand  triangle  eft  égale  à l’autre 
partie  de  la  furface  du  cône  entier  ; ou , ce  qui  eft  la  même  chofe , 
la  furface  du  cône  tronqué  eft  égale  à un  trapeze , dont  la  hauteur 
eft  le  côté  du  cône  tronqué,  & dont  les  bafes  font  parallèles 
entFelles , & égales  aux  circonférences  des  bafes  du  cône  tronqué  : 
ce  qu’il  falloir  démontrer. 

CoROILJlIRB  I. 

45.  La  furface  convexe  du  cône  tronqué  eft  égale  au  produit  de 
fon  côté  Bé  par  une  ligne  moyenne  proportionnelle  arithmétique 
entre  la  circonférence  de  la  bafe  fupérieure  & la  circonférence  de 
la  bafe  inférieure. 

. DéMONSTBATION. 

On  vient  de  faire  voir  que  la  furface  du  cône  tronqué  eft  égale 
à un  trapçze  dont  la  hauteur  eft  le  côté  du  cône  tronqué , & donc 
les  bafes  font  parallèles  entr’elles  , & égales  aux  circonférences 
des  bafes  du  cône  tronqué.  Or,  la  furface  du  trapeze  eft  égale  au 
produit  de  fa  hauteur  par  une  ligne  moyenne,  proportionnelle 
arithmétique  entre  les  deux  bafes  (Liv.  11,  art.  14$):  donc  la 
furface  du  cône  tronqué  eft  égale  au  même  produit. 

COROXLAIRB  II. 

46.  La  furface  convexe  du  cône  tronqué  eft  égale  au  produit 
de  fon  côté  Bé  par  la  circonférence  M N M , également  éloignée 
des  deux  bafes  du  cône. 

Afin  de  faire  voir  que  ce  Corollaire  eft  une  fuite  nécellàire  du 
premier,  il  n’y  a qu’à  prouver  que  la  circonférence  MNM,  que 
l’on  fuppofe  également  éloignée  des  deux  bafes  fupérieure  & infé- 
rieure du  cône  tronqué , eft  moyenne  proportionnelle  arithmé- 
tique entre  ks  circonférences  de  ces  bafes  : pour  ceU  ^ confidéres 
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que , comme  on  a fait  voit*  dans  la  démondration  du  Lemme , que 
la  ligne  ef,  parallèle  à la  bafe  du  triangle  EDF , eft  égale  à la  circon- 
férence correfpondante  du  cône  : on  pourroit  de  même  démontrer 
que  toutes  les  lignes  du  triangle , parallèles  à la  même  bafe , font 
égales  aux  circonférences  correfpondantes  qui  compofent  la  furface 
du  cône  ; par  conféquent , fi  on  tire  du-point  G,  également  éloigné 
des.extrêmités  Eêc  £,  la  ligne  GH  parallèle  à la  bafe  du  triangle, 
elle  fera  égale  à la  circonférence  M N M , également  éloignée  des 
deux  bafes  du  cône  tronqué.  Or , la  parallèle  G H eft  moyenne 
proportionnelle  arithmétique  entre  les  deux  bafes  EF  & ef,  comme 
on  va  le  faire  voir  ; ainfi,  la  circonférence  MN  M du  cône  eft  aufii 
moyenne  arithmétique  entre  les  circonférences  fupérieure  & infé- 
rieure qui  font  égales  aux  deux  bafeS  du  trapeze. 

47.  On  a fuppofé,  dans  ce  fécond  Corollaire , que  la  parallèle  GH 
qui  eft  tirée  du  point  G , également  éloigné  des  extrémités  de  la 
perpendiculaire  È.e , étoit  moyenne  proportionnelle  arithmétique 
entre  les  deux  bafes  EF  & ^ du  trapeze.  En  voici  la  preuve  : Soient 
tirées  les  perpendiculaires  /TC  & H L ; ces  perpendiculaires  font 
égales , puifque  la  parallèle  GH  eft  tirée  du  point  G , également 
éloigné  des  extrémités  de  la  ligne  E^.*  d’ailleurs,  les  triangles /KH, 
HLF,  font  femblables  à caufe  des  parallèles  GH,  EF  ; donc  les 
côtés  homologues  KH  & LF  font  aufii  égaux  ( Liv.  II , art.  61); 
ainfi , la  bafe  EF  furpafie  autant  la  ligne  GH  que  cette  ligne  GH 
furpafie  l’autre  bafe  /V  donc  GH  eft  moyenne  proportionnelle 
arithmétique  entre  les  deux  bafes. 

Avant  de  pafier  au  fécond  Lemme , il  eft  nécefiaire  de  favoir  ce 
que  c’eft  que  cylindre  ou  un  autre  corps  circonjcrit  à une  fphere. 

48.  Le  cylindre  circonfcrit  eft  celui  qui  renferme  la  fphere , 
enforte  qu’il  ait  pour  bafe  le  grand  cercle  de  cette  fphere , & pour 
hauteur  fon  diâmetre. 

49.  De  même,  un  cube  circonfcrit  à une  fphere,  eft  celui  qui 
renferme  la  fphere , enforte  que  chacune  de  ces  trois  dimenfions  foit 
égale  au  diamètre  de  la  fphere. 

50.  Pour  le  cotie,  on  l’appelle  circonfcrit  à la  fphere  lorfqu’il  la 
renferme , & que  fa  furface  touche  celle  ide  la  fphere  dans  une  de  fes 
circonférences , quoique  ce  cône  ait  une  hauteur  différente  du 
diamètre  de  la  fphere. 

5 1 . Quand  quelque  corps  , comme  ceux  dont  nous  venons  de 
parler , eft  circonfcrit  à une  fphere , cette  fphere  eft  appellée  injcritû 
par  rappçrt  au  corps  circonfait. 
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14-  5 2.  Dans  le  Lemme  fuivant , nous  fuppoferons  une  tangente , 

comme'  EF , dont  les  deux  extrémités  E & F font  également  éloi- 
gnées du  point  S qui  touche  la  demi- circonférence  ADB.  Nous 
fuppoferons  une  autre  tangente  GD  qui  aboutit  à l’extrémité  du 
rayon  CD  perpendiculaire  à l’axe  AB , autour  duquel  il  faut  con- 
cevoir que  la  demi-circonférence  tourne  avec  les  tangentes  EF  & 
GD.  Cela  pofé,  on  voit  facilement,  i®.  que  la  demi- circonférence 
décrit,  en  tournant,  la  furface  d’une  fphere.  i®.  Que  la  tangente 
EF  décrit  la  furface  d’un  cône  tronqué  circonfcrit  à la  fphere. 
3 ®.  Enfin , que  l’autre  tangente  GD  décrit  la  furface  d’une  partie 
d’un  cylindre  circonfcrit  à la  même  fphere. 

53-  Si  on  tire  par  les  extrjêmités  de  la  tangente  EF  les  deux  lignes 
parallèles  GI  & HN  qui  foient  perpendiculaires  à l’axe  AB , auffi 
bien  que  le  rayon.CD,  & qu’on  tire  du  point  E la  perpendiculaire 
EL  entre  les  deux  parallèles,  elle  marquera  la  hauteur  du  cône 
circonfcrit , & fera  égale  à GH , qui  eft  aufli  perpendiculaire  entre 
les  deux  mêmes  parallèles.  Nous  n’avons  pas  befoin , dans  le  Lemme 
fuivant , de  toute  la  furface  cylindrique  décrite  par  GD , mais 
feulement  de  la  partie  décrite  par  GH , que  nous  allons  démontrer 
égale  à la  furface  du  cône  décrite  par  la  tangente  EF. 

54..  Remarquez  que  les  trois  lignes  GI,  HN  & CD,  qui  font 
fuppofées  perpendiculaires  à l’axe  AB , font  néceflairement  parallèles 
entr’elles  (Liv.  1,  art.  96) , & que  la  tangente  GD  & l’axe  AB 
font  au  {fi  des  lignes  parallèles,  parce  qu’elles  font  perpendiculaires 
au  rayon  CD. 

55.  On  peut  encore  remarquer  qu’on  a prolongé  la  tangente  EF 
Si,  l’axe  AB  jurqu’au  point  K , où  ces  lignes  fe  rencontrent , afin 
de  faire  voir  fenfiblemént  que  la  ligne  KF  décrit  en  tournant , avec 
la  demi-circonférence , la  fuperficie  d’un  cône  circonfcrit  à- la  (phere, 
& que  par  conféquent  la  tangente  EF  décrit  la  furface  d’un  cône 
tronqué. 

LEMME  IL 

5 6.  La.  furface  du  cône  tronqué  circonfcrit , décrite  par  la 
tangente  EF , ejl  égale  à la  fuface  du  cylindre  de  méme-hauteur  , 
décrite  par  GH. 

DittOHSTS.A;rioK. 

Aprhs  avoir  encore  tiré  le  rayon  C S & la  ligne  SMP  perpendi* 
culaire  à l’axe  AB,  Sx.  par  conféquent  parallèle  aux  deux  autres 
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Gî  & HN,  on  a les  deux  triangles  CMS  Sc  FLE,  que  je  dis  être  Fig.  ig, 
iêmblables;  car,  Fangle  M du  premier  ed  égal  à Fangle  L du  fécond , 
parce  qu’ils  font  tous  les  deux  droits  : pareillement , l’angle  C ou  SCA 
du  premier , qui  a pour  mefure  l’arc  SA , eft  aulTi  égal  à l’angle  £FL 
du  fécond,  parce  que  cet  angle  EFL  ed  égal  à l’angle  ESP,  à caufe 
des  parallèles  HN  ôc  SP.  Or , l’angle  ESP , formé  par  une  tangente 
&par  une  corde  « a pour  mefure  (Liv.  1,  arc.  129)  SA,  qui  ed  la 
moitié  de  l’arc  SAP  « foutenu  par  la  corde  SP  : donc  il  ed  égal  à 
l’angle  SCA , & par  conféquent  les  deux  angles  SCA  & EFL  font 
égaux  J donc  les  deux  triangles  CMS  Sc  FLE  font  femblables  ; donc 
les  côtés  homologues  font  proportionnels  : ces  côtés  homologues 
font  CS  ôc  EF  d’une  part , & de  l’autre , SM  Ôc  EL.  On  a donc  la 
proportion  CS . EF  : : SM . EL.  Or , le  rayon  CS  ed  égal  à l’autre 
rayon  CD , ôc  ce  dernier  rayon  ed  égal  à la  ligne  HN , parce  que  ce 
font  deux  perpendiculaires  entre  les  parallèles  GD  Ôc  AB  : d’ailleurs , 
la  ligne  EL  ed  égale  à GH  ; donc , au  lieu  de  la  proportion  précé- 
dente , on  aura  HN . EF  : : SM . GH , Ôc  alternando , HN . SM  : : 

EF.  GH.  Mais,  à la  place  de  HN  Ôc  SM,  on  peut  prendre  les  circon- 
férences dont  ces  lignes  font  les  rayons , leîquelles  font  en  même 
raifon  : ainfî , en  marquant  ces  circonférences  en  cette  maniéré  OHN 
• ôc  OSM , on  aura  encore  la  proportion  OHN  . OSM  : : EF . GH  ; 
donc  le  produit  des  extrêmes  GH  x OHN  ed  égal  au  produit  des 
moyens  EF  x OSM.  Or,  le  premier  produit  ed  égal  à la  furface 
cylindrique  décrite  par  GH  (24)  j ôc  le  produit  des  moyens  ed  égal 
à la  furface.  du  cône  décrite  par  la  tangente  EF  (42),  puifque  le 
point  S étant  le  milieu  de  la  ligne  EF,  la  circonférence  OSM  ed 
également  éloignée  des  deux  bafes  du  cône  tronqué } donc  ces  deux 
furfaces  font  égales  : ce  qu’il  falloir  démontrer. 

On  voit  que  la  dèrniere  proportion , de  laquelle  on  déduit  immé- 
diatement la  propofition  à démontrer,  ed  celle-ci  : la  circonférence 
de  la  bafe  du  cylindre  ed  à la  circonférence  du  cône  tronqué , 
également  éloignée  de  fes  deux  bafes , comme  le  côté  du  cône  ed  à 
la  hauteur  du  cylindre , qui  ed  marquée  en  cette  maniéré  OHN . 
OSM::EF.GH. 

If  ^ 

TnioBBMB  I. 

» ♦ t 

57-  La  Jurjace  d*une  Jphere  ejl  égale  à la  fuperficie  convexe  da 
cylindre  circonjcrit. 

DiMONSTRATIOH. 

..  Soit  la  demi-circonférence  ADB  qui  foit  environnée  de  plufieurs  f«».  tk  • 

II.  FartU.  C c 
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Y<0- tangentes  S,  S,  S,  &c.  qiü  touchent  la  demi- circonférence 
enforte  que  le  p<Û3t  de  contingence  de  chacune  foit  également 
éloigné  de  Tes  extrémités:  loit  auifi  la  tangente  £F,' égale  £c 
parallèle  à Taxe  AB.  Si  on  conçoit  que  la  demi- circonférence  tourne 
autour  de  Faxe  AB  avec  les  petites  tangentes  S,  S,  S,  âc  la  l^ne 
£F  y on  verra  que  les  petites  tangentes  décriront  des  Surfaces  de 
cônes  tronqués  > & que  la  ligne  £F  décrira  la  furface  d’un  cylindre 
drconfcrit.  Oe>  fi  on  tire  les  lignes  de,  dc,6tc^  qui  pat&nc 
par  les  extrémités  des  tangentes , & qui  foient  perpendiculaires 
l’axe  AB  âc  à la  ligne  parallèle  £F , ces  perpendiculaires  diviferont 
la  ligne  £F  en  pluüeurs  parties  lEJ,  dd  ,ddy  âcc.  qui  ont  décrit  en 
tournant  avec  la  demi-circonférence  des  liirfaces  cyUndiiqucs , qui 
£ant  chacune  égales  aux  fuperficies  des  cônes  décrites  par  les 
' tangentes  correfpondantes  ; & par  conféquent  la  furface  cylindrique^ 
décrite  par  la  ligne  entieve  £Fj  qui  contient  toutes  les  panies  'SJ, 
ddy  ddy  &c.  eft  égaie  à la  fomme  des  fuperficies  décrites  par  les 
petites  tangences  S , S , Ma^ , fi  on  fiippole  ces  tangentes 
infiiûmenc  petites  > elles  £e  confondront  avec  la  de œir  circonférence  s 
ainfi  y elles  décriront  b.  furface  de  la  fphere  ; & par  conféquent , b 
furface  de  la  fphere  eft  égab  à la  fuperfide  convexe  du  cylindre 
eirconferit  : ce  qu’il  blloic  démontrer.  ' 

Nous  donnerons  une  autre  démonftratton  de  ce  Théorème  , après 
que  nous  aurons  déterminé  le  rapport  de  la  ibUdité  de  la  fphere  à 
felle  du  cylinxlce  circonicritr 

¥ 
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58-  La  furface  de  la  fphere  eft  égale  au  produit  de  fon  diametrer 
par  la  circonférence  d’un  grand  cercle  ; car , nous- venons  de  feire  voir 
que  la  furface  dè  la  fphere  eft  égale  à celle  du  cylindre  circonfcric- 
Ôr , pour  avoir  la  furbeé  du  cylindre  cireonferit  > il  but  multi- 
plier (04)  la  hauteur,  qui  eft  le  diamètre  de  la  fphere , par  la  circon- 
férence de  la  , qui  eft  aufli  un  grand  cercle  de  la  fphere  -,  par 
conféquent , pour  avoir  la  furface  de  la  fphete , il  faut  multiplier  foitr 
diamètre  par  la  circonférence  d’un  de  lès  grands  cercles. 

ÇoKoitAiRE  ri. 

. 

59.  La  furface  de  la  fphere  eft  quadrüple  d’un  grand  cercle;, 
car,  pour  avoir  la  furface  d’un  grand  cercle,  il  faut  multiplier  ié 
layon  parla  moitié  de  la  circonférence  (Liv.  Il,  art.  14a),  ou„ 
..  ;ce  qui  revient  au  raêrae^  il  but  multipher  la  sadmédu  rayon  «u 
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Je  ^art  du  diamètre  par  la  circonférence  d’un  grand  cercle  dé  h Fig-,  ij. 
Iphere.  Mais , on  vient  de  démontrer  que  la  furface  de  la  fphere  eft 
égale  au  produit  du  diamètre  entier  par  la  circonférence  d’un  ^ 
grand  cercle  ; par  conféquent , la  furface  d’un  grand  cercle  de  la 
fphere,  & celle  de  la  fphere  même,  font  comme  ces  produits.  Or, 
ces  produits  ayant  tous  deux  la  circonférence  d’un  grand  cercle 
pour  une  de  leurs  racines  , font  comme  les  autres  racines  > qui  font 
le  quart  du  diamètre  d’une  part,  & le  d^araetre  entier  de  l’autre  : ^ 

ainh , la  furface  du  grand  cercle  eil  à celle  de  la  fphere , comme  le 
quart  du  diamètre  ed  au  diamètre  i donc  la  furface  de  la  fph^e  eft 
quadruple  d’un  grand  cercle. 

5 9 Si  on  coupe  une  fphere  en  deux  parties  égales  par  un  plan  , 

la  furface  convexe  de  l’hémifphere , c’eft-â«dire  , de  la  moitié 
de  la  fphere , fera  double  de  la  feétion,  qui  eft  un  grand  cercle  j car , 
cette  furface  convexe  étant  la  moitié  de  celle  de  la  fphere , il  faut 
qu’elle  foit  double  d’un  grand  cercle , puifque  celle  de  la  fphere  en 
eft  le  quadruple. 

t 

CoROXXAIRB  III. 

r ^ ^ 

« 

60.  La  fuperficie  convexe  du  cylindre  circonfcrit,  étant  égale  à Id 
fur&ce  de  la  fphere , elle  doit  contenir  quatre  grands  <;ercles  de  la 
fphere , auxquels , ii  on  ajoute  les  deux  bafes  du  cylindre , qui  font 
aulïï  des  grands  cercles  de  la  fphere , la  fuperheie  totale  du  cylindre 
fera  égaie  à ftx  grands  cercles  de  la  fphere  ^ ainlî , la  furface  totale 
du  cylindre , y compris  les  bafes , eft  à celle  de  la  fphere  inferite  , 
comme  6 eft  à 4,,  ou  comme  3 eft  à 2 : mais , dans  la  fuite , nous 
démontrerons  que  la  folidité  du  cylindre  eft  auilî  à celle  de  la  fphere, 
comme  3 eft  à 2 ; par  conféquent  la  furface  du  cylindre , y compris 
les  bafes , eft  à celle  de  la  fphere  inferite  ^ comme  la  folidité  du 
cylindre  eft  à 1a  folidité  de  la  fphere. 

Archimede  ayant  découvert  ce  que  ikws  venons  de  démontrer 
fur  la  furface  du  cylindre , & celle  de  la  fphere  dans  le  Théoeême 
& les  Corollaires  précédents,  en  fut  fi  fatisfait,  Sc  fur -tout  du 
Croifieme  Corollaire  , qu’il  voulut  qu’on  repcéfentât  fur  fou  tombeau 
un  cylindre  circonfcrit  à Une  fphere. 

Co-ROXXAiRB  IV.  - 

% 

61.  La  furface  de  la  fphere  eft  égale  à celle  d’un  cercle  qui  a 
pour  rayon  le  diamètre  de  la  fphere , ou  ^ ce  qui  revient  sm  m^e 
qui  a un  diâmetne.  double  de  celuide  la f^re^. car,  la  Xufface  ds  > * 

c c i] 
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la  fphere  eft  quadruple  du  grand  cercle  de  la  fphere,  c*eft  à-dire, 
du  cercle  qui  a le  même  diamètre  que  la  fphere.  Or , le  cercle  qui 
a un  diamètre  double  de  celui  de  la  fphere , eft  aufli  quadruple  du 
cercle  qui  a même  diamètre  que  la  fphere , puifque  les  cercles  font 
comme  les  quarrés  des  diamètres. 

Corollaire  V. 

Hg.  te.  62.  De  ce  que  nous  avons  dit , il  fuit  que  la  furface  d’une 
calotte  fphérique,  telle  que  lAL,  eft  égale  à la  fuperficie  cylin- 
drique dont  la  hauteur  eft  égale  à AX,  qui  eft  la  hauteur  de  la 
calotte  i ainft  , pour  avoir  la  furface  d’une  calotte  fphérique , il  faut 
multiplier  la  circonférence  d’un  grand  cercle  de  la  fphere  par  la 
hauteur  de  la  calotte.  Par  la  même  raifon , pour  avoir  la  furface 
d’une  zone , comme  KILM,  terminée  par  deux  cercles  parallèles, 
il  faut  multiplier  fa  hauteur  XY  par  la  circonférence  d’un  grand 
cercle  de  la  fphere. 

Corollaire  VI. 

V ft 

6 J.  La  furfa.ce  d’une  fphere  eft  au  quarré  de  fon  diamètre,  comme 
la  circonférence  eft  au  diamètre;  car,  la  furface  de  la  fphere  eft 
égale  au  produit  du  diamètre  par  la  circonférence  d’un  grand  cercle, 
' & le  quarré  du  diamètre  eft  le  produit  du  diamètre  par  le  diamètre. 
Or , ces  deux  produits  ont  une  racine  commune , favoir,  le  diamètre 
de  la  fphere  : donc  ils  font  entr’eux  comme  les  racines  inégales , qui 
font  la  circonférence , d’une  part , & le  diamètre , de  l’autre  ; par 
conféquent , la  furface  d’une  fphere  eft  au  quarré  de  fon  diamètre  , 
comme  la  circonférence  eft  au  diamètre. 

11  arrive  fouvent  aux  Commençants  de  s’exprimer  mal  en  parlant 
des  furfaces  des  corps  : ils  difsnt , par  exemple , que  la  fphere  eft 
égale  au  cylindre  circonferit , au  lieu  de  dire  que  la  furface  de  la 
fphere  eft  égale  à celle  du  cylindre.  Il  faut  donc  nommer  expreffé- 
ment  la  furface  d’un  corps  toutes  les  fois  qu’em  en  veut  parler, 
n’en  eft  pas  de  même  de  la  folidité  ; on  dit  fort  bien , par  exemple  , 
que  la  fphere  eft  les  deux  tiers  du  cylindre  dreonferit  ; cela  ftgnlftè 
la  même  chofe  que  ii  on  difoit,  la  folidité  de  la  fphere  eft  les  deux 
tiers  de  celle  du  cylindre , parce  qu’un  corps  n’eft  autre  chofe  que 
fa  folidité. 

64.  Pour  prouver  le  Théorème  fuivant,  dans  lequel  on  compare 
Ja  furface  d’une  fphere  avec  la  fuperficie  totale  d’un  cône  équilatéral 
13^  U,  dreonferit , il  faut  fuppçfer  que  le  triangle  équilatéral  £AF  , & que 
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' le  cercle  infcrit  DGH , repréfentent  le  cône  circonfcrit  & la  fphere , Kg.  x* 
ou  plutôt  des  ferions  de  ces  corps.  Puifque  le  triangle  EAF  eft 
régulier , le  centre  G du  cercle  infcrit  eft  également  diftant  des  trois 
fommets  du  triangle  ; par  conféquent , lî  du  centre  G & de  l’inter- 
valle GA , on  décrit  une  circonférence , elle  palTera  par  les  trois 
Ibmmets  du  triangle  équilatéral , . & on  aura  un  cercle  circonfcrit 
concentrique  à celui  qui  eft  infcrit.  ( Ge  grand  cercle  repréfente  la 
fphere  circonfcrite  au  cône.  ) 11  eft  encore  évident  que  le  diamètre 
AB , tiré  du  point  A , fera  perpendiculaire  au  côté  EF , qui  eft  une 
corde  du  cercle  circonfcrit , parce  que  fes  deux  points  A & G font 
chacun  également  diftants  des  extrémités  E & F.  Par  la  même 
raifon,  le  diamètre  AB  coupe  le  côté  EF  en  deux  parties  égales; 
ainfi  , la  ligne  AD  fera  l’axe  du  cône  : de  plus , les  deux  cordes  BE 
& BF  feront  des  côtés  d’un  exagone  régulier  infcrit  dans  le  grand 
cercle  ; par  conféquent , elles  feront  chacune  égales  au  rayon  CB 
ou  GE  de  ce  cercle  ( Liv.  U , art.  i oo  ) 

65.  Gela  pofé,  je  disque  le  rayon  CD  du  cercle  infcrit,  eft  la 
moitié  du  rayon  CB  du  cercle  circonfcrit  ; car,  le  triangle  CEB  eft 
ifocele  à caule  de  l’égalité  des  côtés  BE  & CE.  Or , nous  venons  de 
dire  que  le  diamètre  AB  eft  perpendiculaire  fur  la  corde  EF  ; donc 
cette  ligne  EF  eft  auffi  perpendiculaire  fur  la  bafe  CB  : d’ailleurs , la 
même  ligne  EF  eft  tirée  du  fommet  de  l’angle  compris  entre  les 
côtés  égaux  du  triangle  jfocele  ; par  conféquent , elle  coupe  la 
bafe  CB  en  deux  parties  égales,  CD  & BD  (Liv.  Il,  art.  24); 
donc  le  rayon  CD  eft  la  moitié  de  l’autre  rayon  CB. 

66.  On  peut  voir  auflî  que  le  rayon  CD  eft  le  tiers  de  la  hau- 
teur AD  du  cône , Ôc  que  le  diamètre  LD  en  eft  les  deux  tiers  ; 
car,  la  partie  AL  de  cette  hauteur  eft  égale  à la  partie  BD,  parce 
que  les  deux  cercles  font  concentriques.  Or,  cette  derniere  partie 
BD  eft  égale  au  rayon  CD  ; donc  la  partie  AL  eft  aufïï  égale  au 
même  rayon  CD  : ainft , la  hauteur  AD  du  cône  contient  trois 
rayons , favoir  AL , CL  & CD  ; donc  le  rayon  CD  eft  le  tiers 
de  la  hauteur  AD  du  cône  ; par  conféquent,  le  diamètre  LD  eft 

les  deux  tiers  de  cette  hauteur. 

« 

«t 

THÉORBlitB  11. 

i 

' 67.  La  furjace  d*une  fphere  eji  à la  Jiiperficie  totale  du  cône 
équilatéral  circonfcrit  comme  e^efl  à q.  La  fuperficie  totale  renferma 
npa- feulement  la  furfacç  convexe , mais  auftî  la  bafe  du  cône- 
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Démonstration. 

Dans  le  triangle  reôanglç  CDE  » le  cercle , dont  le  rayon  eft 
l’hy poténufe  CE  ( c’eft  le  cercle  circonferit  ) , eft  égal  au  cerclé 
inferit  qui  a pour  rayon  CD , plus  au  cercle  qui  a pour  rayon  DE 
(Liv.  II,  art.  i86).  Or  le  cercle,  dont  le  rayon  eft  CD,  n’eft 
que  le  quart  du  cercle  qui  a pour  rayon  CE  (Liv.  II,  art.  180), 
parce  que  CD  n’eft  que  la  .moitié  de  CE  ou  de  CB  : donc  le  cercle 
de  DE , c’eft-à-dire  , dont  DE  eft  le  rayon , eft  les  trois  quarts  du 
cercle  de  CE  ou  de  CB  j par  conféquent , le  cercle  de  CD  eft  au 
cercle  de  DE , comme  i eft  à 5-  Mais , le  cercle  de  CD  eft  un  grand 
cercle  de  la  fphere  infçrite  au  cône , & le  cercle , dont  DE  eft  le 
rayon , eft  la  bafe  du  cône  : donc  le  grand  cercle  de  la  fphere 
inferite  eft  à la  bafe  du  cône,  comme  1 eft  ^ 3.  Or,  la  furface  de  1^ 
fphere  inferite  eft  quadruple  du  cercle  de  CD  ; ainft , cette  furface 
eft  à la  bafe  du  cône , comme  4 eft  à 3 : d’ailleurs , la  furface  totale 
du  cône  eft  trois  fois  plus  grande  que  celle  de  fa  bafe  (ay).  II  faudra 
donc  multiplier  le  conféquent  3 par  3 , ce  qui  donnera  9 j ainfî , la 
furface  de  la  fphere  eft  à la  fuperiîcie  totale  du  cône  circonferit  ^ 
comme  4 eft  à 9 : ce  qu’il  falloit  démontrer- 

C0R01.1.AIRB  I. 

68-  La  furface  totale  du  cylindre  circonferit  à une  fphere,  eft 
moyenne  proportionnelle  entre  la  fupcrficie  de  la  fphere  & la  furface 
totale  du  cône  équilatéral  circonferit  à la  même  fphere , ou  , ce  qui 
eft  la  même  chofe , il  y a même  rapport  de  la  fuperiîcie  de  la  fphere 
^ la  furface  totale  du  cylindre , que  de  cette  furface  à toute  celle  du 
cône;  car,  la  fuperâcie  de  la  fphere  eft  à la  fur&ce  totale  du 
cylindre , comme  2 eft  à 3 , ou  comme  4 eft  à 6 (60) > ou,  ce  qui 
levient  au  même , la  première  étant  exprimée  par  4 , la  fécondé  doit 
être  notarquée  par  6 : d’ailleurs , par  le  Théorème  précédent , 
furface  totale  du  cône  doit  être  alors  déftgnée  par  9 ; ainfî , ces  trois 
furfaces  font  comme  les  nombres  4,6,  9.  Or  4 . 6 : r 6 . 9 ; donc  la 
furface  totale  du  cylindre  circonferit  eft  moyenne  propottionnellQ 
entre  celle  de  la  fphere  & toute  celle  du  cône. 

Corollaire  II. 

- 69.  La  fuperftcie  de  la  fphere , ou  la  furface  convexe  du  cylindre 
circonforlc  à cette  fphere , eft  à la  furface  convexe  du  cône  éqûiUn 
téral  circonferit  à la  même  fphere,  comme  4 à 6,  ou  comme,  a à. 
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Faï  le  Théorème  précédent , la  fupetficie  de  la  fphere  eft  à la  furface 
totale  du  cône  comme  4 à 9.  Or,  la  bafe  du  cône  eft  le  tiers  de  la 
furface  totale  de  ce  cône  (29);  ainfi , la  furface  totale  étant  9 , la 
furface  convexe  ne  fera  que  6 : donc  la  fuperficie  de  la  fphere , ou 
bien  la  furface  convexe  du  cylindre  circonfcrit  eft  à la  furface 
convexe  du  cône  comme  4 eft  à 6 , ou  comme  2 eft  à 

70.  Nous  ayons  prouvé  qi»e  le  rayon  de  la  fphere  infcrite  au  cône 
équilatéral  eft  la  moitié  de  celui  de  la  fphere  circonfcrite  au  même 
cône  (65);  ainfi,  le  premier  de  ces  rayons  eft  à Pautre  comme  i 
eft  à Or,  nous  ferons  voir  bientôt  que  les  furfaces  des  fpheres  font 
entr’elles  comme  les  quarrés  des  rayons:  donc  ces  furfaces  font 
comme  i & 4,  ou  comme  4 Ôc  1 6-  Or , la  furface  de  la  fphere  infcrite 
étant  marquée  par  4 , la  fuperficie  totale  du  cône  dmt  être  exprimée 
par  9 (67)  : donc  la.  fuperficie  totale  du  cône  équilatéral  eft  à lât 
furface  de  la  fphere  circonfcrite  au  cône,  comme  9 eft  à 1 6. 

. Il  nous  refte  encore  à parler  du  rapport  des  fuperficies  des  corps 
femblables  j c’eft  ce  que  nous  allons  faire. 

DU  RAPPORT  DES  SUPERFICIES 

DSS  S O L 1 D S S SEMBLABLE  Sw 

h 

\ 

71.  Deux  folidcs  font  appeîlés /ên^laèles y\otÇqu*ih  ont  un  mêmef 
nombre  de  furfaces  femblables  qui  les  terminent , & que  les  angles 
folides  de  l’un  font  égaux  aux  angles  folides  de  l’autre,  chacun  à 
chacun,  e’eft  à- dire,  que  les  angles  plans  qui  forment  chaque  angle 
folide  du  premier  , font  égaux  en  grandeur  & erï  nombre  à ceux  qui 
forment  l’angle  folide  correfpondant  du  fécond.  Afin  donc  que  deux 
Corps  foient  femblables , il  ne  fuffit  pas  que  les  faces  de  l’un  foient 
femblables  à celles  dé  l’autre  , autrement  un  tetraedre  feroit  fem- 
blable  à un  oétaedre  ; mais , il  faut  de  plus  qu’il  y ait  autant  de  faceÿ 
à*  l’un  des  corps  qu’à  l’autre , ôc  que  les  angles  folides  de  l’un  foient 
égaux  à ceux  de  l’autre , félon  que  nous  venons  de  le  dite. 

72.  irfuit  de-l5  que  deux  corps  ne  peuvent  être  femblables , à 
ifcoins  qu’ils  ne  foient  de  même  efpece  ; ainfi , par  exemple , unr 
prifme  ne  peut  pas  être  femblable  à une  pyramide,  un  prifme  droit 
à un  prifme  oblique , un  prifme  oblique  à un  autre  prifme  obliqué 
plus  ou  moins  incliné , un  prifme  triangulaire  à un  prifme  penta- 
gonal , &c.  En  un  mot , afin  que  deux  corps  foient  femblables , il 
faut,  qu’ils  aient  la  même  figure,  & qu’ils  fie  different  entr’eux  qufif 
parce  que  l’un  eft  plus  gros  que  l’autre. 
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73.  Remarquez  que,  lorfque  deux  corps  font  femblables , les  lignes 
tirées  dans  l’un  de  ces  corps  font  proportionnelles  aux  lignes  corref* 
pondantes , ou  fcmblablement  tirées  dans  l’autre  ; enforte  que  , il 
dans  le  premier  corps , une  de  ces  lignes  eft  double  ou  triple  de  la 
correfpondante  dans  le  fécond,  les  autres  lignes  du  premier  feront 
auilî  doubles  ou  triples  de  leurs  correfpondantes  dans  le  fécond  i 
par  exemple,  fi  deux  cylindres  font  femblables,  les  hauteurs  font 
proportionnelles  aux  circonférences  des  bafes  ou  à leurs  rayons  : c’eft 
la  même  chofe  dans  deux  cônes.  Cette  remarque  eft  la  même  que 
celle  que  nous  avons  faite  fur  les  polygones  femblables  ( Liv.  II  > 
art.  68.) 

Théobbme. 

74..  Lorfque  deux  corps  font  femblables  , les  fùperficies  font  en 
raifon  doublée  des  lignes  correfpondantes  ^ ou  comme  les  quarrés 
de  ces  lignes. 

On  parle  ici  des  fuperficies  ou  des  furfaces  totales , c’eR-à-dire  j 
qu’on  y comprend  les  bafes  & les  faces  des  corps. 

Démonstration. 

Si  on  conçoit  que  ces  furfaces  totales  foient  développées , il  eft 
évident  que  les  développements  feront  des  figures  femblables.  Or, 
les  figures  femblables  (Liv..  II,  art.  179)  font  entr’elles  en  raifon 
doublée  des  lignes  correfpondantes,  ou  comme  les  quarrés  de  ces 
lignes;  par  conféquent,  les  furfaces  totales  des  corps  femblables 
font  en  raifon  doublée  des  lignes  correfpondantes,  ou  comme  les 
quarrés  de  ces  lignes. 

Démonstration  en  Lettres.  Les  produifants  de 
la  fuperficie  du  premier  corps  foient  appellés  A éc  B , & ceux  de  la 
furface  du  fécond  a & é , on  aura  la  proportion  A . æ ; : B . é , parce 
que  ces  furfaces  étant  développées,  offrent  des  figures  femblables  ; 
& d’ailleurs , les  produifants  des  figures  femblables  font  proportion* 
néls  ( Liv.  II , art.  1 60  & 1 6 1 ) : ainfi , en  prenant  le  produit  des 
antécédents  & celui  des  conféquents , ces  produits  AB  & a^  font  en 
raifon  doublée  des  produifants  homologues  ( Liv.  II , art.  156 
& 157.)  Or,  ces  produits  font  égaux  aux  fuperficies  des  corps 
femblables  ; par  conféquent , ces  fuperficies  font  entr’elles  en  raifon 
doublée  des  produifants  homologues  : mais  ces  produifants  font 
proportionnels  aux  lignes  correfpondantes  ( Liv.  Il , art.  162);  donc 
Içs  furfaces  font  en  raifon  doublée  ' des  lignes  correfpondantes , ou 
comme  les  quanés  de  ces  lignes. 
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Corollaire. 


75.  Les  fpheres  étant  Mes  corps  femblables , les  fuperficies  de 
deux  fpheres  font  en  raifon  doublée  des  diamètres , ou  comme  les 
quarrés  des  diamètres.  Voici  une  démonftration  particulière  de  ce 
Corollaire  : . Selon  le  premier  Corollaire  d«  premier  Théorème  , la 
furface  de  la  première  fphere  eft  égale  au  produit  ^u  diamètre  par  la 
circonférence  d’un  grand  cercle  de  cette  fphere,  ou,  ce  qui  eftla 
même  chofe , à un  reâangle  qui  a pour  hauteur  le  diamètre , & 
pour  bafe  la  circonférence  d’un  grand  cercle  : pareillement,  la 
furface  de  l’autre  fphere  eft  égale  à un  reélangle  qui  a pour  hauteur 
le  diamètre , ôc  pour  bafe  la  circonférence  d’un  grand  cercle  de 
cette  fécondé  fphere.  Or,  ces  deux  reélangles  font  femblables, 
puifque  les  hauteurs , qui  font  des  diamètres , font  comme  les 
circonférences  qui  fervent  de  bafes  aux  reélangles  j par  conféquent , 
les  deux  reétangles  font  en  raifon  doublée  des  diamètres , qui  font  les 
hauteurs,  ou  comme  les  quarrés  de  ces  diamètres  (Liv.lî,  art.  169 
& 171);  ainfî , les  iurfaces  des  fpheres  font  aufll  en  raifon  doublée 
de  leurs  diamètres , ou  comme  les  quarrés  de  leurs  diamètres. 

Problème. 

76.  Trouver  à peu  près  la  Jluface  d*une  Jphere  dont  on  connaît 
le  diamètre. 

Cherchez  la  circonférence  d’un  grand  cercle  de  la  fphere  par  le 
moyen  du  rapport  approché  du  diamètre  à la  circonférence  ; 
enfuite , multipliez  la  circonférence  par  le  diamètre , le  produit  fera  la 
furface  de  la  fphere  : par  exemple , fi  le  diamètre  eli  de  300  pieds , il 
faut  chercher  la  circonférence,  qui  efl  de  942 1 pieds,  fi  on  fuppofe 
le  rapport  du  diamètre  à la  circonférence  de  7 à 22  ; cette  circonfé- 
rence étant  multipliée  par.  300,  donnera  au  produit  282857  pieds 
quarrés , plus  j d’un  pied  quarré.  Ce  produit  efi  à peu  près  la  furface 
de  la  fphere , dont  le  diamètre  efi  de  300  pieds. 

Si  oq  avoir  fuppofé  le  rapport  du  diamètre  à la  circonférence 
égal  à celui  de  1 13  à 355,  on  auroit  trouvé  d’abord  942  rf7  pour 
la  circonférence  d’un  grand  cercle  du  globe , laquelle  étant  mul- 
tipliée par  le  diamètre  300  , le  produit  auroit  été  282743 
Ce  produit  approche  plus  de  la  furface  du  globe , que  le  premier 
produit  282857^. 

77.  Le  produit  qu’on  trouve , en  fe  fervant  de  l’un  & de  l’autre 
^apport,  efi  plus  grand  <^ue  la  furfaçe  qu’on  cherche,  parce  que  le 
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diamètre  étant  fuppofé  de  7 , la  circonférence  eft  moindre  que  2 2 ; 
de  pareillement , le  diamètre  étant  fuppofé  de  1 13 , la  circonférence 
eft  un  peu  moindre  que  3 5 5 : cela  vient  de  ce  que  le  rapport  de  la 
circonférence  au  diamètre  eR  plus  petit  que  celui  de  22  à 7,  & même 
que  celui  de  355  à 1 1 3. 

78.  On  peut  encore  trouver  la  furface  d’une  fpbere  par  une  autre 
méthode,  fondée  fur  ce  que  nous  venons  de  démontrer  (75), 
favoir , que  les  quarrés  des  diamètres  des  fpheres  font  comme  leurs 
furfaces. 

Cette  méthode  fuppofé  que  l’on  connoît  la  furface  d’une  fphere  ; 

, par  exemple  , celle  du  glol^,  dont  le  diamètre  eft  de  100  pieds. 
On  trouvera , en  fe  fervant  du  rapport  de'  1 1 3 à 3 5 5 , que  la  circon- 
férence du  grand  cercle  de  ce  globe  ell  3 14777.  Or  , fi  on  multiplie 
ce  nombre  par  le  diamètre  1 00 , le  produit  fera  3 1 4 1 5 7^  : ainfi , la 
furface  de  la  fphere  qui  a 100  pieds  de  diamètre,  efi,  à peu  de 
chofe  près , 3 1 4 1 5 ^ pieds  quarrés  j mais , comme  la.  fraction  7^  eft 
prefque  égale  à l’unité , nous  prendrons  3 1 4 1 6 au  lieu  de  3 < 4 1 5 7^  > 
afin  d’éviter  le  calcul  des  fraéfions. 

‘ Cela  pofé,  fi  on  veut  trouver  la  furface  d’une  fphere  qui  a, 
par  exemple , 300  pieds  de  diamètre , il  faut  faire  une  proportion 
dont  le  premier  terme  fok  10000 , quarré  de  100 , qui  eft  le  dia- 
mètre de  la  fphere  dont  on  connoît  la  furface  ; le  fécond  foie 
90000,  quarré  du  diamètre  de  la  fphere  dont  on  cherche  la  fur- 
face  j & le  troifieme  foit  31416,  qui  efi  la  furface  de  la  fphere 
dont  le  diamètre.  eRde  100  pieds  j le  quatrième  terme  fera  la  fur- 
face  cherchée  : voici  la  proportion,  10000 . 5)0000::  31416. 
JC  =z=  2 8 2744. 

79.  Ce  nombre  282744  eft  un  peu  plus  grand  que  la  furface 
qu’on  cherche  i mais  fi , au  lieu  du  troifieme  terme  3 1 4 1 6 , on  avoit 
pris  31415,  le  quatrième  terme  auroit  été  trop  petit , ôc  plus 
différent  de  la  véritable  furface  cherchée  que  le  nombre  282744, 
parce  que  31416  approche  plus  de  la  fuperficie  du  globe  dont  le 
diamètre  eft  100,  que  31415. 

80.  On  pourroit  auftî  chercher  la  furface  d’une  fphere  par  une 
proportion  dont  les  deux  premiers  termes  foient  deux  nombres  qui 
«xprimenc  à peu  près  le  rapport  du  diamètre  à la  circonférence, 
tels  que  font  Ii3âc355,&le  troifieme  foit  le  quarré  du  diamètre 
de  la  fphere  dont  on  cherche  la  furface  : ainfi , pour  trouver  la 
furface  de  la  fphere,  dont  le  diamètre  eft  300,  je  ferai  la  propor- 
tion. 113.353::  30000 , Xi  le  quaaieme  tenue  qu’on  trouvera^ 
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fera  un  peu  plus  grand  que  la  furface  cherchée  ,*  parce  que  le 
conféquent  3 5 5 eft  un  peu  trop  grand,  comme  nous  Savons  dit. 

Voici  la  raifon  de  cette  méthode  : Les  quarrés  des  diamètres 
font  entr’eux  comme  les  furfaces  des  fpheres  j ainfi,  le  quarré  de 
1 1 3 eft  au  quarré  de  300,  comme  la  furface  de  la  fphere,  dont  le 
diamètre  eR  1 1 3 , eR  à celle  de  la  fphere , dont  le  diamètre  eR  300. 
Or,  le  quarré  du  diamètre  1 1 3 eR  1 1 3 X 1 1 3 > le  quarré  du  dia> 
métré  300  eR  90000,  & la  furface  de  la  fphere,  qui  a pour  dia« 
métré  1 1-3  , eR  355X113  (58).  Voici  donc  la  proportion  1 13  x 
1 1 3 . 90000  ::355  XII3»^,  ou  alternando , II3X113.355X 
1 1 3 : : 90000  ■ X.  Or , les  deux  premiers  termes  de  cette  proportion 
font  en  même  raifon  que  113  & 3 5 5 > putfque  ces  deux  termes 
font  les  produits  des  nombres  1 1 3 & 355  multipliés  l’un  & l’autre 
par  113.  On  peut  donc  mettre  ces  nombres  à la  place  des  deux 
premiers  termes  ; & pour  lors , la  derniere  proportion  fera  réduite 
à celle-ci , 113*355  : : 90000 . x. 

81.  Ces  trois  méthodes  peuvent  aufli  fervir  ^ trouver  la  furface 
d’un  cercle  dont  on  conno'ic  le  diamètre  : car  > la  fuperficie  de  la 
fphere  eR  quadruple  de  celle  d’un  cercle  qui  a le  même  diamètre  que 
la  fphere  j êc  par  conféquent  R , après  avoir  trouvé  la  fuperficie  de  la 
iphere , on  en  prend  le  quart,  on  aura  la  furface  du  cercle. 

. DES  SOLIDES  OU  CORPS  CONSIDÉRÉS 

s t LO  s L BV  R.  SOUDIT  à. 

En  traitant  de  la  folidité  des  corps,  nous  parlerons,  i*’.  de  leur 
égalité , a®,  de  leur  mefure  , 3®.  de  leur  rapport. 

DE  D ÉGALITÉ  DES  SOLIDES. 

82.  De  même  que  la  furface  eR  compofée  de  lignes,  le  corps  eR 
auRl  cotiipofé  de  furfaces , ou  plutôt  de  tranches  d’une  épaiilêur 
infiniment  petite  : par  exemple , le  prifine  eR  çompofé  d’une  infinité 
de  tranches  égales  & parallèles  à la.  bafe  ; on  nomme  ces  tranches 
Üe'mnts  des  fàlides  : dans  les  prifmes  & les  pyramides,  ces  éléments 
font  des  prifmes  droits  d’une  hauteur  indéfinie , & toujours 
divifihles. 

En  comparant  deux  corps , nous  fuppoferons  toujours  que  les 
éléments  de  Pun  ont  une  hauteur  ou  epatflèur  égaie  à celle  des 
éléments  de  l’autre. 

. - ddii 
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83.  Nous  a^ons  fait  voir,  en  parlant  des  furfaces,  qu’en  multi- 
pliant une  ligne  par  une  autre , le  produit  donne  une  furface  -,  mais 
il  on  multiplie  une*  furface  par  une  ligne,  le  produit  eR  un  folide  : 
par  exemple , R on  multiplie  la  bafe  d’un  prifme  par  fa  hauteur , 
c’eR-à-dire,  R on  prend  la  bafe  du  prifme  autant  de  fois  qu’il  y a 
de  points  dans  fa  hauteur , le  produit  fera  le  prifme. 

84.  Si  on  conRdéroit  la  fürface  fans  aucune  épaiReur , une  infinité 
de  furfaces  pofées  les  unes  fur  les  autres  ne  pourroit  produire  une 
folidité } c’eR  pourquoi  on  regarde  ici  la  furface  comme  ayant  une 
épailfeur  ou  hauteur  infiniment  plus  petite , ôc , à proprement  parler , 
c’eR  plutôt  une  tranche  qu’une  furface. 

85.  Lorfqu’on  dit  que  deux  corps  folides  font  égaux,  cela  s’entend 
toujours  de  leur  folidité  ; enforte  que  deux  corps  qui  ont  des  figures 
& des  fuperficies  différentes,  font  cependant  appellés  égaux  , fi  la 
folidité  du  premier  eR  égale  à celle  du  fécond  :-pour  s’exprimer  avec 
plus  de  précifioii , on  dit  quelquefois  que  les  corps  font  égaux  en 
folidité , mais  cela  n’eR  pas  néceffaire. 

86.  Avant  de  paffer  aux  Théorèmes  fuivants,  il  eR  à propos  de 
remarquer  que  c’eR  la  même  chofe  de  dire  que  deux  corps  ont  une 
même  hauteur , ou  qu’ils  font  compris  entre  deux  plans  parallèles  ; 
enforte  que , quand  deux  corps  ont  des  hauteurs  égales,  ils  peuvent 
toujours  être  compris  entre  deux  plans  parallèles;  & réciproquement, 
lorfque  deux  corps  peuvent  être  compris  entre  des  plans  parallèles  , 
ils  ont  des  hauteurs  égales. 

Thjêorbmb  I. 
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87.  Deux  prifmes  de  même  bajê  & de  même  hauteur  font  égaux  ^ 
foit  qu*il  y en  ait  un  droit  & Vautre  oblique  y Jbit  que  tous  les  deux 
Jbient  droits  ou  obliques, 

DiMOMSTRATION. 

Deux  prifmes  font  égaux , lorfqu’ils  ont  . le  même  nombre  d’élé- 
ments égaux.  Or , deux  prifmes  de  même  bafe  & de  même  hauteur 
ont  un  même  nombre  d’éléments  égaux,  i Ils  ont  des  éléments 
égaux , puifque  les  bafes  font  fuppofées  égales.  2^.  Le  nombre  de  ces 
éléments  eR  égal  dans  les  deux  prifmes , à caufe  qu’ils  ont  même 
hauteur  ; donc  les  deux  prifmes  font  égaux  en  folidité  : ce  qu’il 
&lloit  démontrer. 

88«  On  voit  aifément  que  la  même  démonRration  peut-être 
appliquée  à deux  cylindres  de  même  bafe  & de  même  hauteur  ; Sc 
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même , fi  on  compare  un  prifme  avec  un  cylindre , on  démontrera  . 
de  la  même  maniéré  qu*fis  font  égaux , lorfqu’il^  ont  des  bafes  6c 
des  hauteurs  égales. 

. Dans  les  prifmes  8c  les.  cylindres , même  obliques , il  faur  conce- 
voir que  les.éléments  font  des  prifmes  ou  des  cylindres  droits. 

8^.  11  paroît  d’abord  difficile  à comprendre  qu’un  cylindre  droit 
feit  égal  à lin  cylindre  oblique  de  même  bafe  6c  de  même  hauteur  j 
car , le  cylindre.oblique  eft  plu^  long  que  le  cylindre  droit  : d’ailleurs  > 
s’ils  ont  même  bafe,  ne  font -ils  pas  nécefiàirement  de  pareille 
groifeur  i ainfi , le  cylindre  oblique  a plus  de  folidité  que  l’autre. 

: 11  efi  vrai  que  les  cylindres  ayant  même  hauteur , l’oblique  efi 
plus  long  que  le  droit  ;:mais  auffi  il  a moins  de.  groflTeur  , quoique  les 
bafes  foient  fuppofées, égales , parce  que  la  bafe  ne  iqefure  pas  I4 
groifeur , lorfqiie  le  contour  n’efi;  pas  perpendiculaire  à la  bafe^, 
puifque  la  groifeur  ell.  d’autant  moindre , que  le  contour  eft  plus 
oblique  fut  la  bafe.  11  faut  juger  des  cylin^es  comme  des  parallélo- 
grammes, dont  la  bafe  demeurant  la  même , la  largeur  eft  d’autant 
moindre , que  les  côtés  font  plus  obliques  fur  la  bafe.  Il  faut  dire  la 
même  choie  du  prifme  droit  comparé  au  prifme  oblique. 

Z9B.  On  démontré  dans  ce  Théorème  que,  fi  deux,  prifmes  ont 
même  bafe. 6c  même  hauteur,  ils  font  égaux.  On  peut  dire  récipro.. 
quement  que , s’ils  font  égaux  6c  qu’ils  aient  .même  hauteur,  ils  ont 
auffi  même  bafe;  Car,  puifqu’ils  font  égaux,  quand  ils  ont  même 
bafe  6c  même  hauteur , il  eft  évident  que  fi , ayant  même  hauteur  , 
Fun  âvoit  une  bafe  plus  grande  ou  plus  petite  que  l’autre , ils  ne 
feroient  plus  égaux  : pareillement , s’ils  font  égaux  6c  qu’ils  aient 
même  bafe,  ils  auront  même  hauteur;; ainfi 5 de  ces  trois  conditions 
de.  deux  prifmes  comparés  enfemble,  être. égaux;  avoir  des  bafes 
égales,  avoir  des  hauteurs  égales , deux  étant  pofées,  la  troifîeme 
s’enfuit  : il  en  eft  de  même  des  cylindres , foit  qu’on  les.  compare 
«htr’eux ,:  foit  ’qù’on  compare  un  prifme  avec  un  cylindre.  : 

' 896'.  Nous ’fuppoferons , dans  la  démonftration  ftiivante , que, 
fi  on  coupe:  une  pyramide-  parallèlement  à la  bafe , cette  bafe  eft 
lêmblable  à. la  feâion:  G,  par  exemple,  eft  femblable'à  g,  ûg.  ly, 
Q.uoiqiie  la  vérité,  de  cette  prppofition  puilfe  s’appcrçeyOïif  fans* 
preinie,  noüs  allons  ;Ja  démontrer  par  ce  que  nous  avons  dit  fur 
ks  planSwDeux  figures  font  femblables  ; lorïque  les  angles  dé  l’une 
font  égaux  à ceux  de  l’autre  refpeâivement , 6c  que  les  côtés  de  la 
première  forit  proportionnels  à ceux  de  l’autre.  Or , 1 les  angles  Rg. 
de  la bafeioBt  %aux'à<  ceux  4eia  kétion  ; par  «xçmple, ei^ 
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*7.  égal  Whc ; car,  pour  cela,  il  fuffit  que  le^  côtés  BL,  BC  du  premîeiT 
angle  foient  parallèles  aux’côtés  hl , bc  du^  fecpnd  (Liv.  II , art.  245). 
Or,  les  côtés  du  premier  angle  font  parallèles  à ceux  du  fécond 
( Liv.  ir,  art.  247  ),  püifque  BL  ôi  bl  font  les'feftions'  du  plan  du 
triangle  BAL  avec  les  deux  plans  parallèles  G & & de  irtême  , 

les  côtés  BC,  éc,  font  des  ferions  du  triangle  BAC  avec  les  dbux 
plans  G,  2°.  Les  côtés  de  la  balè  font  proportionnels  à ceux  de  là 
îeftion  : car,  les  côtés  étant  parallèles,  les  triangles  FAL, 

éA/j  font  femblables  ; ainfi,  on  a la  proportion  BL  .bl::  AB . Ab. 
De  même,  à caufe  des  triangles  femblables  BAC,  éAc,  on  a au(fî 
la  proportion  BC  .bc::  AB . Ab  ; par  conféquent , la  demiere  raifon 
étant  la  même  dans  ces  deux  proportions,  les  deux  premières  font 
égales , c’eft  - à - dire , que  BL  .hl::  BC . éc , ou  alternando  > BL . 
BC  ::bl . bc  f les  côtés  des  angles  LBC,  Ibc , font  donc  proportion- 
nels, ôc.d’ailleurs  ces  angles  font  égaux.  Or  , il  eft  clair  qu’on  peut; 
dire  la  même  chofe  des  autres 'angles  de  la  bafe  & de  la  feâion  : ces 
deux  polygones  font  donc  femblables. 

I 

s 

Théorêmb  il 
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90.  Deux  pyramides  de  méhie  bajè  & de  même  hauteur  font 

égales , Jbit  qu*il  y en  ait  une  droite  & l* autre  oblique , foit  que 

toutes  les  deux  (oient  droites  ou  obliques. 

* * • * 

DiMONSTR«.TION. 

Fig.  17.  Soient  les  pyramides  de  la  figure  17,  que  l’on  fuppofe  de 
même  bafe  ôc  de  même  hauteur  ; je  dis  qu’elles  font  égales  : il  n’y 
a qu’à  faire  voir  qu’il  y a autant  d’éléments  dans  l’une  que  dans 
l’autre , & que  les  éléments  de  l’une  font  égaux  aux  éléitjents  cor- 
fefpondants  de  l’autre,  Il  y a même  nombre  d’éléments  dans  le$ 
deux  pyramides , parce  qu’elles  font  Aippofées  avoir  des  hauteurs 
égales.  2**.  Les  éléments  de  l’une  font  égaux  aux  éléments  corref- 
pondants  de  l’autre  ; car , fuppofons  que  ces  pyramides  foient  entre 
deux  plans  paraHeles , & .qu’elles  foient  coupées  par  un  troifîeme 
plan  parallèle  aux  deux  premiers , lequel  forme  les  ' feâiions  ou 
les  furfaces  correfpondantes  g & h.  Voici  comme  nous  démon* 
trerons  que  ces  fui^faces  ou  trainahes  correfpoindaiates  font  égjales? 
à caufo  du  troifieme  plan  parallèle,  les  deux  côtés  AF&  Ab  de 
la  première  pyramide  font  proportionnels  aux  côtés  D£  St  De 
. de  la  fécondé  ; ainfi , on  a la  proportion  AB . Ab  : : DE  . De.  Mais, 
dans  la  première  pyramide,  les  deux  triangles ÜEiç^blsfoles  BAC  de 
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hhc  donnent  la  proportion  AB , hh  : : BC  . bc  : pareillement , dans  Fig- 
la  ieconde  pyramide,  DE . De  :-:.£F«.  ^ Or , dans  la  fécondé  & la 
troifieme  proportion  , les  deux  premières  raifons  font  égales , 
comme  il  paroît  par  la  première  proportion } donc  les  deux  der- 
nières raifons  font  aulli  égales,  c'eR-à^dire,  qu’on  a la  quatrième 

proportion  BC  .bc::  EP . ef  f par  conséquent , les  quarrés  de  ces 

, -, % % % ^ ■»  . 

lignes  font  encore  proportionnels  ; airin , BC  :bc::  EF  , Or,  la 
î>afe  G & la  tranche  g de  la  première  pyramide  Tont  des  polygo- 
nes femblables  (89  C);  par  confisquent,  ces  figures  font  comme  les 
quarrés  des  côtés  homologues  (Liv.  ll,art.  179)»  donc  on  a la 

’ A 

proportion  BC-.  éc  ; : G .g.  Par  . la  memp  raifon,  dans  la  fécondé 

pyramide  EF/^'  H .h.  Dans  ces  deux  defhieres  proportions , les 

premières  raifons.  font  égales,  à caufe  de 'la  proportion  précé^- 

% » % ^ 

dente  BC  .‘bc  : : EF  • ef;  donc  les  fécondés  raifons  font  auffi 

«gales  j ainfi  G . ^ : H . A , & aller luindo , .G . H : ; ^ • A , c’eft-  à-dirc  ^ 

que^  les  deux  bafes  font  comme  les.irançh»  cdrrelpondantes  : ainfi, 

puifque  les  bafes  font  égales , .les  tranches  le'lopt  aûfll  ^ donc.,  dans 

les  pyramides  de  même  bafe  & de  methe  hauteur  , les  éléments 

correfpondants  font  égaux  : d’ailleurs , U y a autant  d’^merîts  dans 

J^une  que  dans  l’autre  j & par  conféquent,  ces  pyramides  font  égales 

jtn  folidité  : ce  qu’il  falloit  démontrer,. 

Voici  en, peu  de  mots  à quoi  fe  réduit  cette  démpnftration.  Les 

deux  pyramides  ont  chacune  un  égal  nombre  d’éléments , puifqu’elles 

•ont  même  hauteur  : d’ailleurs  , les  éléments  de  l’une  font  égaux  aux 

■éléments  correfpondants  de  l’autre  j car , ces  éléments  correfpondants 

iétant  à égale  diRance  des  bafes , ils  ont  le  même  rapport  à ces  bafes , 

&i  en  font  par  conféquent  des  parties  femblables.  Or , les  bafes  font 

fuppofées  égales  ; donc  leurs  parties  femblables  font  aufli  égales  ; 

donc  les  éléments  correfpondants  font  égaux ^ par  conféquent,  les 

pyramides  font  égales.  ‘ . 

90  JS.  Dans  la  démonflration  précédente,  pour  prouver  que  les 

éléments  correfpondants  font  égaux , on  a fuppofé  que  ce  font  des 

furfaces  : néanmoins , ces  éléments  font  des  tranches  qui  ont  quelque 

dpaifieur , car  il  eR  impofiible  que  de  fimples  furfaces  compofeht 

ajnfolidej  mais  cela  n’empêche  pas  la  forc«  de  la  démonRration , 

parce  que  le  rapport  des  tranches  eR  le  même  que  celui  des  furfaces , 

£n  fuppofant  que  ces  tranches  font  de  petits  prifmes  de  même 

.JhauteuTi  car,  lorfque  la  hauteur  de  deux  prifmes  eR  la  même,  il  eR 


I 
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17.  évidenit  qu’iis  font  entr^eux  comme  <bafesi  enforte  que,  ïi  une 
bafe  efl  double  de  l’autre , un  des  prifmes  eftiauifi  double  de  l’autfâ 


90  C 11  ell  vrai  que,  il  ces  tranches  font  autant  de  prifmes,  ce 
feront  comme  autant  de  petits  degrés  pofés  les  uhs  fur  les  autres  , 
à caufe  que  chaque  tranche  doit  être  ùn  peu  plus  grande  que  celle 
qui  eft  au  deflus  j & par  conféquent,  il  y àura  de  petits  vuides  dans 


les  faces  de  la  pyramide.  Mais , il  faut  obferver  que  la  totalité  de  ces 
vuides  eft  d’autant  moindre  que  les  tranches  font  moins  épaiffes» 
puifque  fi , au  lieu  d’une  tranche ,»on.  en  met  deux,  dont  la  fupé- 
rieure  ait  même  bafe  que  la  tranche  unique,  on  conçoit  que  les 


deux  tranches  laifieront  moins  de  vuide,  parce  que  la  tranche 
inférieure  eft  plus  grande  quelà  partie  correlpohdante  de  la  trancha 
unique , & que  la  tranche  fupérieure  esü;  égaÿe  à l’autre  partie  : par 
exemple,  file  triangle  DEF  de  la  figure  13  repréfente  une  partie 
d’une  fedtion  faite  verticalement  du  fommet  à la  bafe  d’une  pyra- 
mide, & que  les‘deü:r  redtangtes  cK,  GL,  déflgnent  des  tranches, 
ou  plutôt  des  parties  de  tranches  prifes  depuis  l’axe  PE , les  deux 
triangles^KH,  HLF,  repréfenteront  les  vuides  que  laifferont  les 
deux  tranches.  Or  fi ,.  aü  lieu  de  la  tranche  inférieure  GL , on  en 


conçoit  deux  autres,  favoir  GP,  OS,  dont  la  première  a même  bafe 
que  la  tranche  GL,  la  tranche  inférieure  OS  fera  plus  grande  que  la 
partie  correfpondante  OL , & fa  fupérieure  GP  fera  la  même  choie 
que  l’autre  partie  de  la  tranche  entiere  GL , & les  deux  tranches  GP, 
ÔS,  laifieront  les  deux  vuides  HPR  , RSF,  dont  la  fomme  eft 


■ moindre  que  le  vuide  HLF  que  laifie  la  tranche  GL  ; par  conféquent, 
en  fuppofant  les  tranches  infiniment  minces,  la  totalité  des  vuides 
fera  infiniment  petite , & pourra  être  confidérée  comme  nulle. 

Si  on  fuppofoit  que  la  tranche  inférieure  a une  bafe  égale  à celle 
de  la  pyramide,  il  y.  auroit  des  parties  faillantes  au  lieu  de  vuides; 
ce  feroient  les  bords  fupérieurs  de  chaque  tranche. 

9 i . Remarquez  qu’il  n’eR  pas  nécefiàire , pour  la  vérité  du 
Théorème , que  les  bafes  des  deux  pyramides  foient  des  polygones 
d’un  même  nombre  de  côtés  ; il  fuffit  que  ces  bafes  foient  égales  en 
furface , quoique  l’une  foit , par  exemple , un  exagone , ôc  l’autre 
un  pentagone  régulier  ou  irrégulier.  • ^ 

92. 11  fuit  de- là  que  les  cônes  de  même  bafe  & de  même  hauteur 
font  égaux , parcé  que  les  cônes  ne  font  que  des  pyramides , dont  les 
bafes  iont  des  polygones  réguliers  d’une  infinité  de  côtés. 

93.  Si  on  compare  une  pyramide  avec  un  cône,  on  peut  aflurer 
'que  ces  folides  font  égaux  lotfqu’ils  ont  même  bafe  ôc  même 

hauteur  ; 
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hauteur  : cela  eR  évident  par  rapport  aux  pyramides  & aux  cônes , 
comme  par  rapport  aux  prifmes  & aux  cylindres. 

9 3 On  a fait  voir  dans  le  Théorème  fécond  que , fi  les  pyra- 
mides ont  des  bafes  & des  hauteurs  égales,  elles  font  égales  en 
jfblidicé  : réciproquement , fi  elles  font  égales  & qu’elles  aient  des 
hauteurs  égales , leurs  bafes  font  égales  ; & fi  les  pyramides  étant 
encore  égales , les  bafes  font  aufii  égales , elles  ont  des  hauteurs 
égales  : cela  eR  clair  pour  les  pyramides  comme  pour  les  prifmes. 

11  en  eR  de  même  des  cônes , foit  qu’on  les  compare  entr’eux , foit 
qu’on  compare  une  pyramide  avec  un  cône. 

Il  eR  prefque  impoffible  d’entendre  bien  la  démonRration  fui- 
vante , fans  avoir  un  prifme  triangulaire  divifé  en  trois  pyramides  , 
telles  qu’on  les  fuppofe  dans  la  démonRration  i c’eR  pourquoi , fi  on 
n’en  a point , il  faut  en  faire  un  de  cire  ou  de  quelque  autre  matière 
qui  foit  facile  à couper. 

TniOKHME  III. 

94.  l/ne  pyramide  triangulaire  efi  le  tiers  d* un  prijme  triangu- 
laire de  même  baje  de  même  hauteur  que  la  pyramide. 

Démonstration. 

Soit  le  prifme  triangulaire  CADEBF  : je  dis  qu’une  pyramide,  fîj. 
de  même  bafe  & de  même  hauteur , n’eR  que  le  tiers  de  ce  prifme  ; 
ce  que  je  démontre  ainfi  : Si  on  conçoit  un.  plan  qui  coupe  le  prifme 
par  l’angle  A , enforte  qu’il  paiTe  par  les  diagonales  AÉ  6c  AF , la 
lêétion  formera  la  pyramide  EAFB , qui  a la  même  bafe  que  le 
prifme,  favoir  le  triangle . EBF , 6c  qui  a au  (fi  la  même  hauteur, 
puifqu’elle  a le  même  côté  AB.  Pareillement , fi  on  conçoit  qu’un 
plan  coupe  le  reRe  du  prifme  par  l’angle  F , en  paflant  par  les  diago- 
nales FA  6c  FC , il  en  réfultera  deux  autres  py/amides , dont  l’une 
eR  AFCD , qui  a pour  bafe  le  tfiangle  CAD , qui  eR  l’autre  bafe  du 
prifme,  6c  qui  a aufii  même  hauteur  que  le  prifme,  puifqu’elle  a le 
même  côté  DF.  L’autre  pyramide , qui  réfulte  de  la  derniere  feâion , 
eR  ECAF , dont  la  figure  eR  fort  irrégulière.  Or , les  deux  premières 
pyramides  EAFB  6c  AFCD  font  de  même  bafe  6c  de  même  hauteur, 
puifqu’elles  ont  chacune  même  bafe  6c  même  hauteur  que  le  prifme  ; 
donc  ces  deux  pyramides  font  égales  encr’elles  : d’ailleurs , fi  on 
compare  la  fécondé  pyramide  AFCD  avec  la  troifieme  ECAF , 6c 
qu’on  prenne  pour  bafe  de  la  fécondé  le  triangle  FDC , 6c  pour  bafe 
de  la  troifieme  le  triangle  CEF , on  trouvera  que  ces  deux  pyramide» 

/ /.  F ortie.  e e * 
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rtg.  i8-  font  égales:  car,  i ®.  les  triangles  qu’on  a pris  pour  bafes  font  égaux, 
puifque  ce  font  des  moitiés  du  parallélogramme  CEFD , qui  ell  une 
des  furfaces  du  prifme , & qui  a été  divifé  également  par  la  diago- 
nale CF.  2°.  Ces  deux  pyramides  ont  même  hauteur,  puifqu’elles 
hniflent  au  même  point  A;  donc  la  troiikme  pyramide  eR  aufli 
égale  à la  première  : ainii , les  trois  pyramides  font  égales  entr’elles  ; 
par  conféquent,  une  de  ces  trois  pyramides,  par  exemple  la  pre- 
mière , qui  a même  bafe  & même  hauteur  que  le  prifme , n’eR  que 
le  tiers  du  prifme  : ce  qu’il  falloit  démontrer. 

CoRO£I.ArRB  I. 

95.  Toute  pyramide  eft  le  tiers  d’un  prifme  de  même  bafe  & de 
même  hauteur  : par  exemple , une  pyramide  pentagonale  eft  le  tiers 
d’un  prifme  pentagonal  de  même  bafe  6c  de  même  hauteur. 

DiMeNST&ATIOM. 

Si  d’un  point  pris  dans  la  bafe  du  prifme , on  conçoit  des  lignes 
tirées  au  fommet  des  angles , qui  divifent  le  pentagone  qui  fert  de 
bafe  en  cinq  triangles , 6c  que  le  prifme  pentagonal  foit  divifé  en 
cinq  prifmes  triangulaires  , qui  aient  chacun  pour  bafe  un  des 
triangles  du  pentagone  : li  on  conçoit  de  même  que  le  pentagone , 
qui  eft  la  bafe  de  la  pyramide , eft  divifé  en  cinq  triangles  par&ite- 
ment  égaux  à ceux  de  la  bafe  du  prifme , 6c  que  la  pyramide  penta- 
gonale eft  partagée  en  cinq  pyramides  triangulaires  de  même 
hauteur  que  la  pyramide  pentagonale , qui  aient  chacune  pour  bafe 
un  des  triangles  du  pentagone , pour  lors  chacune  des  pyramides 
triangulaires  fera  le  tiers  du  prifme  triangulaire  correfpondant , 
comme  on  l’a  démontré  dans  le  Théorème  ; par  conféquent , la 
pyramide  pentagonale , qui  eft  la  fomme  des  cinq  pyramides  trian- 
gulaires , eft  le  tiers  dü  prifme  pentagonal , ou  de  la  fomme  des 
cinq  prilmes  triangulaires  : ce  qu’il  falloit  démontrer. 

On  voit  clairement  que  la  même  démonftration  peut  s’appliquer 
k toute  pyramide , quelle,  que  foit  la  bafe , en  la  comparant  avec  un 
prifme  qui  ait  même  bafe  6c  même  hauteur. 

m 
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96.  Le  cône  n’étant  qu’une  pyramide  dont  la  bafe  eft  un  poly- 
gone d’une  infinité  de  côtés , 6c  le  cylindre  n’étant  qu’un  prifme , 
il  s’enfuit  que  le  cône  eft  le  tiers  du  cylindre  de  même  bafe  6c  de 
siême  hauteur. 
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97.  On  peut  remarquer , à l’occafion  du  premier  CoroUaire , que  fît-  ifc. 
:1a  fomme  de  plulieurs  prifmes  de  même  hauteu^  eft  égale  à un 
feul  prifme , dont  la  bafe  eft  égale  à celle  de  tous  les  autres  prifmes 
pris  enfemble , & la  hauteur  égale  à celle  de  ces  mêmes  prifmes. 
Pareillement , la  fomme  de  pluiieurs  pyramides  de  même  hauteur 
eft  égale  à une  feule  pyramide  dont  la  bafe  eft  égale  à la  fomme  des 
bafes  des  autres  pyramides,  & la  hauteur  égale  à celle  de  ces 
pyramides.  Cela  paroît  aiTez  clairement  après  tout  ce  qu’on  a dit 
jufqu’ici. 

Il  eft  évident  qu’on  peut  dire  la  même  chofe  des  cylindres  6c  des 
cônes. 

Nous  allons  propofer  une  autre  démonftration  , pour  faire  voir 
que  toute  pyramide  eft  le  tiers  d’un  prifme  de  même  bafe  & de 
même  hauteur  : elle  ne  fuppofe  point  de  ligure  difficile  à imaginer  > 
comme  la  précédente. 

9 J B.  Pour  cette  démonftration , nous  fuppoferons  d’abord  que 
deux  pyramides  de  même  hauteur  font  entr’elles  comme  leurs  baies. 

.Que  l’on  ccmçoive  ces  deux  pyramides  divifées  dans  le  même 
nombre  d’éléments  , les  éléments  de  l’une  feront  à ceux  de  l’autre 
dans  le  même  rapport  que  ks  bafes:  cela  a été  prouvé  dans  la 
démonftration  de  l’ardcle  90  ; par  conféquent , les  pyramides  de 
.même  hauteur  font  auffi  comme  les  baies.  Ce  rapport  eft  encore 
plus  facile  à appercevoir  dans  les  prilin'es  de  même  hauteur. 

97  C.  Voici  une  autre  propofition  dont  nous  avons  encore  befoin. 

Une  pyramide  quarrée , dont  la  hauteur  eft  la  moitié  du  côté  de  la 
bafe , eft  le  tiers  du  prifme  quarré  de  même  bafe  & de  même  hauteut. 

11  faut  concevoir  un  cube  divifé  en  lix  pyramides  égales  qui  aient 
toutes  leur  fommetau  centre  du  cube,  6c  dont  chacune  ait  pour 
baie  une  des  faces  du  cube  : chacune  de  ces  pyramides  eft  la  lixieme 
partie  du  cube  j pat  conféquent , û on  retranche  la  moitié  de  ce  cube 
par  le  jftan  parallèle  à la  ^fe , la  pyramide , de  même  bafe  6c  de 
même  hauteur  que  le  prifme  quarré  qui  reliera , fera  le  tiers  de  ce 
prifme,  parce  que  cette  pyramide  eft  une  de  celles  du  cube.  Or,  la 
hauteur  de  cette  pyramide  quarrée  eft  la  moitié  du  côté  de  fa  bafe. 

On  peut  donc  dire  en  général  qu’une  pyramide  quarrée , dont  la 
hauteur  eft  la  moitié  du  côté  ^ là  bafe , ou , ce  qui  revient  au 
même,  qui  a le  côté  de  fa  bafe  double  de  laiuuteur,  eft  le  tiers 
d’un  prifme  quarré  de  même  bafe  6c  de  même  hauteur. 

97 Cela  pofé,  foit  une  pyramide  quelconque , par  exeiBf^, 

.pentagonale  : je  dis  qu’elle  eft  le  tiers  d’un  prilme  pencagoBai  de 

ee  ij 
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Ttf-  it.  même  bafe  & de  même  hauteur  : car , foit  une  autre  pyramide 
quarrée  qui  ait  fa  même  hauteur , & dont  la  bafe  Toit  un  quarré  donc 
le  côté  foit  double  de  la  hauteur , cette  pyramide  fera  le  tiers  d’un 
prifme  quarré  de  même  bafe  & de  même  hauteur  ( py  6'.)  Les  deux 
pyramides,  ayant  l’une  & l’autre  la  même  hauteur,  font  entr’elles 
comme  leurs  bafes  (97^),  c’eft-à-dire,  que  la  raifon  de  la  pyra- 
mide pentagonale  à la  pyramide  quarrée , eft  égale  à celle  de  leurs 
bafes  : pareillement , la  raifon  des  deux  prifmes  pentagonal  & quarré 
eA  égale  à celle  de  leurs  bafes.  Or , la  derniere  raifon  de  ces  deux 
proportions  ell  la  même , parce  que  les  bafes  des  prifmes  font  les 
mêmes  que  celles  des  pyramides  j par  conféquent,  les  deux  premières 
raifons  de  ces  proportions  font  égales , c’eR-à-dire , que  les  deux 
pyramides  font  entr’elles  comme  les  deux  prifmes  ; & alurnando , la 
pyramide  pentagonale  eft  à fon  prifme , comme  la  pyramide  quarrée 
eft  au  lien.  Or , la  pyramide  quarrée  eft  le  tiers  de  Ion  prifme  \ donc 
la  pyramide  pentagonale  eft  aulli  le  tiers  du  lien. 

$jE.  Voici  une  difficulté  que  l’on  pourroit  propofer  pour 
prouver  que  le  cône  eft  la  moitié  du  cylindre  de  même  bafe  de 
de  même  hauteur.  Suppofons  un  triangle  reâangle  ABC  ( plan- 
■'che  XIII , figure  14  ) contenu  dans  un  reâangle  BD  de  même  bafe 
de  de  même  hauteur.  Si  on  conçoit  que  le  triangle  & le  reâangle 
tournent  autour  de  la  perpendiculaire  AB  comme  autour  d’un  axe  , 
le  triangle  décrira  un  cône , & le  reétangle  un  cylindre  de  même 
bafe  & de  même  hauteur  que  le  cône.  Or,  le  cône  contiendra 
le  triangle , ou  plutôt  la  tranche  triangulaire  , dont  la  face  eft  égale 
au  triangle  autant  de  fois  qu’il  y a de  points  dans  la  circonférence 
que  décrira  l’extrémité  C de  la  bafe  du  triangle  : pareillement, 
le  cylindre  contiendra  autant  de  tranches,  dont  les  faces  feront 
chacune  égales  au  reâangle , qu’il  y a de  points  dans  la  même 
circonférence  ; ainfi , ces  deux  folides  feront  entr’eux  comme  ces 
tranches,  & par  conféquent  comme  le  triangle  & le  reâangle. 
Or , le  triangle  eft  la  moitié  du  reélangle  ; donc  le  cône  eft  la  moitié 
du  cylindre , & non  pas  le  tiers  feulement. 

II  faut  répondre  que  les  tranches  triangulaires  ne  font  pas  les 
éléments  du  cône , parce  que  ces  tranches , en  les  fuppofant  par  tout 
d’égale  épaifieur , fe  confondent  & fe  pénètrent  à mefure  qu’elles 
approchent  de  l’axe  auquel  elles  vont  toutes  aboutir  comme  à un 
centre  ; ainfi , il  eft  faux  que  le  cône  contienne  autant  de  ces 
tranches  entières  qu’il  y a de  points  dans  la  circonférence  décrite  par 
l’extrémité  C:  il  faudroic^  pour  cela,  que  ces  tranches  fufti^ 
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parallèles  entr’elles.  Je  dis  la  même  chofe  des  tranches  reâangulaires 
du  cylindre  ; il  eft  vrai  qu’on  peut  concevoir  que  ces  tranches  dimi- 
nuent d’épailTeur  dans  le  cône  & dans,  le  cylindre  à mei'ure  qu’elles 
approchent  de  l’axe,  auquel  cas  elles  ne  fe  pénètrent  pas,  6c  c’eR  ce 
qui  donne  lieu  à l’inftance  fuivante. 

97F.  On  dira  donc  que  les  tranches  diminuant  dans  le  cylindre 
comme  dans  le  cône , à mefure  qu’elles  approchent  de  l’axe , la  même 
difficulté  fubiifie  toujours , parce  que  les  tranches  du  cône  feront 
moitiés  de  celles  du  cylindre.  Cela  feroit  vrai,  c’eft- à-dire , que  les 
tranches  du  cône  feroient  moitiés  de  celles  du  cylindre,  fi  les 
tranches  du  cône  ne  diminuoient  pas  davantage  à proportion  que 
pelles  du  cylindre  : mais  il  efl  certain  qu’elles  diminuent  de  cette 
forte , parce  que  ces  tranches  triangulaires  deviennent  plus  minces  à 
l’endroit  où  elles  ont  plus  de  hauteur , favoir , vers  l’axe  du  cône  ; 
au  lieu  que  lès  tranches  du  cylindre , qui  font  auffi  plus  minces  vers 
l’axe  que  vers  la  furface  convexe , font  par-tout  d’égale  hauteur.  * 

TlléOKBMBlV.  • 


98.  X7ne  fpkert  ejl  égalé  à une  ■pyramide  ou  à un  cône  qui  a 
pour  hauteur  le  rayon  de  la  Jphere,  & une  haje  égale  à la  JurJace 
de  la  Jphere. 

DiMONSTRATI,OIf. 


On  peut  concevoir  que  la  fphere  eft  compofée  d’une  infinité  de 
pyramides  qui  ont  leur  fommet  au  centre  de  la  fphere  , & dont 
chacune  a pour  bafe  une  partie  infiniment  petite  de  la  furface  de  la 
fphere.  Or,  la  fomme  de  toutes  ces  pyramides  eft  égale  à une  feul^ 
pyramide  ou  à un  cône  qui  auroit  une  hauteur  égale  à celle  de  toutes 
les  pyramides,  favoir,  le  rayon  de  la  fphere,  & dont  la  bafe  feroit 
égale-à  la  fommé  de  toutes  les  bafes  des  pyramides  (97),  c’eft- à-" 
dire  , égale  à la  furface  de  la  fphere  ; donc  une  fphere  eft  égale  à une 
pyramide  ou  à un  cône  qui  a pour  hauteur  le  rayon , & peur  bafe 
la  fuperficie  de  la  fphere  : ce  qu’il  falloit  démontrer. 

Après  tout  ce  que  nous  venons  d’établir  fur  l’égalité  des  corps 
folides , on  entendra  facilement  ce  qu’il  y a à dire  fur  leur  mefure  i 
c’eft  pourquoi  nous  en  traiterons  en  peu  de  mots. 


VES  MESURES  DES  CORPS  OU  SOLIDES. 

99.  Les  mefures  des  corps  font  des  toifes  cubiques*,  des  piedff 
cubiques > des  pouces  cubiques,  6tc.  Une  toife  cubique  eft  unt 


Ht  ÉLÉMENTS  DE  GÉOMÉTRIE. 

« 

Fiÿ.  i8.  cube  compris  fous  fix  faces , donc  chacune  e(I  une  toife  quarrée  : 
de  même , le  pied  cubique  eft  un  cube  compris  fous  fix  faces , dont 
chacune  eil  un  pied  quarré. 

Th^orêkb. 

100.  Les  prifines  & les  cylindres  droits  ou  obliques  font  e'gaux 
au  produit  de  leur  bafe  par  leur  hauteur. 

D^monstratiom. 

Soit  un  prifme  dont  la  bafe  ait  fix  pieds  quarrés , & la  hauteur 
trois  pieds  en  longueur  : je  dis  que  la  folidité  de  ce  prifme  eft  de 
1 8 pieds  cubiques  ( 1 8 efi  le  produit  de  la  bafe  par  la  hauteur-  ) 

Pour  le  démontrer , il  faut  concevoir  que  le  prifme  efi  partagé  en 
autant  de  tranches  parallèles  à la  bafe  , qu’il  y a de  pieds  dans  la 
hauteur , c’efi  à-dire , en  trois  dans  cet  exemple , dont  chacune  ait 
. un  pied  de  hauteur.  Cela  étant , il  eû  évident  que  les  trois  tranches 
ayant  la  même  bafe  que  le  prifme,  chacune  contient  autant  de 
pied?  cubiques  que  la  bafe  contient  de  pieds  quarrés,  c’efl-à-dire 
fix  \ par  conléquent  les  trois  tranches , prifes  enfemble , contiennent 
trois  fois  fix  ou  dix-huit  pieds  cubiques  ÿ donc  la  folidité  d’un  prifme 
efi  égale  au  produit  de  la  bafe  par  fa  hauteur.  On  peut  appliquer  la 
même  démonfiration  au  cylindre. 

CoROLlAIRB  I. 

1 0 1 . Les  pyramides  6c  les  cônes  font  égaux  au  produit  de  leur 

bafe  par  le  tiers  de  leur  hauteur  : cela  fuit  de  ce  que  les  pyramides 
& les  cônes  foAt  le  tiers  des  prifmes  de  des  cylindres  de  même  bafe 
de  de  même  hauteur.  * 

CoROllAIRB  IL 

102.  La  fphere  efi  égale  au  produit  de  fa  furface  par  le  tiers  de 
fon  rayon  ; car , une  fphere  ed  égale  à un  cône  qui  a pour  hauteur 
le  rayon , & pour  bafe  la  fuperficie  de  la  fphere  (98). 

Ce  que  nous  venons  de  4ù:e  fur  la  mefure  des  folides , peut  fervir 
à trouver  la  folidité  de  tous  les  corps , parce  qu’ils  peuvent  être 
réduits  en  pyramides , de  même  que  les  figures  planes  peuvent  être 
réduites  en  triangles. 

PaOBlBMB. 

102^.  Trouver  la  filidité  d*un  prifme  ^ par  exemple  cTua 
Ouvrage  de  maçonnerie , qui  ait  1 6 toifes  4 pieds  8 pouces  de 
longueur  ^ 2 toifes  j pieds  d’ épaijjiur  » fr  7 toifes  a pieds  de  hauteur» 


LIVRE  TROISIEME.  âij 

Réduifez  ces  trois  dimenfions  à la  plus  petite  efpece , qui  eft  le  Fig. 
pouce,  lequel  eft  contenu  1 2 fois  dans  le  pied , & 72  fois  dans  la 
toife , parce  que  la  toife  vaut  fîx  pieds , vous  trouverez  que  la 
longueur  eft  de  1 208  pouces , l’épaiffeur  de  1 80 , & la  hauteur  de 
528.  Après  cette  réduâion,  multipliez  ces  trois  nombres  Tuii 
par  l’autre , *&  vous  trouverez  au  produit  114808320  pouces 
cubiques , qui  font  la  folidité  du  corps. 

Si  on  veut  favoir  combien  ce  nombre  de  pouces  cubiques  contient 
de  toifes  cubes,  il  faut  le  divifer  par  373148 , parce  que  ce  dernier 
nombre  étant  le  cube  de  72,  marque  combien  la  toife  cubique 
contient  de  pouces  cubiques , on  trouvera  au  quotient  3 07 , & le 
refte  221184,  qu’il  faut  divifer  par  1728  cube  de  12,  afin  d’avoir 
le  nombre  des  pieds  cubiques  contenus  dans  ce  refte , le  quotient  de 
cette  fécondé  divifion  fera  128  fans  aucun  refte;  par  conféquent, 
114808320  pouces  cubiques  valent  307  toifes  cubes  & 128  pieds 
cubes. 

Si  c’étoit  une  pyramide , il  &udroit  prendre  feulement  le  tiers 
de  ce  produit. 

* 

DU  RAPPORT  DES  SOLIDES 

CONSIDihiS  s i LOS  lEV  R S«Li  DIT  k, 

103.  Pour  connoître  le  rapport  des  folides,  on  fe  fert  des 
prodidfants.  On  entend , par  produifants  d’un  folide , les  lignes  qu’il 
faut  multiplier  pour  avoir  fa  folidité. 

104. 11  y en  a trois;  car , d’abord,  on  multiplie'  deux  lignes  l’une 
par  l’autre , afin  d’avoir  une  furface  ; enfuite , il  faut  multiplier  cette 
furface  par  une  troifieme  ligne , & le  produit  eft  la  folidité  du  corps  : 
par  exemple  , dans  un  prifme , tel  qu’eft  celui  de  la  figure  19,  les 
deux  premiers  produifants  font  la  longueur  CD  Sx.  la  largeur  BC , 
c’eft- à-dire , les  deux  lignes,  qu’il  faut  multiplier  pour  avoir  la  bafe , 

& le  troifieme  eft  la  profondeur  ou  la  hauteur  du  prifme. 

105.  Lorfqu’il  s’agit  d’une  pyramide , le  troifieme  produifant  n’eft 
pas  la  hauteur  entière , mais  feulement  le  tiers  de  la  hauteur , parce 
que , pour  avoir  la  folidité  d’une  pyramide , on  ne  multiplie  la  bafe 
que  par  le  tiers  de  la  hauteur  : il  en  eft  de  même  pour  le  cône. 

106.  On  peut  aufli  ne  confidérer  que  deux  produifants  dans  le 
folide , favoir,  une  furface , telle  qu’eft  la  bafe  du  corps  & la  ligne 
par  laquelle  on  multiplie  la  furfiice , afin  d’avoir  la  folidité  du  corps  : 
dans  ce  cas,  on  regvde  la  fur^ce  comme  un  lêul  produilant. 


»î4  ÉLÉM.ENTS  D'E  GÉOMÉTRIE. 

Ke.  is-  Nous  verrons  que  , pour  trouver  le  rapport  des  corps , il  eft 
quelquefois  utile  de  ne  confîdérer  que  deux  produifants , & que 
d’autres  fois  il  en  faut  confîdéVer  trois. 

Pour  entendre  ce  que  nous  dirons  fur  le  rapport  des  folides , il 
Ëiut  fe  fouvenir  des  raifons  triplées  : nous  allons  en  répéter  quelque 
chofe. 

1 07.  Une  raifon  triplée  eft  celle  qui  eft  cotnpofée  de  trois  raifons 
égales , ou , ce  qui  eft  la  même  chofe , c’eft  le  produit  de  trois  raifons 
égales.  Or,  pour  avoir  le  produit  de  trois  raifons,  il  faut  multiplier 
les  trois  ântécédents  l’un  par  l’autre , & multiplier  de  même  les  trois 
conféquents  : par  exemple , fi  on  a les  trois  raifons  égales  ; , | , f > en 
multipliant  les  trois  antécédents  & les  trois  conféquents , on  aura  les 
produits  1 2 & 96 , dont  la  raifon  ^ eft  triplée  des  trois  premières. 

108.  ABn  qu’une  raifon  foit  triplée,  il  n’eft  pas  néceflaire  que 

les  raifons  compofantes  foient  exprimées  par  différents  termes  , 
elles  peuvent  être  toutes  trois  exprimées  par  les  mêmes  termes  : 
par  exemple,  au  lieu  des  trois  raifons  compofantes  on 

auroit  pu  prendre  les  fuivantes  dont  la  raifon  triplés 

eft  • 

»i5' 

109.  Delà  il  fuit  que  la  raifon  qui  eft  entre  deux  cubes,  eft 
triplée  de  celle  qui  eft  entre  les  racines  : par  exemple , la  raifon  des 
cubes  27  & 2 1 6 eft  triplée  de  celle  des  racines  3 & 6 ; de  même , 
la  raifon  des  cubes  b*  & d’ eft  triplée  de  celle  des  racines  b & d. 
La  maniéré  la  plus  ordinaire  de  s’énoncer,  pour  exprimer  cette 
propriété  des  cubes , eft  de  dire  que  les  cubes  font  en  raifon  triplée 
des  racines. 

Avant  de  propofer  les  Théorèmes  qui  regardent  le  rapport  des 
corps  folides , il  faut  expofer  ici  un  Lemme  pareil  à celui  que 
nous  avons  démontré  fur  les  polygones  femblables  (Liv.  II ^ 
art.  160  & 161.) 

* LEMME. 

1 1 0.  Lorjque  deux  corps  Jont  'femblables  , les  trois  produifants 
de  l*un  font  proportionnels  aux  trois  produifants  homologues  de 
Vautre  ; enforte  que  j fi  on  appelle  les  trois  produifants  du  premier  , 
A,  B , Cy&  les  trois  produifants  du  fécond,  a,  b , c,  on  aura  les 
proportions  A.Æ::B.é::C.c. 

Cette  propofition  fe  démontre  de  la  même  maniéré  que  nous 
avons  prouvé  (Liv.  II,  att^  160  & 161)  que  deux  polygones 

femblables  quelconques  ont  leurs  produifants  proportionnels^ 

Suppofoos 


L I V R E T R O I s I E M E. 

Suppofons  donc  deux  colps  fetnblables , par  exemple , deux  globès  ; 
je  dis  que , quoique  Ton  ne  fût  pas  quels  font  leurs  produifants , il 
eü  cependant  évident  que  les  produifants  de  l’iin  font  des  lignes 
correfpondantes  aux  produifants  de  rautre , & par  conféquent  les 
produifants  du  premier  font  proportionnels  à ceux  du  fécond  (75  ) ; 

‘ enforte  que,  fi  les  trois  produifants  d’un  globe  font  la  circonférence 
d'un  de  fes  grands  cercles , le  diamètre  & le  tiers  du  rayon , les  trois 
produifants  de  l'autre  globe  font  aufli  la  circonférence  d’un  de  fes 
grands  cercles , le  diarnetre  ôc  le  tiers  du  rayon.  Il  en  efl  de  même 
de  tous  les  corps  femblables  réguliers  ou  irréguliers. 

ni.  Remarquez  que  les  produifants  de  deux  corps  femblables 
étant  des  lignes  correfpondantes , ou , ce  qui  eR  la  même  chofe , 
des  lignes  femblablement  tirées , il  s'enfuit  que , dans  deux  corps 
femblables , les  produifants-  font  proportionnels  à toutes  les  lignes 
femblablement  tirées , c'èft-à*dire , qu'un  produifant  d’un  .corps 
eR  au  produifant  homologue  de  l’autre , comme  une  ligne  du 
premier  eR  à une  ligne  femblablement  tirée  du  fécond.  Tout  cela 
étant  préfuppofé , nous  allons  d’abord  confîdérer  les  folides,  comme 
ayant  feulement  deux  produifants. 

Si  on  ne  confidere  que  deux  produifants  dans  les  folides , favoir 
la  bafe  & la  hauteur,  ce  que  nous  avons  dit  des  furfaces,  en  parlant 
de  leur  rapport , convient  aufïï  aux  folides  ; c’eR  pourquoi  il  n’eR 
pas  néceflaire  de  nous  étendre  beaucoup. 

\ii  B.  Nous  venons  de  prouver  que  les  corps  femblables  ont . 
leurs  produifants  homologues  proportionnels  ; mais  on  ne  peut  pas 
dire  réciproquement  que  les  corps  qui  ont  leurs  produifants  homo- 
logues proportionnels  foient  femblables.  Il  fe  peut  faire,  par  exemple , 
que  les  trois  produifants  d’une  pyramide  foient  proportionnels  à 
ceux  d’un  prifme  : car,  fuppofons  que  les  bafes  de  ces  deux  corps 
foient  des  parallélogrammes , & que  la  largeur  & la  longueur  de  la 
bafe  de  la  pyramide  foient  l’une  & l’autre  moitiés  de  la  largeur 
6c  de  la  longueur  de  la  bafe  du  prifme;  fuppofons  auffî  que  la 
hauteur  de  la  pyramide  foie  à celle  du  prifme  comme  3 à 2 , dans 
ce  cas,  les  trois  produifants  de  la  pyramide , qui  font  la  largeur  6c 
la  longueur  de  la  bafe , 6c  enfin  le  ders  de  1%  hauteur  de  la  pyramide  ^ 
feront  proportionnels  à ceux  du  prifme. 


THioaBjaEL 

1 1 2»  Les  prijtnes  font  entr^eux  comm^  les  produits  de  leur  hafi 
par  leur  hauteur, 

IL  Partie.  f f 
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DbmomstrAtiok. 

• ^ 

Si  l’on  prend  deux  prifmes , le  premier  eft  égal  au  produit  de  fa 
bafe  par  fa  hauteur , & de  même , le  fécond  eft  égal  àu'  produit  de 
fa  bafe  par  fa  hauteur;  par  conléquent,  le  premier  prilme  eft  au 
fécond , comme  le  produit  de  fa  bafe  du  premier  par  fa  hauteur  > 
eft  au  produit  de  la  bafe  du  fécond  par  fa  hauteur. 

* 

Corollaire  I. 

11 3.  Les  prifmes  qui  ont  des  bafes  égales,  font  comme  leurs 
hauteurs  : car , lorfque  des  produits  compolés  de  deux  racines  en  ont 
une  commune , ils  font  entr’eux  comme  les  racines  inégales.  Or , les 
prifmes  font  fuppofés  ici  avoir  une  racine  commune , favoir , la  bafe  ; 
donc  ils  font  entr’eux  comme  les  hauteurs , qui  font  les  racines 
inégales.  Réciproquement,  fi  les  prifmes  font  comme  leurs  hauteurs, 
ils  ont  des  bafes  égales  ; car , puifqu’ils  font  comme  leurs  hauteurs 
^uand  les  bafes  font  égales , il  eft  évident  que , fi  les  bafes  font 
mégales , ils  ne  peuvent  plus  être  comme  leurs  hauteurs. , 

Corollaire  II. 

* • 

1 14.  Les  prifmes  qui  ont  des  hauteurs  égales,  font  comme  les 
bafes  : c’eft  la  même  démonftration  que  celle  du  Corollaire  précé- 
dent. Réciproquement , fi  les  prifmes  font  comme  les  bafes  , les 
hauteurs  font  ^ales. 

Corollaire  III. 

1 15.  Lorfque  la  hauteur  &la  bafe  d’un  prifme  font  réciproques 
à la  hauteur  6c  à la  bafe  d’un  autre  prifme , c’eft-à-dire  , lorfque  la 
hauteur  du  premier  prifme  eft  à la  hauteur  du  fécond , comme  la 
bafe  du  fécond  eft  à la  bafe  du  premier,  pour  lors  les  deux  prifmes 
font  égaux  : car , dans  ce  cas , le  premier  prifme  eft  égal  au  produit 
des  extrêmes  de  la  proportion,  8c  le  fécond  eft  égal  au  produit  des 
moyens  ; par  conféquent,  les  deux  prifmes  femt  égaux.  Réciproque- 
ment , fi  les  prifmes  font  égaux , la  hauteur  Ôc  la  bafe  de  l’un  font 
réciproques  à la  hauteur  & à la  bafe  de  l’autre  ; car , quand  les 
produits  de  deux  grandeurs  font  égaux,  les  racines  de  l’un  font 
réciproques  à celle  de  l’autre. 

Théorème  II. 

116.  JLes  frifmes  font  en  raifon  compofe  de  lahafià  la  Baji 
& de  la  hauteur  à la  haiiteur% 


LIVRE  TROISIEME. 

Démonstration. 


Si  on  compare  la  bafc  du  preimer  prifme  à celle  du  fécond , & 
qu’on  compare  de  même  la  hauteur  du  premier  à la  hauteur  du 
fécond , on  aura  deux  raifons , dont  la  bafe  & la  hauteur  du  premier 
prifme  feront  les  antécédents,  & la  bafe  & la  hauteur  du  fécond 
iêront  les  conféquents.  Or , le  premier  prifme  eft  égal  au  produit  des 
deux  antécédents , & le  fécond  eft  égal  au  produit  des  conféquents  ; 
ainfi , la  raifon  de  ces  deux  prifmes  eft  compofée  des  raifons  de  la 
bafe  à la  bafe , 5c  de  la  hauteur  à la  hauteur/ 

CoROXLAIRB  I. 

1 1 7.  Lorfque  les  bafes  font  proportionnelles  aux  hauteurs,  enfortc 
que  la  bafe  de  l’un  eft  à la  bafe  de  l’autre , comnie  la  hauteur  du 
premier  eft  à la  hauteur  du  fécond , pour  lors  les  prifmes  font  en 
raifon  doublée  de  Ieurs*bafes  ou  de  leurs  hauteurs  : car , dans  ce  cas , 
les  raifons  compofantes  étant  égales , la  raifon  des  prifmes , qui  eft 
compofée  de  ces  raifons  égales , eft  néceftairement  doublée. 

\ 

COROXXAIRB  l-I. 

1 1 8.  Lorfque  les  bafes  font  jM'oportionnelles  aux  hauteurs , 
comme  dans  le  premier  Corollaire , les  prifmes  font  comme  les 
quarrés  des  hauteurs  ; car,  on  vient  de  faire  voir  que  > dans  ce  cas, 
la  raifon  des  prifmes  eft  doublée  de  celle  des  hauteurs.  Or,  la  raifon 
des  quarrés  des  hauteurs  eft  aufti  doublée  de  celle  des  hauteurs  ; 
par  conféquent , la  raifon  des  prifmes  eft  pour  lors  égale  à celle  des 
quarrés  des  hauteurs- 

1 19.  Il  eft  clair  que  ce  que  l’on  vient  de  dire  des  prifmes  dans 
les  deux  Théorèmes  précédents  ôc  leurs  Corollaires,  convient  aufft 
.aux  cylindres , foit  qu’on  compare  les  cylindres  entr’eux,  foie  qu’on 
les  compare  avec  des  prifmes., 

120.  Les  pyramides  étant  le  tiers  des  prifmes  de  même  bafe 
. 5c  de  même  hauteur , elles  font  gomme  ces  prifmes  ; 5c  par  confé- 
^quent,  tout  ce  que  l’on  vient  de  dire  dans  les  deux  Théorèmes  & 
leurs  Corollaires , convient  aux  pyramides.  Il  çn  eft  de.  même  des 
cônes  comparés  entr’eux  ou  avec  les  pyramides , puifqu’ils  font  lè 
tiers  des  cylindres  de  même  bafe  ôc  de  même  hauteur , comme  les 
.pyramides  font  le  tiers  des  prifmes.  On  peut  donc  dire  , par 
exemple , que  les  pyramides  qui  ont  même  bafe , ou  des  bafes 

égales,  font  entr’elles  comme  leurs  hauteurs,  çeUçs  qui  ont 

f f ij 
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même  hauteur  font  comme  leurs  bafes  : c’eft  la  même  chofe  pour 

les  cônes. 

Nous  allons  parler  à préfent  des  rapports  que  Ton  peut  connoître 
en  confîdérant  les  trois  produifants  des  folides. 

TuioREMB  III. 

1 2 1 . Deux  folides  Jhnt  en  raifôn  compojee  des  trois  produiJcMts 
de  Vun  aux  trois  produifants  de  l* autre. 

DB'MOHSTRATIOK. 

Si  on  prend  deux  folides , par  exemple  deux  prifmes , on  peut 
coniîdérer  les  trois  produifants  de  Tun  comme  les  antécédents  de 
trois  raifons,  dont  les  produifants  correfpondants  de  Tautre  font  les 
conféquents.  Or,  le  premier  prifme  eft  égal  au  produit  des  trois 
antécédents , & le  fécond  prifme  eft  égal  au  produit  des  conféquents; 
donc  la  raifoh  de  ces  deux  prifmes  eü  compofée  des  trois  raifons  des 
produifants  de  Tun  aux  produifants  de  l’autre  : ce  qu’il  falloLc 
démontrer. 

COROLIAIRB  I. 

1 2 2.  Si  les  trois  produifants  d’un  folide  font  proportionnels  aux  trois 
produifants  d’un  autre  folide,  ces  corps  font  en  rarfon  triplée  des  pro- 
duifants du  premier  à ceux  du  fécond  : car , on  vient  de  démontrer 
que  la  raifon  de  deux  folides  eR  compofée  des  trois  raifons  des  produi- 
fants de  Tuii  aux  produifants  de  l’autre.  Or,  on  fuppofe,  dans  ce 
Corollaire , que  ces  trois  raifons  font  égales  ; ainfî , la  raifon  des  deux 
folides  èft  triplée , puifqu’elle  eft  compofée  de  trois  raifons  égales. 

12*^.  Remarquez  qu’au  lieu  de  dire  que  les  folides,  dont  lç& 
produifants  font  proportionnels,  font  en  raifon  triplée  des'  trois 
produifants  de  l’un  aux  trois  produifants  de  l’autre,  on  pourroit  dire 
que  ces  folides  font  en  raifon  triplée  d’un  produifant  d’un  folide 
au  produifant  correfpondant  de  l’autre:  car,  les  trois  rapports  des 
produifants  du  premier  folide  aux  produifants  du  fécond  étant* 
égaux , la  raifon  triplée  de  ces  trois  rapports  eft  la  même  chofe  que 
la  raifon  triplée  d’un  feul  (io8). 

COROIIAIRR  IL 

124.  Si  les  trois  produifants  d’un  folide  font  encore  fuppofés 
proportionnels  aux  trois  produifants  d’un  autre  folide , ces  deux  corps 
font  entt’eux -comme  les  cubes  des  produifants  correfpondan^ , 
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par  exemple , ^es  hauteurs  ; car  ^ par  le  Corollaire  précédent  & fa  Rg. 
remarque,  la  raifon  de  deux  corps,  qui  ont  les  produifants  propor- 
tionnels , eft  triplée  du  rapport  des  produifants  correfpondants  , par 
exemple  des  hauteurs.  Or , la  raifon  qui  eft  entre  les  cubes  des  hau- 
teurs, eft  auflî  triplée  du  rapport  des  hauteurs  (109)  : donc  la  raifon 
qui  eft  entre  deux  corps , dont  les  produifants  font  proportionnel^ , 
eft  égale  à celle  des  cubes  des  produifants  correfpondants. 

1 25.  Ce  fécond  Corollaire  n’eft  pas  contraire  à Particle  1 1 8,  dans 
lequel  nous  avons  dit  que  les  prifmes  font  comme  les  quarrés  des 
hauteurs  quand  les  bafes  font  proportionnelles  aux  hauteurs:  car» 
dans  le  préfent  Corollaire , on  fuppofe  que  les  trois  produifants  d^un 
corps  font  proportionnels  aux  trois  produifants  d^un  autre  corps  ; 6e 
dans  l’art^le  1 1 8 , oh  a fuppofé  feulement  que  les  bafes  des  prifmes 
font  proportionnelles  aux  hauteurs.  Or , quand  les  bafes  de  deux 
prifmes  font  proportionnelles  à leurs  hauteurs , les  trois  produifants 
de  l*un  ne  peuvent  être  proportionnels  aux  trois  produifants  de 
l’autre.  Pour  le  prouver , je  nomme  A la  hauteur  du  premier  prifme  , 

& fa  bafe  BC,  la  hauteur  du* fécond , 6c  fa  bafe  bc.  ( J’appelle  la 
bafe  BC , parce  que  cette  bafe  étant  une  furface , elle  eft  formée  par 
deux  produifants  défignés  par  B 6c  C : ainfi , les  trois  produifants 
ïimples  ou  linéaires  d’un  prifme  font  A , B 6c  C , 6c  les  trois  produi- 
fants de  l’autre  font  æ,  ^ 6c  c.)  Cela  pofé,  félon  l’hypothefe  de  l’ar- 
ticle 1 18,  A,  a : : BC.  éc.  Or,  cette  proportion  étant  fuppofée,  les 
trois  produifants  d’un  prifme  ne  peuvent  être  proportionnels  aux 
trois  de  l’autre  ; car , le  rapport  de  BC  à bc  eft  compofé  de  la  raifon 
de  B à i 6c  de  C à c .*  il  n’eft  donc  pas  égal  à l’une  6c  à l’autre  de  ces 
deux  raifons  Amples,  mais  il  eft  le  produit  des  deux;  ainfi  puifque, 

^ar  l’hypothefe , le  rapport  de  A à 2 eft  égal  à celui  de  BC  à ^c,  il 
ne  peut  être  égal  à la  raifon  de  B à é 6c  à celle  de  C à c , c’en*  à-dire 
que  les  trois  produifants  fimples  d’un  prifme  ne  peuvent  être 
■proportionnels  aux  trois  produifants  fimples  de  l’autre  prifme. 

Nous  fuppoferons  ici  que  les  trois  prpduifants  d’un  folide  ne  font 
pas  égaux  à ceux  de  l’autre  ; car , dans  ce  cas  particulier , les  folides 
feroient  entr’euK  comme  les  hauteurs,  comme  les  quarrés  des 
hauteurs , 6c  comme  les  cubes  des  hauteurs- 

C0R01.1.AIRB  III. 

126.  Les  folides  femblables  font  en  raifon  triplée  des  trois  produi- 
fants de  l’un  aux  trois  produifants  de  l’autre  : ils  font  aum  entre 
eux  comme  les  cubes  des  produifants  homologues.  C’eft  une  fuite 


% 
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fig- 19.  évidente  des  deux  Corollaires  précédents  , puifque^Ies  corps  fetn.- 
blables  ont  leurs  produtfants  homologues  proportionnels  (110). 

COROIXAIRE  IV. 

IÎ7.  Puifque  les  produifants  correfpondants  de  deux  corps 
.femblables  font  proportionnels  aux  côtés  homologues  de  ces  corps, 
& généralement  aux  lignes  femblablement  tirées  (i  1 1) , il  s’enfuit 
que  les  corps  femblables  font  en  raifon  triplée  des  lignes  femblâble- 
, ment  tirées,  ou  comme  les  cubes  de  ces  lignes. 

* CorôxlairbV. 

i ‘ 

J 28.  Les  fpheres  font  en  raifon  triplée  de  leurs  diamètres , ou 
. comme  les  cubes  des,  diamètres.  C’eft  une  fuite  évidente  du  précé- 
dent Corollaire , parce  que  les  fpheres  font  des  corps  fetriblables , & 
que  d’ailleurs  les  diamètres  font  des  lignes  femblablement  tirées. 
Si  on  veut  une  démonftration  particulière  de  ce  Corollaire , en 
. voici  une. 

Nous  avons  vu  que , pour  avoir*  la  folidité  d’une  fphere , il  faut 
tmdtiplier  la  furface  par  le  tiers  de  fon  rayon  (102).  Or,  la  furface 
de  la  fphere  eft  égale  au  produit  du  diamètre  par  la  circonférence 
d’un  grand  cercle  (58);  donc  les  trois  produifants  de  la  fphere 
font  la  circonférerKe  d’un  grand  cercle , le  diamètre  & le  tiers 
du  rayon.  Si  donc  on  compare  deux  fpheres , il  eft  évident  que  les 
produifants  de  l’une  font  proportionnels  aux  produifants  de  l’autre  ; 
par  conféquent , ces  fpheres  font  entr’elles  en  raifon  triplée  des 
diamètres,  ou  comme  les  cubes  des  diamètres  : par  exemple  , fî  le 
diamètre  d’une  fphere  eft  un  pied , & que  .le  diamètre  d’une  autre 
fphere  foit  de  deux  pieds,  la  première  de  ces  fpheres  eft  à la 
fécondé,  comme  i eft  à 8.  (Ces  deux  nombres  font  les  cubes 
de  I êc  a.)  De  même , fi  les  diamètres  de  deux  fpheres  font  comme  ^ 
& 5 , ces  fpheres  font  entr’elles  comme  les  cubes  de  ces  nombres, 
c’eft  à-dire , comme  27  eft  à 1 25. 

1 29.  On  peut  voir  pat- là  quel  eft  le  rapport  de  la  terre  au  foleil, 
en  fuppofant  que  l’on  connoît  le  rapport  de  leurs  diamètres  j car,  le 
diamètre  de  la  terre  étant  à celui  du  foleil  à peii  près  comine  1 eft 
à 100,  il  s’enfuit  que  la  folidité  de  la  terre  eft  à celle  du  foleil 
comme  i eft  à 1000000,  c*eft-à-dire , que  le  foleil  eft  un  million  de 
fois  plus  gros  que  la  terre  : pareillement , le  diamètre  de  la  terre-  étant 
prefque  à celui  de  la  lune,  comme  4 eft  à i , la  terre  eft  environ 
€4  fois  plus  grande  que  la  lune  » je  di§  environ , par^e  que  le  di^et^ 
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de  la  terre  n’étant  pas  touf-à-fait  4 fois  plus  grand  que  celui  de  la  Fîg. 
lune , la  terre  n’eft  pas  non  plus  64  fois  plus  grande  que  la  lune. 

Selon  M.  de  la  Hire , dans  fes  Tables  aftronomiques , le  diamètre 
de  la  terre  eft  à celùi  de  la  lune  comme  121  à 3 3 , ou  comme  1 1 eft 
à 3 ; & par  conféquent , la  terre  eft  à la  lune  comme  le  cube  de  1 1 
eft  au  cube  de  5,  c^eft-à-dire.,  qu’elle  eft  à peu  pjrès  49  fois  plus 
grofle  que  la  lune , en  fuppofant  ce  rapport  des  diamètres  de  la  terre 
& de  la  lune , dont  fe  fert  M.  de  la  Hire. 

' 130.  Ce  rapport  des  fpheres  paroît  aflez  furprenant  ; nous  allons 
ajouter  un  autre  exemple  du  rapport  des  corps  femblables  qui  ne  le 
paroîtra  pas  moins.  Si  on  compare  un  pied  cubique  avec  un  pouce 
cubique , la  hauteur  du  premier  corps  étant  à celle  du  fécond 
Comme  i 2 eft  à i , leurs  folidités  feront  entr’elles  comme  le  cube 
de  12,  qui  eft,  1728  , eft  au  cube  de  i j ainft,  un  pied  cubique 
contient  1728  pouces  cubiques. 

131.  Remarquez  que,  dans  la  comparaifon  de  déux  fpheres,  il 
y a beaucoup  de  différence  entre  le  rapport  dès  circonférences  des 
grands  cercles,  celui  des  furfaces  de  ces  fpheres  & celui  dç  leurs 
folidités  : car , i les  circonférences  des  grands  cercles  font  entre 
elles  comme  les  diamètres.  2®.  Les  furfaCes  de  ces  fpheres  font  en 
raifon  doublée  de  leurs  diamètres,  ou  comme  les  quarrés  de  ces 
diamètres.  3®.  Enfin,  leurs  folidités  font  en  raifon  triplée,  ou  comme 
les  cubes  des  mêmes  diametrês. 

On  auroit  pu  mettre  dans  ces  rapports  les  rayons  à la  place  des 
diamètres , parce  que  les  rayons  font  comme  les  diamètres. 

132.  Il  paroît,  par  ce  qu’on  vient  de  dire,  que  les  furfaces  des 
fpheres  n’augmentent  pas  dans  la  même  proportion  que  leurs 
folidités,  puifque  les  furfaces  n’augmentent  que  comme  les  quarrés 
des  diamètres , au  lieu  que  les  folidités  croiffent  comme  les  cubes  de 
ces  diamètres  : fuppofons , par  exemple  , deux  globes , dont  l’un 
ait  10  pouces  de  diamètre,  & l’autre  un  pouce  : la  furface  du  premier 
fera  feulement  100  fois  plus  grande  que  celle  du  fécond,  parce  que 
le  quarré  de  10  eft  100  ; mais  le  cube  de  1 o étant  1000  > la  foliditc 
du  premier  globe  fera  1 000  fois  plus  grande  que  celle  du  fécond. 

Il  faut  dire  la  même  chofe  de  tous  les  corps  femblables , puifque 
leurs  furfaces  ne  font  entr’elles  que  comme  les  lignes  des  quarrés 

. ou  des  côtés  homologues , & que  leurs  folidités  font  comme  les 
tubes  de  ces  mêmes  lignes. 

133.  On  peut  conclure  de- là  que , fi  on  compare  des  corps  fem- 
Llables , les  gros  ont  moins  de  furface  à proportion  que  les  petits  j 
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alnfi , le  globe  qui  a i o pouces  de  diamètre , a moins  de  furface  à. 
proportion  que  celui  qui  n’a  qu’un  pouce  : car , afin  que  le  premier 
globe  eût  autant  de  furface  à proportion  que  le  fécond , il  faudroic 
que  le  premier , ayant  mille  fois  plus  de  folidité  que  l’autre , eût 
aufil  mille  fois  plus  de  furface.  Or,  il  n’a  cependant  que  cent  fois 
plus  de  fuperficie  que  le  fécond,  commç  on  vient  de  le  prouver. 

1 34.  Dans  le  Théorème  fuivant,  nous  comparerons  la  folidité  de 
la  fphere  avec  celle  du  cylindre  circonfcrit.  C’eft  par  le  moyen  des 
produifants  de  l’un  & de  l’autre  corps,  que  nous  démontrerons 
leur  rapport:  nous  avons  déjà  les  produifants  de  la  fphere  (128.) 
Pour  connoître  ceux  du  cylindre  circonfcrit , il  faut  faire  attention 
que  la  folidité  de  ce  cylindre  eft  égale  au  produit  de  fa  bafe 
par  fa  hauteur , qui  eft  un  diamètre  : d’ailleurs  la  bafe , qui  eft  un 
grand  cercle  de  la  fphere,  eft  égale  (Liv.  Il,  art.  146)  au  produit 
de  la  moitié  de  la  circonférence  par  le  rayon , ou , ce  qui  eft  la 
même  chofe , au  produit  de  la  circonférence  par  la  moitié  du  rayon  ; 
par  confcquent , les  trois  produifants  du  cylindre  circonfcrit  font  la 
circonférence  d’un  grand  Cercle  de  la  fphere , le  diamètre  & la 
moitié  du  rayon. 

ThéorembIV. 

135.  La  fphere  ejl  au  cylindre  circonfcrit  comme  2 ^ à 3 , 
c*ef-à-dire,  qu*elle  ef  les  deux  tiers  du  cylindre. 

Les  Géomètres  expriment  le  rapport  du  cylindre  à la  fphere 
infcrite , en  difant  que  le  cylindre  eft  à la  fphere  en  raifon 
fifquialtere , c’eft  à dire , que  le  cylindre  contient  la  fphere  une 
fois  & demie. 

♦ 

• _ 

Démonstration. 

Fig.  10.  Les  trois  produifants  de  la  fphere  font , comme  on  l’a  fait  voir 
dans  la  démonftration  du  cinquième  Corollaire,  la  circonférence 
d’un  grand  cercle , le  diamètre  & le  tiers  du  rayon  j & les  trois 
produifants  du  cylindre  circonfcrit  font,  comme  on  vient  de*le 
dire , la  circonférence , le  diamètre  & la  moitié  du  rayon.  U y a 
donc  deux  produifants  de  la  fphere , qui  font  les  mêmes  que  ceux 
du  cylindre , favoir , la  circonférence  & le  diamètre  ; par  conléquent, 
ces  deux  corps  font  comme  les  produifants  inégaux,  c’eft-à-dire, 
comme  le  tiers  dü  rayon  eft  à la  moitié  du  fayon.  Or,  fi  on  double 
ces  deux  termes , le  même  rapport  fubfiftera , & on  aura  les  deux 
tiers  4u  rayon  & le  rayon  entier  : ainfi , la  iphere  eft  au  cylindre 

circonfcrit. 
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circonfcrit , comme  les  deux  tiers  du  rayon  font  au  rayon  entier  ; fis- 
donc  la  fphere  eft  les  deux  tiers  du  cylindre  circonfcrit  : ce  qu’il 
£illott  démontrer» 

Démonstration  par  Lettres.  Soit  nommée  c la 
ciroonférence , & ^ le  diamètre  ; le  tiers  du  rayon  ou  la  iîxieme 
partie  du  diamètre  fera  j Or , le  produit  des  trois  quantités , c , </, 

3,  eft  Donc  la  fphere  fera  & le  cylindre , dont  les  trois  pro- 
duifants  font  la  circonférence  c,  le  diamètre  d,’  Sc  la  moitié  du 
rayon  ou  la  quatrième  partie  du  diamètre  ^ , fera  — : donc  la 
fphere  eft  au  cylindre  circonfcrit  comme  ^ eft  à ^ Or , ces  deux 
ftaâions  ayant  même  numérateur , font  entr’elles  réciproquement 
comme  les  dénominateurs  (Arith.  Liv.  11^  art.  151)}  c’eft- à-dire, 
comme  4 eft  à 6 , ou  comme  2 eft  à 5 ; ainfî , la  fphere  eft  au 
cylindre  comme  z eft  à 3 . 

On  auroit  pu  terminer  la  première  démonftration  de  la  même- 
maniéré  que  celle-ci  : car , puifque  la  fphere  & le  cylindre  circonf- 
crit font  comme  les  fraâions  j du  rayon  & ; du  rayon , & que 
d’ailleurs  ces  fractions  ont  même  numérateur , il  s’enfuit  que  ces^ 
corps  font  entr’eux  réciproquement  comme  leurs  dénominateurs , 
c’eft-à-dire , que  la  fphere  eft  au  cylindre  comme  2 eft  à 3. 

Co&OlLAIRB  I. 

, 0 

136.  La  fphere  eft  le  double  du  cône  quia  même  bafe  & même 
hauteur  que  le  cylindre  circonfcrit , ou , ce  qui  eft  la  même  chofe , 
qui  a pour  bafe  un  des  grands  cercles  de  la  fphere , & pour  hauteur 
le  diamètre  : car  , on  fait  que  le  cône  n’eft  que  le  tiers  du 
cylindre;  mais,  d’ailleurs , on  vient  de  faire  voir  que  la  fphere 
eft  les  deux  tiers  du  même  cylindre  ; donc  la  fphere  eft  le  double 
du  cône. 


♦ r * 

Co&oixaibsIL 

' 136^.  Si  on  fuppofe  deux  fpheres  qui  foient  entr’elles  comme 
2 a 3 , le  cylindre  circonfcrit  à la  première  fera  égal  à la  fécondé  : 
car , la  première  fphere  eft  à fon  cylindre  circonfcrit-  comme  2-  à 3. 
Or , par  l’hypothefe , la  première  fphere  eft  auill  à la  fécondé 
comme  2 à 3 : donc  la  première  fphere  à le  même  rapport  avec 
Ibn  cylindre  qu’elle  à avec  la  fécondé  fphere  ; ainlî , le  cylindre 
circonfcrit  à la  première  eft  ^gal  à la  fécondé. 

II.  Fartit.  g g 


m 
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ÇoaoLL^IR?  III. 

\^6C.  Deux  fpheres  étant  fuppofées  entr’eUes  comme  a à 5 , 1» 
fécondé  eft  moyenne  proportionnelle  entre  la  première  & le  cylindre 
circonfcric  à la  fécondé  : car>  par.  l’hypothefe , la  première  fpliere 
e.il  à 1^  fécondé  comme  a à Qr,  la  fécondé  fphere  eftauiTi  à fpn 
cylindre  comme  a ^ 3.  Voilà  donc  deux  raifons  égales  chacune  à 
Qelle  de  a à 3 ; ainü , ces  deux  raifons  font  égales  entr’elles , c*e(l-à> 
dite , que  b première  fphere  eft  à la  fécondé  comme  cette  fécondé 
Iphere  eft  à fan  cylindre. 

1 36  On  peut  dire  aulfî  que  le  cylindre  circonfcrit  à la  première 
fphere  > eft  moyen  proportionnel  entre  la  première  fphere  & le 
cylindre  circonfcrit  à la  fécondé , parce  que  ce  cylindre  circonfcrit» 
à la  première  fphere  eft  égal  à la  fécondé. 

Cproilairb  IV. 

1 3 6 JT.  Nou$  venons  de  prouver  que  > ft  deux  fpheres  font» 
entr’elles  comme  a à 3 , b plus  grofte  eft  moyenne  proportion* 
nelle  encro  b plus  petit^e  le  cylindre  de  la  plus  grofte , c’eft  à- 
oire , que . l’on,  aujra  b proportion  continue  > la  plus  petite  fphere 
eft  à la  plus  grofte  comme  celle-ci  eft  à fon  cylindre.  Or , dans  une 
proportion  continue  ^ le  quacré  du  premier  terme  eft  au  quarté 
du  fécond  comme  le  premier  terme  eft  au  troifieme  ( Arith.  Liv.  II» 
art.  U 3-)  D’àilleurs;,  b plus  petite  fpherè  étant  à bplujs  grofte 
comine  2^3,  elles  font-  repéfe.ntées  pat  ces  deux  nombres  a & 3 
donc , en  prenant  les  quarres  de.  ces  deux  nombres , favoir  4 ôc  9 v 
on  aura  4 eft  à 9,  coinme  le  premier  terme  eft  au  troifieme > c’eft-à* 
dire>commeb  plus  petite  fphere  eft  au  cylindre  circonfcrit  de  b 
ph;s  grofte  >.ou  bien  la  première  fphere  eft  au  ç.ylio<^ie  çitconfcïit  de: 
l’autre  comme  4 à 9. 

II  paro'it  donc  quo»,  fi  deux  fpheres  font  entr’elles  comme  a à 3» 
b plus  grofte  eft  égale  au  cylindre  circotUcrit  à b première. 
3^.  Que  la  plus  petite  eft  au  cylindre  circonfcrit  à la  plus  grolle 
comme  4 à 9',  ç’eft.à'dire , que  b première  ne  contient  que  quatre 
qeuviemes  du.cylindce.de  b fécondé. 

. Voici  une  autre  démonftration  du  Théorème  précédent , dans 
laquelle  ou  ne  fuppofe  pas  qu’on  ait  déterminé  la  furface  de  b 
fphere. 

1 3 6 F.  Soit  le  quarré  BD , figure  1 4 , planche  XIll , b diagonale 
AC , la  ligne  EH  parallèle  à b bafe  BG^  & le  quart  de  cercle  CB1> 


L î V ft  lE  T ïl  D î § ï E M E. 

^ui  a pour  rayon  le  côté  du  quarré  : fi  bn  conçoit  que  le  quarré 
tourne  avec  la  diagonale , la  parallèle  & le  quart  de  cercle  autour  du 
rôté  CD,  lô  quart  de  cercle  CBD  décrira  une  demi  fphere , le  quarré 
décrira  un  cylindre  circonfcrit  ^ la  demi- fphere , la  patallele  EH 
formera  un  clément  du  cylindre , & la  diagonale  AC , ou  plutôt 
l’angle  ACD , décrira  un  cône  qui  aura  même  bafe  & même  hauteur 
que  le  cylindre , & qui , par  conféquent , fera  le  tiers  du  cylindre. 
Si  donc  on  peut  prouver  que  l’excès  du  cylindre  fur  la  demi-fphèré 
eft  égal  à ce  cône’,  cet  excès  fera  aufli  le  tiers  du  cylindre  ; ainfi , la 
demi-fphere  en  fera  les  deux  tiers.  Or,  l’excès  du  cylindre  fur  la 
demi-fphere , qui  eft  une  efpece  d’écuelle  qui  refte  , en  retranchant 
par  la  penfée  la  demi-fphere  du  cylindre,  eft  effeftivement  égal  aii 
cône , Gomtae  on  va  le  prouver» 


DÉMONSTRA.TIOM. 


Les  éléments  de  l’écuelle  font  des  couronnes  qui  font  autour  de  U 
demi-fphere , & qui  font  décrites  par  des  lignes  telles  qlie  EF  : les 
éléments  du  cône  font  des  cercles  qui  ont  pour  rayons  dés  lignes 
comme  GH.  Or , il  eft  évident  qu’il  y a autant  de  couronnes  que  dé 
cercles , puifque  le  nombre  en  eft  mefuré  de  part  & d’autre  par  là 
hauteur  AB  ou  DG;  ainfi’,  il  refte  à prouver  que  chaque  couronnd 
eft  égale  au  cercle  con-efpondant.  Dans  le  trlanglè  reétangle  CHFi 
le  cercle  qui  a pour  rayon  l’hypoténufe  GF , eft'  égal  à la  Ibinme  deà 
deux  cercles  qui  ont  pour  rayons  GH  > FH  ( LiVi  11  ^ art.  1 8 6^)  i ainfi  * 
en  défignant  ces  cercles  par  la  lettre.  O , fuivfe  des  lignés  qui  font 
les  rayons , on  aura  OCF=OCH-p-OFH.  Ot , CF=±GB^  & GB 
ou  BC=EH.  Donc  OEH^rOGH-f OFH.  Or,  GH=GH,  à 
eaufo  de  CD,  égal  à AD  j ainfi , OBH= OOH ■*fGFH  : donc , ert 
ôtant  OFH  de  OEH , il  fêftê  la  valeur  de  OGH.  Or , cé  qui  refte  éft 
la  couronne  décrite  par  EF  : donc  cette  couronné  eft  égate  à OGH  j 
ainfi  i les  éléments  correfpondants  de  l’écuellfe  Ôt*du  éohé  font  égàttx  : 
d’ailleurs , il  y &n  a autant  de  part  St  d’autre  ; donc  l’écuélle  èft 
égale  au , cône  : ainfi  , la  demi-fphere  eft  égale  ai»  deux  tièrS  dü 
cylindre  ; donc  la  fphere  entière  eft  au(H  les  deux  tiers  du  cylindre 
circonfcrit  à la  fphere. 

Cette  démonftration  fe  fait,  comme  on*  voit,  pat  là  mèthéde 
des  indivifibles  : nous  l’allons  eftccnre  employer  pôüt  protiveP 
que  la  furface  de  la  fphere  eft  égale  à la  fuperficie  convexe  du 
cylindre  circonfcrit.  £n  voici  la  démonftration.  Figure  14, 

Plaacli^  XIII»  - 
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i^6G‘  II  faut  encore  fuppofer  le  qiiarré  BD , les  deux  àfes 
concentriques  BD , LM , la  diagonale  AC  6c  la  ligne  IL  parallèle 
à AB.  Si  le  quarré , avec  toutes  les  lignes  qu’il  contient , tourne 
autour  dû  côté  CD , nous  avons  déjà  dit  que  ce  quarré  décrira  un 
cylindre  > le  quart  de  cercle  CBD  décrira  une  demi-fphere , 6c  le 
triangle  ACD  un  cône  de  même  bafe  6c  de  même  hauteur  que  le 
cylindre.  Si  on  conçoit  que  le  cône  décrit  par  ACD  eft  retranché  du 
cylindre , le  reRe , décrit  par  le  triangle  ABC , fera  les  deux  tiers  du 
cylindre  » 6c  par  conféquent  ce  relie  ell  égal  à la  demi-fphere.  De-  là 
il  fuit  que  la  furCace  cylindrique , décrite  par  AB  y eR  égale  à la 
furface  fphérique  décrite  par  l’arc  BD.  Pour  le  faire  voir,  je  remarque 
que  les  éléments  du  refie  font  des  furfaces  cylindriques  dont  les 
hauteurs  font  inégales , 6c  que  les  éléments  de  la  demi-fphere  font 
des  furfaces  fphériques  qui  font  comme  autant  de  calottes.  Or , il  )r 
a autant  d’éléments  dans  le  refte  du  cylindre  que  dans  la  demi-fphere  > 
puifque  le  nombre  en  eR  déterminé  de  pa.rt  6c  d’autre  par  CB  : d’kil-  ' 
leurs , fi  un  des  éléments  du  reRe  étoit  plus  grand  que  î’élétnent  cor- 
refpondant  de  la  demi  fphere , par  exemple  , fi  la  furface  cylindrique  , 
décrite  par  AB , étoit  plus  ou  moins  grande  que  la  furface  fphérique 
décrite  par  l’arc  BD , tout  autre  élément  du  reRe  feroit  plus  ou  moins 
grand  que  l’élément  correfpondant  de  la  demi-fphere,  par  exemple, 
la  furÊice  décrite  par  IL , feroit  plus  ou  moins  grande  que  la  furface 
décrite  par  l’arc  LM:  ainR,la  fomme  des  furfaces  cylindriques  feroit 
plus  ou  moins  grande  que  celles  des  fuperficies  fphériques,  c’eR-à- 
dire , que  le  reRe  du  cylindre  fproit  plus  ou  moins  grand  de  la  demL 
fphere , ce  qui  eR  faux  ; par  conféquent , la  furface  cylindrique , 
décrite  par  AB , eR  égale  à la  furface  de  ta  demi-fphere  déaite  pas 
l’arc  BD:  donc  la  furface  d’un  cylindre  circonferit  à une  fphere 
entlere  eR  auRi  égale  à la  fuperficie  de  cette  fphere. 

Nous  avons  démontré  en  premier  lieu-  le  rapport  dés  folidkés  de 
la  fphere  6c  du  cylindre  circonferit  pai;  celui  de  leurs  furfaces  : ici  > 

. au  contraire,  nous  venons  de  déterminer  le  rapport  des  furfaces  pas 
celui  des  folidités. 

TnioRBMB  T. 

157.  La  'Jpher^  éfi-  au  cubt  circonferit  comme  ta  Jixieme  partie.' 
de  la.  circo.iference  efi  au.  diamètre. 

D Ê M O.  N s T R.  A T I.  O N.. 

4 

Les  ttois  produifants  de  la  fphere  font  la  ckconférence. , 1& 
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diamètre  > le  tiers  du  rayon  ou  la  lixieme  partie  du  diamètre  ; fnais , 
■à  la  place  de  la  cifconférence  entière  $c  de  la  lixieme  partie  du 
diamètre,  on  peut  prendre  le  diamètre  entier  & la  lixieme  partie 
de  la  circonférence , & pour  lors  les  trois  produifants  de  la  fphere 
feront  deux  diamètres  & la  lixieme  partie  de  la  circonférence.  Mais 
les  produifants  du  cube  circonfcrit  font  trois  diamètres  : la  fphere 
& le  cube  ont  donc  deux  produifants  communs , favoir , deux 
diamètres  de  part  & d’autre  j par  confèquent , le  premier  de  ces 
corps  eR  au  fécond , comme  la  lixieme  partie  de  la  circonférence , 
qui  ell  le  troilieme  produifant  de  la  fphere , eft  au  diamètre , qui  elî 
le  troilieme  produifant  du  cube. 

Dans  cette  démonllratioA , à la  place  de  la  circonférence 
entière  & de  la  lixieme  partie  du  diamètre , on  a pris  le  diamètre 
entier  & la  lixieme  partie  de  la  circonférence  , de  on  a fuppofé 
que  le  produit  étoit  le  même  ; c’eft  ce  qui  paroîtra  d’abord  en 
délignant  ces  grandeurs  par  des  lettres:  car,  la  circonférence  Ibic 
6a  & le  diamètre  6b , la  lixieme  partie  du  diamètre  fera  b ; par 
confèquent,  le  produit  de  la  circonférence , par  la  lixieme  partie 
du  diamètre,  fera  6ab:  d’ailleurs,  la  lixieme  partie  de  la  circonfé- 
rence fera  a;  ainli,  le  produit  du  diamètre,  parla  lixieme  partie  de 
la  circonférence  > fera  6ba  ou  6ab:  donc  ces  deux  produits  font 
égaux. 

138.  La  circonférence  étant  au  diamètre  à peu  près  comme  22 
à 7,  ou  comme  66  eR  à 21 , Ja  fphere  eR  prefque  au  cube  cir- 
confcrit, comme  la  Rxieme  partie;  de  66  eR  à 21  > ou  comme  1 1 
eR  à 21. 

Si  on  veut  avoir  un  rapport  plus  approchant  du  véritable,  il 
faut  prendre  celui  de  333  à 106,  ou  de  666  à 212,  qui  eR  le 
même , parce  que  ces  deux  derniers  nombres  font  les  produits 
des  deux  premiers  multipliés  par  2 : la  fphere  eR  donc  au  cube 
circonfcrit  au  moins  comme  111,  qui  eR  la  Rxieme  partie  de  666, 
eR  à 21 2.  J’ai  dit  au  moins ^ parce  que  le  rapport  de  333  à 106  eR 
un  peu  moindre  que  la  raifon  de  la  circonférence  au  diamètre 
mais  il  en  approche  de  bien  près  : car , R on  fe  fervoit  de  ce  rap- 
port pour  trouver  la  circonférence  d’un  cercle  dont  on  connoîc 
le  diamètre,  il  ne  s’en  faudroit  pas  la  3 7000"*  partie  du  nombre^ 
trouvé , que  ce  nonibre  n’égalât  la  circonférence  cherchée , c’eR- 
àrdire , que,  R on  ajoutait  au  nombre  trouvé  la  37000"*  partie: 
de  ce  nombre la  feonme  feroit.  plus,  grande  que  la  circonférence;. 


/ 


îijg  ÉLÉMENTS  DE  GÉOMÉTRIE. 

CÔ&OLI.A1KB  I.  . 

139.  Si  on  fuppofe  deux  fpheres  qui  foient  entr'elles  comme  la 
(ixieme  partie  de  la  circonférence  eft  au  diamètre , le  cube  circonfcric 
à la  première  fera  égal  à la  fécondé  ; car,  la  première  fphere  efl  à Ton 
cube  comme  la  (ixieme  partie  de  la  circonférence  eft  au  diamètre  : 
de  même , par  l’hypothefe , la  première  fphere  eft  à la  fécondé 
comme  la  fixieme  partie  de  la  circonférence  eft  au  diamètre  : donc 
la  première  fphere  a le  même'  rapport  à fon  cube  qu’elle  a avec  la 
fécondé  fphere  ; par  conféquent , le  cube  de  la  première  fphere  eft 
égal  à la  fécondé. 

COROILAIRB  II. 

1 39  5.  Deux  fpheres  étant  fuppofées  entr’elles  comme  la  fixieme 
partie  de  la  circonférence  eft  au  diamètre , la  fécondé  eft  moyenne 
proportionnelle  entre  la  première  fphere  & le  cube  de  la  fécondé  , 
parce  que  le  rapport  qui  eft  entre  la  première  fphere  & la  fécondé  , 
& le  rapport  qui  eft  entre  la  même  fécondé  fphere  & fon  cube , font 
l’un  & l’autre  égaux  à la  raifon  de  la  fixieme  partie  de  la  drconfé- 
rence  au  diamètre.  . 

1 39C.  Le  cube  de'  la  première  fphere  étant  égal  à la  fécondé  , 
il  eft  aufli  moyen  proportionnel  entre  la  première  fphere  & le  cube 
de  la  fécondé. 

ÇOROLXAIRB  III. 

1 39  D.  De  même  qu’on  a faifvoir  que , quand  deux  fpheres  font 
entr’elles  cpmme  2 à 3 , la  plus  petite  eft  au  cylindre  circonfcrit  de 
la  plus  groffe  comme  le  quarré  de  2 eft  au  quarré  de  3 ; on  pourroit 
foire  voir  de  la  même  maniéré  que , fi  deux  fpheres  font  ■ comme  la 
fixieme  partie  de  la  circonférence  eft  au  diamètre , la  première  eft 
au  cube  circonfcrit  de  la  fécondé  comme  le  quarré  de  la  fixieme 
partie  de  la  circonférence  eft  au  quarré  du  diamètre. 

GOROIXAIRB  IV. 

1 3 9 £.  Si  on  compare  deux  fpheres  à une  trtÂfieme , enfoirte  que 
la  première  foit  à la  troifieme  comme  2 à 3 , de  que  la  fèdonde  foit 
à cette  troifieme  comme  la  fixieme  partie  de  là  circonférence  au 
diamètre , le  cylindre  circonfcrit  à la  première  fphere  fera  égal  au 
Cube  circonfcrit  à la  fécondé  : la  raifon  en  eft  que  ce  cylindre  6t  ce 
cube  font  l’un  & l’autre  égaux  à la  troifieme  fphere  , Comme  nous 
l’avons  foit  voir  ( 1 36 de  139*) 


L I V R E . T R O I*S  I E M K 

1 40.  On  trouvera , par  la  méthode  de  la  démonff ration  du 
Théorème  V , que  le  cylindre  circonfcrit  à une  fphere  eft  au  cube 
circonfcrit  à la  même  fphere , comme  la  quatrième  partie  de  la 
circonférence  eft  au  diamètre. 

T H i O R E M B VI. 

« 

1 4 1 . Z4  Jphere  ejl  au  cône  équilatéral  circonfcrit  comme  t^ejl  à 

■ 

« 

DéHONSTRATION. 

Nous  4vons  fait  voir,  dans  la  démonftration  de  Farticle  67 , que  Fig. 
le  cercle , dont  CD  eft  le  rayon , eft  à celui  dont  DE  eft  le  rayon , 
comme  1 eft  à 3 , c’eft- à-dire,  qu’un  grand  cercle  de  la  fphere  infcrite 
eft  à la  bafe  du  cône  circonfcrit  comme  i eft  à 3.  Or , la  fiiperhcie  de 
la  fphere  eft  quadruple  de  fon  grand  cercle  : donc  cette  fuperficie  eft 
à la  bafe  du  cône  comme  4 à 3 ; mais,  pour  avoir  la  folidité  de  la 
fphere , il  faut  multiplier  fa  fuperficie  par  le  tiers  du  rayon  CD  j Sç 
pour  avoir  la  folidité  du  cône  j il  faut  multiplier  fa  bafe  par  le  rayon 
entier  CD , qui  eft  le  tiers  de  la  hauteur  du  cône  (66)  : ainfi,  ces  deux 
produifants  de  la  fphere  & du  cône,  favoir,  le  tiers  du  rayon  CD,  & 
ce  rayon  entier  font  entr’eux  comme  i & 3 . Or , fi  on  multiplie  les 
deux  premiers  produifants  4 & 3 par  ces  deux  derniers  i & 3 , c’eft- 
à-dire , 4 par  i 3 par  3 , les  produits  qui  repréfentent  les  deux 
corps  font  4 6c  9 ; donc  la  folidité  de  la  fphere  eft  à celle  du  cône 
comme  4 eft  à 9 : ce  qu’il  falloitdémontrer. 

Ce  Théorème  fait  voir  que , fi  on  partage  la  fphere  infcrite  en 
•quatre  parties  égales , le  cône  équilatéral  contient  neuf  parties  égales, 
à celles  de  la  fphere.  11  faut  dire  la  même  chofe  des  furfaces  totales, 
de  ces  deux  corps. 

CoroleairbJ. 

142.  Le  cylindre  circonfcrit  à une  fphere  eft  moyen  proportionneî 

entre  la  fphere  6c  le  cône  équilatéral  circonfcrit  à la  même  fphere  3. 
car,  la  fphere  eft  au  cylindre  circonfcrit  comme  2 eft  à 3,  ou 
comme  4 eft  à 6 : donc,  fi  la  folidité  de  la  fphere  eft  marquée  par  4 y 
celle  du  cylindre  doit  être  exprimée  par  6 ; mais , d’ailleurs , celle 
du  cône  doit  alors  être  défignée  par  9 , félon  le  Théorème  précédent  ^ 
par  conféquent  la  fphere , le  cylindre  6c  le  cône , feront  repréfentés 
par  les  trois  nombres  4 , 6 , 9 , dont  celui  du  milieu  eft  moyen, 
proportionnel  entre  les  deux  autres  : donc  la  fphere  eft  au  cylindre 
comme  le  cylindre  eft  au  cône.  * 
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à 

COROI.LAIRB  IL 

143.  Il  paroîc  donc,  par  l’article  68  & par  le  Corollaire  précédent, 
que  le  rapport  des  furfaces  totales  de  la  fphere , du  cylindre  circonf- 
crit  6c  du  cône  équilatéral  circonfcrit  à la  même  fphere , eft  égal  à 
çelui  des  folidités  de  ces  trois  corps;  puifque,  de  même  que  les  trois 
(lirlaces  totales  font  entr’elles  comme  les  nombres  4,6,9,  pareille- 
ment  les  folidités  font  comme  les  mêmes  nombres. 

144.  Si  on  compare  feulement  le  cylindre  6c  le  cône  équilatéral 
circonfcrits  l’un  6c  l’autre  à la  même  fphere , on  trouvera  quatre 
raifons,  donc  chacune  eR  égale  au  rapport  de  2 à 3 , favoir,  celle 
des  hauteurs  (66),  celle  des  furfaces  convexes  (69),  celle  des 
furfaces  totales  (6  8) , & enfin  celle  des  folidités. 

On  voit  donc  que  ce  qui  a fait  le  fujct  de  l’admiration  d’Archi- 
mede , par  rapport  à la  fphere  6c' au  cylindre  circonfcrit,  favoir,  que 
la  raifon  des  furfaces  totales  de  ces  deux  corps  eft  la  même  que 
celle  des  folidités,  fe  rencontre  aufii  dans  le  cylindre  6c  le  cône, 
6c  qu’il  y a même  quelque  choie  de  plus  furprenant  dans  ces  deux 
derniers  corps. 

143.  On  a démontré  que  le  rayon  de  la  fphere  infcrite  au  cône 
équilatéral,  efi  la  moitié  de  celui  de  la  fphere  circonfcrite  (65.)  Or , 
les  Ipheres  font  comme  les  cubes  des  rayons  : donc  la  première 
efi  à la  fécondé  comme  i eft  à 8 , ou  comme  4eft  à 3 x.  Or,  on  vient 
de  faire  voir,  dans  le  dernier  Théorème  que,  fi  la  fphere  infcrite  eft 
exprimée  par  4,  le  cône  doit  être  repréfenté  par  9 : donc  le  cône  eft 
à la  fphere  circonfcrite  comme  9 à 3 2. 

Problêmb. 

m 

1 46.  Trouver  a peu  près  lu  Jolidite'  (T une  Jphere  dont  on  connaît 
le  diamètre.  - * 

Cherchez  la  furface  de  la  fphere , comme  on  l’a  enfèigné  ( 76  ) , 
enfuite  multipliez  cette  furface  par  le  tiers  du  rayon,  le  produit 
iêra  la  folidité  que  l’on  cherchoit  (lox)  : par  exemple , fi  le  diamètre 
d’une  fphere  eft  de  300  pieds , il  faut  chercher  la  furface  que 
vous  trouverez  du  282857  pierk  quarrés,  plus^,  en  fuppofaUt  le 
rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  égal  à celui  de  22  à 7. 
Si  vous  multipliez  cette  furface  par  50 , qui  eft  le  riers  du  rayon , 
le  produit  fera  14142837  pieds  cubiques,  plus^  de  pied  cubique  ; 
c’eft  à peu  près  la  folidité  de  la  fphere,  dont  le  diamètre  eft 
de  3QQ  pieds. 


Si 
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Si  oti  avoit  fuppofé  le  rapport  du  diamètre  à la  circonférence 
égal  à celui  de  1 13  à 355  , on  auroit  trouvé  d’abord  282743  irf 
pour  la  furface  du  globe  y laquelle  étant  multipliée  par  50 , le 
pro(|uit  auroit  été  14137168  775:  ce  produit  approche  plus  de 
la  folidité  du  globe  qui  a 300  pieds  de  diamètre , que  le  premier 
produit  14142857^. 

147.  On  peut  fe  fervir  d’une  autre  méthode  pour  trouver  la 
folidité  d’une  fphere  : cette  méthode  eft  fondée  fur  ce  que  le  rapport 
des  fpheres  eft  égal  à celui  des  cubes  des  diamètres;  elle  ftippofe 
que  l’on  connoît  la  folidité  de  quelque  fphere  : par  exemple , celle 
de  la  fphere,  dont  le  diamètre  eft  de  100  pieds,  que  l’on  trouve , 
par  la 'première  méthode,  être  de  523598  pieds  cubiques-, 
plus  ^ ( Je  fuppofe  qu’on  fe  fert  du  rapport  * de  1 13  à 355.)  Cela- 
pofé,  afin  de  trouver  la  fojidité  d’une  fphere  de  300  pieds,  il  faut 
faire  une  proportion  dont  le  premier  terme  foit  1000600,  cube* 
de  100,  qui  eft  le  diamètre  de  la  fphere  dont  on  connoît  la  folidité  ; 
le  fécond  foit  27000000,  cube  de  300,  qui  eft  le  diamètre  de  la 
fphere  dont  on  cherche  la  folidité  ; & le  troifîeme  terme  foit  523599, 
qui  eft  la  folidité  de  la  fphere,  qui  a 100  pieds  de  diamètre.  ( Nous 
prenons  523599  au  lieu  de  523598^,  afin  d’éviter  le  calcul  des 
fraébons.  ) Le  quatrième  terme  de  cette  proportion  fera  la  folidité 
de  la  fphere,  dont  le  diamètre  eft  300-  Voici  la  proportion , 1000000. 
27000000  ::  523599  . 141 37173  pieds  cubiques.  Ce  quatrième 
terme  eft  un  peu  plus  grand  que  14137168  ttj  qu’on  avoit  trouvé 
d’abord,  parce  que  l’on  a pris  523599  pour  troifiemè  terme,  au  lieu 

de523598S- 

148.  Remarquez  que  la  folidité  du  globe,  qui  a 300  pieds 
de  diamètre,  eft  moindre  que  14142857  7,  & même  que 
141 371 68  TTJ , parce  que  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre 
eft  moindre  que  la  raifon  de  2 2 à 7 , & que  celle  de  355  à 113; 
mais  11 , dans  la  fécondé  méthode , on  avoit  pris  pour  troifieme 
terme  de  la  proportion  523598  à la  place  de  5 23 599 , le  quatrième 
terme  auroit  été  trop  petit  ôc  plus  différent  de  la  vraie  folidité  qu’on 
cherche,  qu’en  prenant  523599,  parce  que  ce  nombre  523599 
approche  plus  de  la  folidité  du  globe , qui  a 1 00  pour  diamètre , 
que  le  nombre  523598,  comme  nous  le  prouverons  dans  un 
fupplément. 
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DE  LA  DUPLICATION  DU  CUBE 

BT  D B-  LA  TrISBCTIOH  D B'  l'  A H CLB. 

Nous  finirons  ces  Éléments  en  difant  quelque  chofe  du  Problème 
de  la  duplication  du  cube , fi  célébré  chez  les  Anciens , & de  celui 
de  la  trifedion  de  l’angle.  Voici  en  quoi  cônfille  le  premier  ; on 
fuppofe  un  cube  qui  ait , par  exemple , un  pied  de  hauteur^  il  s’agit 
d’en  faire  un  autre  qui  foit  double  de  celui-là. 

149. 11  efi  évident  que,  fi  on  faifoit  un  cube  dont  la  hauteur  fût 
double  de  celle  du  premier , ce  fécond  cube  ne  feroit  pas  feulement 
deux  fois , mais  huit  fois  plus  grand  que  le  premier;  car,  k hauteur 
v-de  ce  premier  cube  étant  à celle  du  fécond  comme  i eft  à 2 , leurs 
folidités  feroient  entr’ elles  comme  les  cubes  de  ces  deux  nombres 
•c’eft-à-dire , comme  1 eft  à 8>  Pour  réfoudre  ce  Problème,  il 
faudroit  propofer  une  méthode  de  trouver  deux  moyennes  propor- 
tionnelles entre  là  hauteur  du  premier  & une  autre  ligne  double  de 
cette  hauteur.  J’appelle  a la  hauteur  du  premier , & 2æ  la  ligne  qui 
en  eft  double:  j’appelle  aufli  jc&jyles  deux  moyennes  proportion- 
nelles entre  a & 2a.  Il  faux  donc  que  -H-  a.  x .y . 20.;  8c  fi  on  peut 
trouver  ces  deux  moyennes  proportionnelles , la  première , qui  eft  ^ 
fera  la  hauteur  d’un  cube  double  du  premier  : car , nous  avons- 
démontré,  dans  le  fécond  Livre  d’Algebre  (art.  1 1?)  j que,  dans 
une  progreflion  géométrique , le  cube  du  premier  terme  eft  au  cube 
du  fécond , comme  le  premier  eft  au  quatrième  ; par  conféquent  ». 
fi -77  a.  X . y . 2Æ , le  cube  d’a  eft  au  cube  d’;c , comme  a eft  à 2a , 
c’eft-à-dire  que  le  cube  donné , qui  eft  celui  d’a , eft  la  moitié  dix 
cube  d’x,  comme  a eft  la  moitié  de  2a. 

.Or , nous  avons  fait  voir  comment  on  peut*trouver  une  moyenne 
proportionnelle  entre  deux  lignes  ; mais , quoique  les  anciens  & les- 
nouveaux  Géomètres  aient  cherché  avec  beaucoup  d’application  la 
maniéré  de  trouver  géométriquement  deux  moyennes  proportion- 
nelles entre  deux  lignes , leurs  efforts  ont  été  inutiles  : il  eft  vrai, 
qu’on  a propofé  plufieurs  méthodes  par  lefquelles  on  peut  venir  à 
bout  de  trouver  ces  deux  moyennes  proportionnelles  ; mais  ces 
méthodes  ne  font  pas  cenfées  géométriques,  foit  parce  qu’elles  font 
fujettes  à des  tâtonnements , foit  parce  qu’elles  fuppofent  des 
' inftruments  différents  de  la  réglé  & du  compas  ordinaire,  ou  au-, 
moins  la  defcription  de  certaines  courbes , qu’on  ne  peut  tracer, 
«xaâement  en  ne  fe  fervant  que  de  la  réglé  éc  du  compas. 
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1 50.  On  peut,  par  l’arithchétique , approcher  fi  près  que  l’ôn  veut 
de  la  hauteur  du  cube  cherché , quoique  l’on  ne  puifle  jamais  la 
trouver  exaélement  par  ce  moyen  Tour  cela,  il  faut  concevoir  que 
la  hauteur  du  cube  donné  efi  divifée  en  parties  égales , les  plus  petites 
que  l’on  pourra  , afin  d’approcher  de  plus  près  de  la  hauteur  cher- 
chée : par  exemple , la  hauteur  du  cube  donné  étant  ici  fuppofée 
d’un  pied , je  la  conçois  divifée  d’abord  en  i a pouces , & chaque 
pouce  en  12  lignes;  par  conféquent,  cette  hauteur  contient  144 
lignes , qui  font  des  parties  égales  : donc  la  progreflîon  -H-æ  .x.y  .%cl 
fera  changée  en  celle-ci  144  . .y . 288  : donc , fuivant  ce  qu’on 
vient  de  dire , le  cube  de  i44efi’au  cube  d’a:,  comme  144  eft«à  288 , 
ou , ce  qui  revient  au  même,  1 44  efi;  à 288 , comme  le  cube  de  144, 
qui  eft  3985584,  eft  au  cube  d’jf  / ainfi,  par  la  réglé  de  trois , on 
trouvera  que  le  cube  à!x  eft  5971968  : donc,  èn  tirant  la  racine 
cubique  de  ce  quatrième  terme , on  aura  la  hauteur  d’;v.  Qr , cette 
racine  cubique  eft  à peu  près  181;  par  conféquent , fi  on  fait  un  cube 
qui  ait  pour  hauteur  1 8 1 lignes , il  fera  prefque  le  double  du  cube 
donné  ; mais,  fi  on  veut  encore  en  approcher  de  plus  près,  il  faut 
employer  l’approximation  des  racines , ou  divifer  la  hauteur  du  cube 
donné  en  parties  plus  petites  que  des  lignes. 

1 5 1 . On  trouveroit  de  même  la  hauteur  d’un  cube  qui  feroit  trois 
fois , quatre  fois  plus  grand , en  un  mot , qui  auroit  tel  rapport  que 
l’on  voudroit  avec  un  cube  donné  ; mais , fi  le  rapport  du  cube 
donné  avec  lé  cube  cherché  pouvoit  être  e;(primé  par  des  nombr-es 
qui  fulTent  des  troifiemes  puilfances  parfaites , alors  il  faudroit  prendre 
les-racines  cubiques  de  ces  nombres  ; elles  ^xprimeroient  le  rapport 
des  hauteurs  : par  exemple , fi  les  deux  cubes  écoient  entr’eus 
comme  ^7  & 64 , les  hauteurs  feroient  comme  ) & 4 : ainfi , pour 
trouver  la  hauteur  du  fécond  cube , il  n’y  auroit  qu’à  faire  une  réglé 
de  trois , dont  les  deux  premiers  termes  feroient  5 , 4,  & le  troifieme, 
la  hauteur  du  premier  cube  ; le  quatrième  terme  qu’on  trouveroit 
feroit  la  hauteur  exaéte  & précife  du  cube  cherché. 

152.  Il  faudroit  employer  la  même  méthode  pour  trouver  le 
diamètre  d’un  globe  double , triple , &c.  d’un  autre  globe  dont  on 
connoîtroit  le  diamètre.  11  faut  dire  la  même  chofe  des  côtés  ou  des 
lignes  correfpondantes  des  autres  corps  femblables. 

Le  Problème  de  la  trifeftion  de  l’angle  eft  encore  célébré  en 
géométrie  : il  s’agit  de  divifer  un  àngle  en  trois  parties  égales.  Ce 
Problème  n’eft  pas  difficile  à réfoudre , lorfqu’il  s’agit  d’un  angle 
droit , comme  il  paroîtra  par  la  métliode  fuivante. 

hh  ij 
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153.  Soit  l’angle  droit  ACB  qu’il  faut  divifer  en  trois  parties 
égales.  Du  fommet  C , comme  centre , on  décrira  l’arc  AB  entre  les 
deux  côtés  de  l’angle  j enfuite,  du  point  B & de  l’intervalle  du 
rayon  CA  ou  CB , on  coupera  l’arc  AB  au  point  E : pareillement , 
du  point  A & du  même  inteivalle,  on  marquera  le  point  F.  Si  on 
tire  les  rayons  CE,  CF,  l’angle  ACB  fera  partagé  en  trois  parties 
égales  i car  puifque , par  la  conftruéfion , la  corde  B£  efl;  égale  au 
rayon,  l’arc EFB  fera  de  60  degrés  (Liv. II,  art.  100 2/):  d’ailleurs, 
l’arc  total  AB  eft  de  90  degrés , puifqu’il  eft  la  mefure  de  l’angle 
droit  ACB:  donc  l’autre  partie  AE  de  l’arc  AB  eft  de  30  degrés. 
On  prouvera  par  la  même  raifon , que  l’arc  BF  eft  aufli  de  3 o degrés  ; 
donc  l’arc  EF  eft  encore  de  30  degrés:  ainfi,  l’arc  AB  eft  partagé 
en  trois  parties  égales  aux  points  E & F ^ donc  l’angle  ACB  eft  auftl 
divifé  en  trois  angles  égaux  par  les  rayons  CE , CF. 

] 54  Pour  ce  qui  eft  des  autres  angles,  on  peut  les  partager  en 
trois  parties  égales  en  ouvrant  le  compas , enforte  que  la  diftance 
des  pointes  puifte  être  comprife  trois  fois  précifément  entre  les  deux 
extrémités  de  l’arc  décrit  du  fommet  comme  centre  entre  les  côtés. 
Or , on  parvient  à cette  ouverture  précife , en  augmentant  ou  en 
diminuant  celle  qu’on  avoit  donnée  d’abord  au  compas , félon  qu’on 
l’a  trouvée  trop  petite  ou  trop  grande , en  appliquant  les  pointes  du 
compas  fur  l’arc.  Cette  méthode  eft  fujette  au  tâtonnement  -,  ainli , 
elle  n’eft  pas  géométrique.  On  en  propofe  plufieurs  autres  qui  ne  le 
font  pas  non  plus , foit  qu’elles  fuppofent  uq  inftrument  différent  du 
compas  ordinaire  & de  la  réglé,  ou  bien  une  courbe,  appellée 
quadratrice , qu’on  ne  peut  décrire  d’une  maniéré  continue  avec 
ces  deux  inftruments , je  veux  dire  la  réglé  ôc  le  compas.  Nous  ne 
rapporterons  pas  ces  différentes  méthodes , parce  qu’elles  ne  font 
pas  néceffaires  dans  des  Éléments  de  Géométrie. 
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DE  LA  TRIGONOMÉTRIE. 

» ' 

\ 

La  Géométrie  fe  divife  en  deux  parties,  qui  font  la  Géométrie 
JpecuUtive  & la  pratique.  La  première  confidere  les  différents 
rapports  de  l’étendue  fans  propofer  aucune  réglé , foit  pour  tirer  des 
lignes  & faire  certaines  figures , foit  pour  mefurer  l’étendue  ; la 
fécondé , qui  eft  la  Géométrie  pratique , donne  ces  fortes  de  réglés , 
& démontre  qu’elles  font  infaillibles  : la  première  confifte  toute  en 
Théorèmes;  la  fécondé  ne  propofe  que  des  Problèmes.  On  a traité  • 
ces  deux  parties  dans  les  Éléments  de  Géométrie  ^ en  donnant  des 
Théorèmes  & enfuite  des  Problèmes. 

La  Géométrie  pratique  contient  troîs  parties , favoir , la  Longi- 
métrie , la  Planimétrie  & la  Stéréométrie  : la  première  enfeigne  à 
mefurer  les  lignes;  la  fécondé  apprend  à mefurer  les  furfaces,**&  la 
troifieme  à mefurer  les  corps  ou  folides.  Ce  que  nous  avons  dit  dans 
\ts  Éléments  de  Géométrie  (\x^t  pour  la  mefure  des  furfaces  & des 
folides , en  fuppofant  qu’on  connoît  la  longueur  des  différentes  lignes 
qu’il  faut  multiplier  pour  avoir  les  furfaces  & les  folidités  ; mais  il  efl 
fouvent  néceffaire  de  recourir  à la  Trigonométrie  pour  connoître  la 
longueur  des  lignes. 

Art.  I . La  Trigonométrie  eft  une  partie  de  la  Géométrie , qui 

enfeigne  à connoître  les  côtés  & les  angles  d’un  triangle  dont  on 

connoît  déjà  deux  angles  & un  côté , ou  deux  côtés  & un  angle  , 

ou  enfin  les  trois  côtés. 

« 

2.  Comme  il  y a des  triangles  fphériques  & des  triangles  reéfi- 
lignes , on  divife  la  Trigonométrie  en  deux  parties , dont  l’une  traite 
des  triangles  fphériques  ; on  l’appelle  Trigonométrie  Jphérique  ; & 
l’autre  confîdere  les  triangles  reétilignes , on  l’appelle  pour  ce  fujet 
Trigonométrie  recliligne.  Lq  première  regarde  les  Aftronomes  ; la 
féconde  eft  néceffaire  dans  une  infinité  d’occafions  : c’eft  pourquoi 
nous  allons  en  donner  un  Traité , fans  parler  de  la  Trigonométrie 
Iphérique , qui  n’eft  pas  de  notre  defi'ein. 

Mais,  comme  dans  la  Trigonométrie  on  fe  fert  des  finus,..dés 
tangentes  & des  fécantes , il  eft  néceffaire  de  traiter  au  long  de  ces 
lignes,  dont  nous  n’avons  donné  que  des  notions  très* courtes  dan& 
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les  Éléments  de  Géométrie  ; & après  cela  nous  propoferons  plufieurs 
Problèmes , qui  renfermeront  la  méthode  de  trouver  ces  différentes 
mefures  pour  tous  les  angles  & pour  les  ares  qiA  leur  font  égaux. 

3.  La  méthode  de  trouver  ces  mefures,  l^s  finus,  les 

tangentes  & les  fécantes  des, angles  ou  des  arcs , s’appelle  Conjlruclion 

< des  Tables  des  /inus  , des  tangentes  & dès  Jecantes  , parce  qu’après 
avoir  trouvé  les  finus  des  différents  angles , on  en  a conftruit  des 
Tables,  dans  lefquelles  on  a placé  ces  finus  à côté  des  nombres,  qui 
délignent  les  degrés  ôc  les  minutes  des  angles  dont  ces  finus  font  la 
mefure.  On  a fait  la  même  chofe  par  rapport  aux  tangentes  ^ aux 
fécantes. 

4.  Le  finus  d’un  arc  eft  ime  ligne  tirée  de  l’extrémité  de  cet  arc 
perpendiculairement  fur  le  rayon  ou  le  diamètre  qui  paffe  par  l’autre 

• • extrémité  du  même  arc  : cette  ligne  eft  aufïï  le  finus  de  l’angle  mefuré 
par  l’arc  : par  exemple , le  finus  de  l’arc  GA  eft  la  ligne  GH  tirée  de 
»•  l’extrémité  G de  cet  arc  perpendiculairement  fur  le  rayon  CA,  ou  le 
dfametre  BA  qui-  paffe  par  l’autre  extrémité  A du  même  arc  ; cette 
ligne  GH  eft  auffi  finus  de  l’angle  GÇA , dont  l’arc  GA  eft  la  mefure  : 
de  même , la  ligne  EF  eft  finus  de  l’arc  EA  & de  l’angle  EGA. 
Pareillement , la  ligne  GL  eft  finus  de  l’arc  GD  & de  l’angle  GCD. 
On  pourroit  auffi  -définir  le-  finus  par  rapport  à l’angle  immédia- 
tement , en  difant  que  le  finus  d’un  angle  eft  une  ligne  tirée  de 
l’extrémité  d’un  de  fes  côtés , lequel  eft  pris  pour  rayon , perpendicu- 
lairement fur  l’autre  côté  prolongé,  s’il  eft  néceffaire.  La  ligne  GH, 
par  exemple , eft  le  finus  de  l’angle  GCA,  parce  qu’elle  êft  tirée  de 
l’extrémité  G perpendiculairement  fur  Pàutre  côté  CA. 

4^.  La  ligne  GL,  finus  de  l’àrcGD,  qui  eft  le  complément  de 
l’arc  GA  y eft  égale  à CH,  qgi  eft  la  partie,  du  rayon  QAcomprife 
entre  le  centre  C & le  finus  GH.  On  peut  donc  dire  en  général  que 
la  partie  du  tayan^  comprife  entre  le  centre  éè  le  finus  d* un  . arc 
terminé  par  ce  rayon  ^ eji  le,jjimts  du  .camplement  de  càt  arc,  C’eft 
la  même  chofe  pour  les  angles  f ainfi  CH  eft  le  finus  du  complément 
de  l’angle  GCA. 

- 4C.  Les  finus  des  compléments  font  jappellés  c<fnus.}.Q\iz=G\,t. 
éft  )e  cofinus  tie  l’arcGA  ou  de  Haogle  Gt)A.:  Réciproquement  » 
GH  eft  le  cofinus  de  l’arc;  G D ^ de  l’angle  GCD.  Àous  venons 
dans  la  fuite  que  les  angles  obtus  ont  leurs  cofinus  auffi  biçn  que 
lès  airgles  aigus. 

5.  Le  finus  de  l’arc  DA,  qui  eft  le  quart  de  la  circonférence,  efir 
le  rayon  PC.^  tiré  xle.  l’sxtrémipé . D .petpendiculaircmeat  <fur.  id 
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rayon  CA  qui  paflè  par  Pautre  extrémité  A de  l’arc.  Le  rayon  DC  n. 
eft  aufli  le  finus  cïé  l’angle  droit  DCA , mefuré  par  l’arc  DA  ; ainfi  , 
le  finus  d’un  angle  droit  eft  le  rayon  : on  l’appelle  fînus  total. 

6.  Remarquez  que  le  finus  d’un  angle  eft*  aufli  finus  de  (bn 
fupplément  : par  exemple , GH  eft  non- feulement  finus  de  l’angle 
GCA , mais  aufli  de  l’angle  GCB , qui  eft  le  fupplément  du  premier  : 
de  même , EF  eft  finus  de  l’angle  EGA  & de  fon  fupplément  ECB, 

C’eft  la  même  chofe  pour  les  arcs , qui  font  lès  mefurcs  de  ces 
angles;  enforte  que  GH  eft  le  finus  de  l’arc  GA  8c  du  fupplément 
GDB,  Pareillement , EF  eft  finus  de  EA  8c  de  EDB. 

Cette  remarque  eft  une  fuite  de  la  définition  du  finus  ; car , afin 
d’avoir  le  finus  de  l’angle  GCB  ou  de  l’arc  GDB,  il  faut  tirer  du 
point  G,  qui  eft  l’extrémité  de  l’arc,  une  perpendiculaire  fur  le 
diamètre  AB,  lequel  paflè  par  l’autre  extrémité  de  l’arc.  Or,  on 
ne  peut  tirer  du  point  G d’autre  perpendiculaire  fur  ce  diamètre 
que  la  ligne  GH,  qui  eft  finus  de  l’arc  GA  ; ainfi , la  perpendicu- 
laire GH  eft  finus  des  deux  arcs  GA  8c  GDB  ^ ou  des  angles  GCA 
6c  GCB , qui  font  fupplément  l’un  de  l’autre. 

7.  Il  paroît  donc  qu’un  angle  obtus  n’a  point  d’autre  finus  que 
celui  de  l’angle  aigu , qui  eft  fon  fupplément  ; 8c  de  même , par 
rapport  aux  arcs , celui  qui  eft  plus  grand  qu’un  quart  de  circonfé- 
rence, a le  même  finus  que  l’arc,  qui  eft  fon  fupplément,  lequel  eft 
moindre  que  le  quart  de  la  circonférence.’ 

8.  Le  finus  d’un  angle  ou  d’un  arc  étant  prolongé  jufqu’à  lai 
rencontre  de  la  circonforence , il  en  réfulte  une  corde  , laquelle  eft 
perpendiculaire  fur  le  rayon  qui  aboutit  à l’extrémité  de  l’arc  : par 
exemple  , fi  on  prolongeoit  la  ligne  GH  I finus  de  l’arc  GA , jufqu’à 
la  rencontre  de  la  circonférence , ce  feroit  une  corde  perpendiculaire 
au  rayon  CA.  Or,  je  dis  que  le  finus  GH  eft  la  moitié  de  cette 
corde , 8c  que  l’arc  GA  eft  aufli  la  moitié  de  l’arc  foutenu  par  la 
corde;  car,  cette  corde  étant  perpendiculaire  au  rayon  CA  par 
l’hypothefe , le  rayon  lui  eft  aufli  perpendiculaire , 8c  par  conféqaient 
la  corde  8c  l’arc  font  chacun  coupés  en  deux  parties  égales  (Liv.  I, 
art.  105 ) : donc  le  finus  GH  eft  la  moitié  de  la  corde,  8c  l’are  GA 
eft  aufli  la  moitié  de  l’arc  foutenu  par  la  corde. 

9.  On  peut  donc  dire  que  le  finus  d'un  arc  eft  la  moitié  d’une 
corde  qui  foutient  un  arc  double  : par  exemple  GH , finus  de  l’arc 
GA , eft  la  moitié  d’une  corde  qui  foutient  un  arc  double  de  GA  ' 
Gette  fécondé  définition  du  finus  nous  fervira  dans  la  fuite. 

J.O,  Remarquez  que  le  finus  d’un  arc , moindre  que  le  quart  de  la 


TRIGONOMÉTRIE. 

Fig.  I.  circonférence , devient  d’autant  plus  grand  que  l’arc  augmente  : pat 
exem;^e,  le  finus  de  l’arc  EGA  eft  plus  grand  que  celui  de  l’arc  GA  j 
enforte  que  le  finus  du  quart  de  la  circonférence  eft  plus  grand  que 
tous  les  autres , quf  par  conféquent  n’en  font  que  des  parties  ; c’eft 
polir  cela  qu’on  l’appelle  finus  total.  Qiiant  aux  arcs'  qui  furpaifent  le 
quart  de  la  circonférence , il  eft  vifîble  que , fi  l’on  compare  deux  de 
ces  arcs,  comme  GDB  & EDB,  celui  qui  eft  le  plus  grand  a un 
moindre  finus:  car,  ces  arcs  n’ont  point  d’autres  finus  que  ceux  de 
leurs  fuppléments.  Or  ,1e  plus  grand  des  deux  arcs,favoir  GDB,  a un 
moindre  fupplémenrque  l’autre;  par  conféquent,  il  a aufli  un  plus 
petit  finus  : ainfi , lorfque  les  arcs  furpaflènt  le  quart  de  la  circonfé- 
rence , les  finus  font  d’autant  plus  petits , que  les  arcs  font  plus  grands. 
Tout  cela  doit  être  appliqué  aux  angles  : ainfi,  plus  les  angles  aigus 
font  grands,  plus  leurs  finus  font  grands.;  & au  contraire,  plus  les 
angles  obtus  font  grands , plus  leurs  finus  font  petits. 

1 1.  Mais,  quoiqu’il  foît  vrai  que,  plus  un  angle  aigu',  ou  l’arc 
qui  en  eft  la  mefure , eft  grand , plus  auflî  fon  finus  eft  grand  : 
cependant  les  finus  n’augmentent  pas  dans  la  même  raifon  que  les 
angles  aigus  ou  leurs  arcs  ; enforte  que , fi  un  arc  eft  double  d’un 
autre , le  finus  du  premier  n’eft  pas  pour  cela  double  de  celui  du 
fécond  ; car , nous  avons  remarqué  ( Liv.  II , art.  90)  que  les  cordes 
ne  font  pas  proportionnelles  aux  arcs  qu’elles  foutiennent.  Or , les 
finus  font  moitié  des  cordes  ; par  conféquent , les  finus  ne  font  pas 
proportionnels  à leurs  arcs  ou  à leurs  angles. 

1 2.  Le  finus , dont  nous  avons  parlé  jufqu’à  préfent , s’appelle 
Jlnus  droit  f il  y a encore  une  autre  efpece  de  finus  qu’on  appelle 
finus  verje:  pour  entendre  ce  que  c’eft  que  ce  finus,  il  faut  recourir 
à la  première  définition  du  finus  droit.  Nous  avons  dit  que’  le  finus 
droit  d’un  arc  étoit  une  ligne  tirée  de  l’extrémité  de  l’arc  perpen- 
diculairement fur  le  rayon  ou  le  diamètre  qui  pafle  par  l’autre 
extrémité.  Or  , fi  on  prend  fur  le  diamètre  la  partie  comprife  entre 

. le  finus  droit  & l’arc , ce  fera  le  finus  verfe  de  l’arc  : par  exemple  , 
l’arc  GA , dont  le  finus  droit  eft  GH  , a pour  finus  verfe  la  partie 
AH  du  diamètre  : de  même , le  finus  verfe  de  l’arc  EGA  & de 
l’angle  EGA , eft  la  partie  FA  du  diamètre. 

15.  De-là  il  fuit  que  le  finus  droit  d’un  arc  de  90  degrés  ou  de 
l’angle  droit , eft  égal  à fon  finus  verfe , parce  que  l’un  & l’autre  eft 
rayon  du  cercle  : par  exemple , le  finus  droit  de  l’arc  DA  eft  le 
rayon  DG , & fon  finus  verfe  eft  l’autre  rayon  GA. 

. 14.  Nous  avons  obfervé  que  le  finus  droit  d’un  angle  aigu 
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étoitautn  le  finus  droit  dé  l’angle  obtus,  qui  eft Ton  Tupplément  ; 
il  n’en  eft  pas  de  même  du  finus  verfe  : par  exemple , le  finus  verfe 
de  l’angle  aigu  GCA  ou  de  fon  arc  GA  eft  AH  j mais  le  finus  verfe 
■du  fupplément  GCB  ou  de  fon  arc  GDB  eft  la  partie  HB  comprife 
•entre  le  finus  droit  & l’arc  GDB. 

Lorfqu’on  parle  du  finus  d’un  angle  ou  d’ui»arc  , fans  fpêcifier  le 
-finus  droit  ou  le  finus  verfe , il  faut  toujours  entendre  le  finus  droit. 

Nous  allons  donner  les  notions  des  tangentes  & des  fécantes. 

1 5.  Une  ligne , comme  AF , tirée  perpendiculairement  de  l’extré- 
mité du  rayon  CA  & terminée  de  l’autre  côté  par  le  rayon  prolongé 
CHF  , eft  appellée  tangente  de  l’arc  AH  compris  entre  ces  deux 
rayons  , ou  de  l’angle  ACH  : le  rayon  prolongé  CHF  , terminé  par 
■la  tangente , eft  appellé  Jecante  du  même  arc  & du  même  angle. 
Pareillement  AE  eft  tangente  de  l’angle  ACE  , & de  l’arc  AG  ij 
& CE  en  eft  la  fécànte. 

1 6.  De  même  qu’il  y a des  cofinus  , il  y a aulïï  des  cotangentes 
de  des  cofecantes.  La  cotahgente  d’un  arc  ou  d’un  angle  eft  la  tan- 
gente du  complément  de  cet  arc  ou  de  cet  angle.  Ainfi  AE  eft  la 
cotangenté  de  l’arc  DG  , & AF  eft  la  cotangenie  de  l’arc  DH  ; DL 
& DI  font  auflî  les  cotangentes  des  arcs  AG  & ÀH.  Pareillement 
la  cofécante  d’un  arc  ou  d’un  angle  eft  la  fécante  du  complément 
de  cet  arc  ou  de  cet  angle.  Airifi  CE  eft  la  cofécante  de  l’arc  DG,  & 
GF  eft  la  cofécante  de  l’arc  DH  j CL  & CI  font  auffi  cofécantes  des 
arcs  AG  & AH. 

17.  Il  femble  d’abord  qu’il*ïi’y  ait  que  les  angles  aigus  qui  aient 
des  cofinus  , des  cotangentes  & des  cofécantes  ; cependant  les  an- 
gles obtus  ont  auffi  les  leurs.  Le  cofinus  d’un  angle  obtus  eft  le 
finus  de  l’angle  aigu  qui  eft  l’excès  de  l’angle  obtus  fur  un  angle 
droit}  par  exemple  , le  cofinus  d’un  angle  de  100  degrés  eft  le 
finus  d’un  angle  de  dix  degrés.  La  raifon  en  eft  que  le  finus  de 
100  degrés  eft  le  même  que  le  finus  de  fon  fupplément  3o  de- 
grés : ainfi  les  deux  angles  de  100  & de  80  degrés  ont  auffi  le 
même  cofinus.  Or  le  cofinus  de  80  degrés  eft  le  finus  de  10  de- 
grés. On  voit  par-là  que  deux  angles  ou  deux  arcs  qui  font  fup- 
pléments  l’un  de  l’autre  ont  le  même  cofinus.  11  en  faut  dire  au-* 
tant  des  cotangentes  ôc  des  cofécantes , comme  il  paroîtra  par 
Farticle  19. 

1 8.  Pour  avoir  la  tangente  de  l’angle  droit  ACD , il  faudroit 
prolonger  le  rayon  CD  & la  tangente  AF , jufqu’à  ce  que  ces  deux 
Ijgi^es  fe  rencoiitraftentj  mgis,  comme  elles  font  toutes  les  deux 
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perpehdicülaires  au  rayon  CA  , elles  ne  fe  rencontreroient  jamais; 
c’eft  pourquoi  la  tangente  d’un  angle  droit  ou  de  fon  arc  eft  infinie. 
Par  la  même  raifon , la  fécante  de  l’angle  droit  eft  aufli  infinie. 

1 9.  Comme  le  finus  d’un  angle  eft  aufti  fînus  de  fon  fupplément  , 
de  même  la  tangente  d’un  angle  ou  d’un  arc  eft  aufli  tangente  de  Ton 
fupplément;  enfort^  qu’un  angle  obtus,  tel  que  HCB  , n’a  pas 
d’autre  tangente  que  celle  de  l’angle  aigu  qui' eft  fon  fupplément 
11  faut  dire  la  même  chofe  des  fécantes. 

20.  On  fuppofe  le  finus  total  ou  le  rayon  de  quelque  cercle  que 
ce  foit , grand  ou  petit , divifé  en  1 00000  , ou  même  en  1 0000000 
parties  égales  , enforte  que  l’on  conçoit  le  rayon  d’un  petit  cercle 
divifé  en  autant  de  parties  que  le  ray  on  d’un  grand  cercle,  de  même 
que  l’on  fuppofe  la  circonférence  de  tout  cercle  divifée  en  5 60  de- 
grés ; & on  cherche  enfuite  combien  les  autres  finus  , qui  font  tous 
moindres  que  le  finus  total , contiennent  de  parties  égales  à celles 
•du  rayon. 

2 1 . Puifque  le  rayon  de  tout  cercle  eft  divifé  dans  le  même  nom- 
bre de  parties  égales , il  feut  que  les  parties  d’un  petit  rayon  foient 
moindres  que  les  parties  d’un  grand  ; c’eft  pourquoi  les  tables  des 
finus  dans  lefquelles  on  trouve  combien  chaque  finus  contient  de 
parties  à proportion  du  rayon , ne  font  pas  connoître  la  grandeur 
abfolue  de  ces  finus , mais  feulement  leur  grandeur  relative , c,’cft- 
à dire  , le  rapport  qu’ils  ont  entr’eux  ; par  exemple  , quoique  l’on 
trouve  que  le  finus  d’un  angle  de  30  degrés  foit  de  5O000  parties , 
en  fuppofant  le  rayon  divifé  en  i 00000  parties , on  ne  fait  pas  pour 
cela  quelle  eft  la  grandeur  réelle  de  ce  finus  ; enforte  qu’on  puifle 
dire  qu’il  a 3 pieds  , 4 pieds , &c.  Mais  on  fait  quel  eft  fon 
rapport,  avec  les  autres  finus;  on  connoît , par  exemple,  que  le 
finus  de  30  degrés  eft  la  moitié  du  finus  de  l’angle  droit , puifque 
le  premier  eft  50000  parties,  & l’autre  de  100000.  Il  en  eft  des 
finus  comme  des  arcs:  on  ne  connoît  pas  la  grandeur  abfolue  des 
arcs , quoique  l’on  connoifle  le  nombre  des  degrés  qu’ils  contien- 
nent ; ainfi  , quoique  l’on  fâche  qu’un  arc  eft  de  20  degrés , oa 
ne  fait  pas  pour  cela  combien  il  a de  pouces  ou  de  pieds  > à moins 
qu’on  ne  connoifle  d’ailleurs  la  grandeur  abfolue  de  la  circonfé- 
rence. 

2 2.  Mais , quoiqu’on  ne  connoifle  pas  la  grandeur  abfolue  des: 
finus , cela  n’empêche  pas  qu’on  ne  puiflTe  trouver  la  grandeur 
abfolue  des  cô.tés  d’un  triangle  dont  on  connoît  un  côté  & les  * 
angles  : car  ,,ii  dans  un-triangle  on  connoît  deux  angles  & un  càcé^ 
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•çn  trouvera  les  Hnus  des  angles  par  les  tables.  Or  les  (Inus  font  pro- 
portionnels aux  côtés  oppofésaux  angles,  comme  nous  le  ferons  voir; 
par  conféquent,  fî  le  fînus  de  l’angle  oppoféau  côté  connu  eft  le  dou- 
ble de  l’autre  fînus  , le  côté  connu  fera  audî  le  double  du  côté  cher- 
ché : ainfi  , li  le  côté  connu  èft  de  50  toifes,  le  côté  qu’on  clftrche 
fera  de  25  toifes.  Il  faut  dire  la  même  chofe  des  tangentes  ôc  des 
fécantes.  Ces  réflexions  fuffifent  pour  faire  connoître  l’ufage  des 
iînus  : nous  allons  préfentement  établir  quelques  propofitions  , qui 
tendent  à faire  trouver  les  fînus  , les  tangentes  & les  fécantes  des 
arcs  ou  des  angles.  Pour  cet  effet  il  fuffit  de  connoître  les  cordes 
des  différens  arcs  , parce  que  la  moitié  d’une  corde  eft  le  fînus  de  la 
moitié  de  l’arc  foutenu  par  la  corde  (9)  : d’ailleurs  on  trouve  les  tan- 
gentes & les  fécantes  par  les  fînus. 

L E M M E 

^•^.Dans  tout  quadrilatère  infcrit  au  cercle  , la  fomme'de  deux 
reSangles  des  côtes  oppoje's  ejl  égale  au  rectangle  des  deux  diagonales. 

Soit  le  quadrilatère  infcrit  AB£F , dont  les  deux  diagonales  font  i«. 
AE  & BF.  11  faut  prouver  que  la  fomme  des  reâangles  ABxEF  fit  **' 
AFxBE  eft  égale  au  reétangle  de  AE  par  BF.  Pour  cet  effet , on 
tirera  la  ligne  BD  de  maniéré  qu’elle  faffe  l’angle  ABD  égal  à l’angle 
EBF.  Cela  pofé  , il  faut  démontrer  que  le  re^angle  de  AB  par  EF 
eft  égal  au  produit  de  AD  par  BF  , & que  celui  de  AF  par  BE 
eft  égal  au  produit  de  DE  par  BF  ; après  quoi  il  fera  aifé  de  &ire 
voir  que  ces  deux  produits  font  égaux  au  reélangle  de  AE  par  BF. 

DéuONSTRATXQII. 

' 1®.  ABxEF=ADxBF  : car  dans  les  deux  triangles  ADB  & 

BEF  les  angles  ABD  & EBF  font  égaux  par  la  conftruélion  ; & 
d’ailleurs  les  angles  BAD  ou  BÀE  & BFE  font  égaux  , parce 
qu’ils  font  appuyés  fur  le  même -arc  BE-  Donc  ces  deux  triangles 
font  iemblables  , ôf.  par  conféquent  AB  ^ BF  : : AD  . EF  : ainfî 
ABxEF==ADxBF. 

2®.  AFxBE=DExBF.  Il  faut  comparer  les  deux  triangles 
BAF  & BDE  ; l’angle  ABF  eft  égal  k DBE  à caufe  de  la  partie 
commune  DBF  ajoutée  aux  deux  angles  égaux  ABD  ôc  ÈBF  : 
de  plus , l’angle  AFB  du  premier  triangle  eft  égal  à * l’angle  DEB 
ou  AEB  du  fécond  , parce  qu’ils  font  appuyés  fur  le  même  arc 
AB  : ainfî  les  deux  triangles  ibnt  femblables  ; par  conféquent  on 
aura  la  proportion  AF . DE  : : BjF  . BE  : doÀc  AFxBE=DE^F. 
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Or , il  eft  évident  que  les  produits  des  deux  parties  AD  & DE  de  là 
diagonale  AE  par  BF  valent  enfemblé  le  redlangle  de  la  diagonale 
entière  AE  par  l’autre  diagonale  BF  j par  conféquent  la  fomme  des 
deux  reâangles  des  côtés  oppofés  du  quadrilatère  inlcrit  eft  égale- 
au  reaangle  des  diagonales. 

i 
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24.  C onnoijf ant  les  cordes  de  deux  arcs  , trouver  la  corde  qui- 
Joutient  un  arc  égal  à la  fomme  des  deux  premiers. 

Soient  les  arcs  BGE  , F HF,  dont  on  connoît  les  cordes  BE , EF  : 
il  s’agit  dé  trouver  la  corde  BF  qui  foutient  la  fomme  de  ces  deux 
arcs.  Pour  cela  je  tire  du  point  £ le  diamètre  ACE,  & je  meneenfuite 
les  cordes  AB  » AF } après  quoi  je  cherche  d’abord  la  cordé  AB 
qui  foutient  un  arc  , lequel  eft  le  fupplément  de  l’arc  BGE.  L’an> 
gle  ABË  eft  droit , puifqu’il  eft  appuyé  fur  un  diamètre  : ainfi , en^ 
retranchant  le  quarré  du  côté  BE  du  quarré  de  l’hypoténufe  AE  , 
qui  eft  le  diamètre  , on  aura  le  quarré  de  AB  ( Liv  IL,  art.  i84)< 
Par  conféquent,  ft  on  tire  la  racine  quarrée  de  ce  refte,  on  aura  là 
corde  AB.  On  trouvera  de  la  même  maniéré  la  corde  AF  par  la  corde 
EF.  Préfentement,  ft  on  multiplie  les  côtés  oppofés  du  quadrilatère  j 
& qu’on  ajoute  enfemble  les  deux  produits , la  fomme  fera  égale 
au  produit  des  diagonales  A£  & BF.  Par  coniéquent,ft  on  divife 
cette  fomme  par  la  diagonale  AE  , qui  eft  un  diamètre  , le  quotient 
fera  la  diagonale  ou  la  corde  cherchée  BF. 

Connoiftant,  par  exemple  , que  la  corde  de  40  degrés  eft  de 
68404,  & celle  de  36  degrés  de  6 1 804,00  trouvera  par  la  méthode 
de  ce  Problème  que  la  corde  de  76  degrés  contient  123133 
parties. 

CoROLtAIRB  I. 
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25.  On  pourra  trouver  par  la  méthodé  dé  ce  Problème  là 
corde  d’un  arc  double  de  celui  dont  on  connoît  la  corde.  Si , par 
exemple  , on  connoît  la  corde  d’un  arc  de  trois  degrés  , on  t.~ou- 
vera  celle  d’un  arc  dé  fix  degrés  Ce  n’eft  qu’une  application  du 
Problème  dans  laquelle  le  calcul  eft  plus  court , parce  que  dans  ce. 
cas  la  corde  AB  devient  égale  à la  corde  AF. 

CoROXLAIRB  Ib 
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* 3l6.  Ayant  la  corde  d’un  arc  on  pourra  auftî  trouver  celle  d’un> 
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arc  triple  ou  d’un  arc  quadruple , quintuple , &c.  Pour  un  arc  triple , 
on  cherchera  d’abord  celle  d’un  arc  double  ; enfuite,  connoiflant  la 
corae  de  l’arc  double  & celle  de  l’arc  fimple , on  trouvera  la  corde 
de  la  fomme  de  ces  deux  arcs,  c’eft  la  corde  de  l’arc  triple.  Pour  l’arc 
quadruple  on  cherche  d’abord  la  corde  de  l’arc  double  : enfuite 
celle  d’un  are* qui  foit  double  de  celui  dont  on  aura  trouvé  la  corde  , 
la  derniere  corde  trouvée  fera  celle  de  l’arc  quadruple  de  l’arc  fimple; 
Pour  l’arc  quintuple  on  cherchera  la  corde  de  l’arc  double  , enfuite 
celle  de  l’arc  triple , & enfin  celle  de  la  fomme  de  ces  deux  arcs  , 
dont  l’un  eft  double  & l’autre  triple  : cette  derniere  corde  fera  celle 
d’up  arc  quintuple  de  l’arc  fimple.  Tout  cela  fuit  évidemment  du 
Problème  L 

PROBIBUB.  II. 


IJ  .C  onnoijfant  la  corde  d*un  arc, trouver  celle  de  la  moitié  de  cet  arc. 
On  connoît , par  exemple  > la  corde  BF  de  l’arc  BEF , il  s’agit  de 
trouver  la  corde  EF  de  l’arc  EHF , que  je  fuppofe  la  moitié  de  l’arc 
BEF.  Je  tire  le  diamètre  AGE  , qui  fera  perpendiculaire  à la  corde 
BF,  & qui  la  coupera  en  deux  parties  égales , parce  qu’il  a deux  de 
les  points  également  éloignés  des  extrémités  B & F de  la  corde  BE  ; 
favoir  , le  centre  C&  le  point  E.  Ainfi  le  triangle  EMF  eft  reôangle 
en  M.  Or,  dans  ce  triangle,  on  connoît  le  côté  FM , qui  eft  la  moitié 
de  BF.  D’ailleurs  on  trouvera  le  côté  ME  en  cette  maniéré  :on  pren- 
dra le  quarré  du  rayon  CF , qui  eft  l’hypoténufe  du  triangle  reétangle 
CMF  ; on  ôtera  de  ce  quarré  celui  du  côté  FM , le  refte  fera  le  quarré 
de  l’autre  côté  CM  : fi  donc  on  tire  la  racine  quarréêde  ce  refte , on 
aura  CM.  11  faudra  ôter  CM  du  rayon  CE  , le  refte  fera  ME-  Quand  on 
aura  FM  & ME , on  en  prendra  les  quarrés , ôc  onles  ajoutera  enfem- 
ble  , la  fomme  fera  égale  au  quarré  de  l’hypoténufe  ÈF  : par  confé- 
quent , fi  on  extrait  la  racine  quarrée  dé  cette  fomme  , on  aura  la: 
corde  cherchée  EF; 

Si,par  exemple , on  connoît  que  la  cor  de  de  7 6 degrés  eft  de  12313a 
parties , on  trouvera  que  celle  de  3 8 degrés  eft  de  6 5..1 1 4. 

0 
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28.  Cormoiffant  la  corde  d’un  arc  , trouver  celle  du  tiers  & de  la  Fîg.  tst 
cinquième  partie  de  cet  arc.  ^P^***' 

On , connoît  la  corde  AB  de  l’arc  ALB  , H faut  trouver  la  corde 
AL  de  l’arc  AIL,  que  je  füppofe  le  tiers  de  l’arc  ALB.  Il  eft  cer- 
tain que  cette  corde  AL  eft  plus  grande  que  le  tiers  de  la  corde 
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AB.  On  prend  donc  un  nombre  un  peu  plus  grand  que  le  tiers  de  AB, 
.&  on  cherche  par  l’article  26  quelle  fera,  félon  cette  fuppofltion,  la 
corde  de  l’arc  ALB.  Si  on  trouve  le  même  nombre  que  celui  quî  dé- 
ügnc  la  corde  AB , le  nombre  qui  a été  pris  pour  la  corde  AL  eft 
effeftivement  cette  corde  ; mais , fi  en  cherchant  la  corde  d’un  arc 
triple  de  AIL  , on  trouve  un  nombre  différent  de  celui  de  la  corde 
AB  , il  faudra,  faire  cette  réglé  de  trois  : Si  la  corde  trouvée  AB  , 
c*eji-  à-dire , le  nombre  trouve'  en  la  cherchant , vient  du  nombre 
qu*on  a JuppoJe' pour  la  corde  AL/  combien  la  véritable  corde  AB 
donnera-t-elle  pour  la  corde  AL  ? 

29.  Cette  réglé  de  trois  fuppofé  cette  proportion  : Xæ  cor</e  trouvée 
AB  ejl  à la  corde Jùppofee  AL  , comme  la  véritable  corde  AB  ejl  à 
la  vraie  corde  AL  : laquelle  proportion  n’eft  pas  tout-à-fait  exafte  ; 
mais  il  n’y  aura  point  d’erreur  fenfible  dans  le  calcul  en  faifant  l’appli- 
cation de  la  réglé  à de  petits  arcs.  On  ne  s’en  fert  que  pour  trouver 
la  corde  du  tiers  d’un  arc  de  7 degrés  30  min.  ou  de  quelque  autre 
arc  plus  petit.  Au  refte  on  peut  toujours  s’afîurer  fi  le  nombre  trouvé 
eft  effectivement  la  corde  du  tiers  de  l’arc  dont  on  connoît  la  corde  ; 
on  peut , dis- je , s’en  aflurer  en  cherchant  par  l’article  26  quelle  eft  la 
corde  d’un  arc  triple  : car  le  nombre  qu’on  trouvera  doit  être  le  même 
que  la  corde  connue. 

On  emploiera  la  même  méthode  pour  trouver  la  corde  de  la  cin- 
quième partie  d’un  arc  , en  prenant  un  nombre  un  peu  plus  grand 
que  la  cinquième  partie  de  la  corde  connue. 

La  corde  de  7 6 degrés  étant  de  1 2 3 r 3 2 parties , on  trouvera  que 
celle  de  25'*  20'  , qui  eft  le  tiers  de  76'*,  contient  43856  parties,  & 
que  celle  de  1 5“*  1 a' , qut  eft  le  cinquième  de  76**  contient  2645  a 
parties.  On  fuppofe  toujours  le  rayon  de  1 00000. 

S C H O L I E. 

30.  On  peutaifément  trouver  par  les  Problèmes  précédents  les  cordes 
de  tous  les  arcs,  depuis  celui  de  deux  minutes  jufqu’a celui  de  90 
degrés.  La  corde  de  60''  eft  égal  au  rayon , que  je  fuppofe  de  1 00000 
parties.  On  trouvera  donc  la  corde  de  30**  (27),  enfuite  celle  de  1 5“*  > 
puis  celle  de  7**  30'.  Quand  on  aura  trouvé  la  corde  de  7**  50'  , oa 
cherchera  cellç  du  tiers,  c’eft-à-dire,  de  30'.  Enfuite  on  cher- 
chera la  corde  de  la  cinquième  partie , qui  eft  30^  Cette  corde  étant 
connue , on  trouvera  celle  du  tiers  ou  de  1 d.  La  corde  de  1 6 don- 
nera celle  de  i , en  cherchant  la  corde  de  la  cinquième  partie 

4e  fo'* 
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,On  trouvera  auffi  par  les  Problèmes  précédens  les  cordes  des  arcs 
de  4' , de  6 , de  8 , de  1 a , de  1 4 , de  1 6 , de  1 8 , & des  autres 
arcs , de  a'  en  2' , jufqu’à  90“*  •:  les  moitiés  de  toutes  ces  cordes  feront 
•les  finusdes.45  premiers  degrés  de  minute  en  minute.  Or,  quand  on 
aura  les  finus  des  45  premiers  degrés  , on  trouvera  ceux  de.  tous 
les  autres  degrés  jufqu’à  90  par  le  Problème fuivant. 

. PaOBLEHB  IV. 

3 1 . C onnoijjant  le Jlmxs  d^uti  arc  , trouver  fin  cojînus  ou  le  flnus 
de  fin  complément. 

On  connoît  GH,  finus  de  l’arc  GA  : il  s’agît  de  trouver  GL,  finus  fî^.  r, 
de  l’arc  GD^complément  de  GA.  Dans  le  triangle  reétangle  CHG  «n 
connoît  deux  côtés  , favoir , l’hypoténufe  CG  , qui  eft  un  rayon  de 
100000  parties  , & le  côté  GH.  il  faut  retrancher  le  quatre  de  GH  du 
quarréde  CG,  le  refte  fera  le  quarré  de  CH.  Si  donc  on  tire  la  racine 
q narrée  de  ce  refte , on  aura  le  côté  CH  égal  à GL,ftnus  de  l’arc  GI^. 
complément  de  l’arc  GA. 

Pboe'lemeV. 

, 32.  Trouver  les  tangentes  & les  fec antes  des  arcs  dont  on  connoît 
les  Jïnus, 

Soit  l’arc  AD  dont  il  faut  trouver  la  tangente  AB  & la  fécante  CB , fîj.  4,- 
cn  fuppofant  que  l’on  connoît  le  finus  DE.  Je  confidere  que , dans  le 
triangle  reélangle  CED,  on  connoît  deux  côtés,  favoir  le  rayon  CD, 
qui  eft  l’hypoténufe  , & le  finus  ED  i par  conféquent  on  trouvera 
facilement  le  troifieme  côté  CE.  Àprès  quoi , confidérant  que  ce 
triangle  reétangle  CED  eft  femblable  au  triangle  rcélangle  CAB  à 
caufe  de  l’angle  C qui  eft  commun  , je  ferai  la  proportion  fuivante  , 

CE  . CA  : : DE . AB  , dont  les  wols  premiers  termes  étant  connus , 
je  connoitrai  le  quatrième  par  la  réglé  de  trois.  On  connoîtrala  fécante 
CB  , enfaifant  ctt  autre  proportion , CE . CA  : : CD . ÇB,dont  les  trois 
premiers  termes  font  auflî  connus  y puifque  CD  eft  égal  à CA. 

KEMyiRQUR.  Il  paroît  par  les  Problèmes  précédons  qu’on  a 
fbuvent  befoin  de  tirer  des  racines  quarrées  : or , il  arrive  prefque  tou-  ' 
jours  qu’on  ne  peut  faire  exaôement  l’extraûion  delà  racine  quarrée>. 
parce  qu’il  refte  ordinairement  quelque  choie  après  l’opération  , de- 
là vient  qviè  la  plupart  des  finus  , tels  qu’on  les  trouve  dans  les  tables , 

' ne  font  pas  abfolument  exaéts  j mais,  pour  rendre  l’erreur  infenfible 
on  a fuppoié  le  rayon  divilé  en  un  grand  nombre  de  parties  : ce  nom- 
bre eft  ordinairement  10, 000,  oqo  , ou  au  moins  looooc.  Or  il  eft;: 
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facile  de  faire  voir  par  un  exemple , que , quand  on  peut  tirer  exaâre- 
ment  la  racine,  Terreur  eft moindre  à proportion,  lorfqu’on  opéré  fur 
4>n  grand  nombre,  que  lorfqu’on  opéré  fur  un  petit.  Suppofons  qu^on 
veuille  tirer  la  racine  quarrée  de  loi  50  , & celle  de  22,  on  trouvera 
que  celle  de  10150  eîl  100  > & que  celle  de  22  eft  4;  mais  ni  Tune 
ni  Tautre  de  ces  racines  n’eft  exaâe , il  s’en  faut  à peu  près  une  unité. 
Or,  il  eft  évident  que  i eft  moindre  par  rapport  à 100  que  par  rap- 
port à 4 , puifque  1 n’eft  que  la  centième  partie  de  1 00  , & qu’il  eft 
Je  quart  de  4.  Voici  quelques  Théorèmes  qui  appartiennent  encore  à 
à la  conftruÂion  des  tables. 


Théoeemb  I. 

? 

53  B.  Le  rayon  ejl  moyen-proportionnel  entre  le Jînus  (P un  arc  & 
la  fe'cante  de  Jba  complément. 

Démonstration. 

Prenons  pour  exemple  Tare  DG , dont  le  complément  eft  AD  : 
je  dis  que  le  rayon  ou  finus  total  eft  moyen  proportionnel  entre  DF, 
fînus  de  Tare  DG , & CB  fécante  du  complément  AD  j car  DF=CE. 
Or  CE . CA  ::  CD  ou  CA.  CE,  à caufe  des  triangles  re^ngles  CED 
& CAB  qui  font  femblables. 

Il  fuit  de  - là  que  le  quarré  du  rayon  eft  égal  au  reâangle  ou 
aü  produit  du  linus  d’un  arc  par  la  fécante  du  complément  de  cec 
' arc. 

On  peut  mettre  un  des  deux  rapports  de  la  proportion  du  Théo- 
rime  à la  place  de  Tautre  , quand  il  eft  néceflàire. , 

Théorbmb  II. 

3 3 C.  Xfi  rayon  ejl  moyen  proportionnel  entre  la  tafigente  d*un  arc 
O*  la  tangente  de  fon  complément. 

Démonstration. 

AE , Figure  2 , eft  la  tangente  de  Tare  AG , & DL  eft  la  tangente 
du  complément  DG.  Or  , je  dis  que  le  rayon  CA  eft  moyen  propor- 
tionnel entre  AE  & DL  i'car  les  deux  triangles  reétangles  EAC  & 
ÇDL  font  femblables  à caufe  des  deux  angles  alternes  ACE  6c 
CLD  entre  les  parallèles  CA  & DL  : on  aura  donc  la  proportion  , 
AE  . CD  : : CA  ou  CD  . DL. 

Le  quarré  du  rayon  eft  donc  égal  au  produit  de  la  tangente  d’un 
fifc  par  la  tangente  de  fon  complément. 

On 
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Oft  peut  fubftituer  un  des  deux  rapports  de  la  proportion  de  ce 
Théorème  à la  place  de  l’autre  quand  cela  eft  nécelïaire. 

Ces  deux  propofîtions  font  d’un  grand  ufage  pour  les  Tables  des 
logarithmes , des  linus , des  tangentes  & des  fécantes.  En  voici  deux" 
autres  que  nous  ajoutons , dont  l’une  détermine  la  grandeur  de  la 
tangente  de  45  degrés,  & l’autre  celle  de  la  fècante  de  60  degrés, 

Théo&bmb  III. 

53  D.  La.  tangente  45  degrés  ejl  e'gale  au  rayon, 

DiMONSTRATIO-ir. 

F 

f ■ : ■ 

Suppofons  que dans  la  ngure,a , l’arc ;AG , foit  de  45  degrés  ; je 
4is  que  la  tangejpte  AE  eft  égale  au  rayon  CA;  car,  dans  le  triangle 
reétangle  CAE,  l’angle  C,  qui  a pour  mefure  l’arc  AG,  eft  de  45 
degrés:  ainfi,  l’angle  AEC  eft  aulîi  de  45  degrés;  par  çonféqùent,; 
les  deux  cdtés  AE  & AÇ , oppofés à çès  angles;,  font  égaux. 

^ \ s 
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La  fécante  de  60  degrés  ejl  égale  au  diamètre, 

• « 

« 

Démonstration. 

• Suppofons  l’arc  AD , figure  4 , de  60  degrés , il  faut  prouver  que' 
la  fécante  CB  eft  égale  au  diamètre., La  partie  CD. eft. un  rayon; 
ainfi , il  reûe  à faire  voir  que  l’autre  partie  DB  eft  égale  au  rayon.. 
Four  cela,  il  faut  tirer  la  corde  AD,  qui  eft.  égale  au  rayon, 
puifqu’elle  foutient  un  arc  de  60  degrés  ; par  conféquent , le  triangle 
ACD  eft . équilatéral  : donc  chacun,  de  .fes . angles , comme  CAD, 
vaut  60  degrés  ; ainfi,  l’angle  .DAB , complément  de  CAD , eft  de 
30  degrés:  de  même,  l’angle -B  eft  de  30"*,'  parce  qu’il  eft  doniplé- 
ment  dé  l’angle  C , qui  vaut  60  degrés;  ainfi,  le  triangle  ADB  eft 
ifocele , & les  deux  côtés  DA  & DB  font  égaux  ; par  conféquent  DB 
eft  égal  au.  rayon  :.  donc  la  fécante  CB  eft  égale  au  diamètre. 

^ , ê • 4 . * .A 

LA  NATURE  .DES  LOGARITHMES 

• » 

• • . E't  D É LEVÉS  USA  C É i,  • 

• ‘ P t 

Préfentement  on  ne  fe  fert  plus  guere  des  finus , des  tangentes. 
& des  fécantes  pour  les  calculs  de  la  Trigonométrie  : on;  a heureu.^, 
fement  fubftimé . à>  leur,  place  les  logarithmes  des  nombres  quî 

/ i.  F ortie.  Is  Js  - 
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expriment  les  parties  de  ces  lignes.  Nous  allons  faire  fentir  en  général 
l’avantage  qu’on  retire  des  logarithmes , après  cela  nous  en  expli- 
querons en  peu  de  mots  la  nature  & l’ufage. 

33  F.  Tout  le  monde  fait  combien  l’addition  eft  plus  facile  que 
la  multiplication , & la  fouflraétion  que  la  divifion  : ainfî , pour  faire 
fentir  tout  d’un  coup  l’utilité  des  logarithmes,  il  fuffit  de  dire  que» 
par  leur  moyen , on  réduit  la  multiplication  en  addition , & la 
divilion  en  fouflraâion  j en  un  mot , les  logarithmes  font  fi  utiles 
pour  abréger  les  calculs , que  l’on  fait  fou  vent  dans  moins  d’une 
heure , par  leur  fecours , ce  que  l’on  feroit  à peine  dans  un  jour  en 
ne  les  employant  pas.  < -• 

3 5 G.  Les  logarithmes  font  des  nombres  en  proportion  arith- 
métique correfpondants  ‘à-  d’autfrés  nombres  en  proportion  géo- 
métrique : ainfi , fi  on  conçoit  que  les  quatre  nombres  4 , 6 10, 

12,  qui  font  en  proportion  arithmétique , répondent  à ces  quatre 
autres,  20,  40,  50,  100,  qui  fpnt  en  proportion  géométrique» 
les  quatre  premiers  Teront  les  logarithmes  des  quatre  derniers. 
Si , au  lieu  d’une  proportion  » on  fuppofe  une  progrcflîon 
géométrique , les  logarithmes  des  termes  qui  la  compofent  feront 
aufîî  en  progreflion  arithmétique.  Soit  la  progrelfion  géométri- 
que T7  I .2.4.8.  16.32.64,  &c.  & qu’on  prenne  i & 3 pour 
les  logarithmes  des  deux  premiers  termes , les  logarithmes  des 
termes  fuivants  feront  5,7,^,  n,  13.  (On  voit  bien  que  ces 
nombres  1,  3,  5,7,9,  ii,  13,  font  en  progrefliort  arithmé- 
tiquè.)  Afin  de  favoir  quels  font  les  termes  de  la  progrelfion 
arithmétique  qui  répondent  à ceux  de  la  progrelfion  géométri- 
que, on  djfpofe  les  uns  à côté  des  autres  en  deux  colonnes» 
comme  on  les  voit  dans  les  Tables , ou  bien , on  met  les  uns 

fous  les  autres  en  cette  maniéré 

— I, • 5 . 5 . 7.  9 . 11.13 

choifit  quelle  progrelfion  arithmétique  on  veut  pour  répondre 
à une  progrelfion  géométrique  j ainfi , au  lieu  de  celle  que  nous 
venons  d’employer , on  pourroit  prendre  celle-ci  :4-o.i.2.3- 
4.5.6,  dont  zéro  eft  le  premier  terme. 

' 3 3 if.  Dans  les  Tablés  » on  prend  la  progrelfion  géométrique 
I . 10.  100  . jQoo  . .1.0000  . 10000a . 1000000,  &c-  & la 
progrelfion  arithmétique-!-  o . 10000000 . 20000000. 30000000. 
40000000 . 50000000 . 60000000.  Voici  pourquoi  on  prend  de  lî 
grands  nombres  pour  les  termes  de  la  progrelfion:  arithmétique-  11  ne 
£iut  pas  feulement  avoir  les  logarithmes  des:  termes  qui  compofent 
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la  progreflîon  géométrique  qu’on  vient  de  rapporter,  mais  auflî  ceux 
des  nombres  intermédiaires.  Or,  il  y a d’autant  plus  de  ces  nombres 
que  les  termes  de  la  progreflîon  géométrique  font  plus  éloignés  du 
premier:  il  y a 8999  nombres  entre  10006c  10000;  il  y en  a 89999 
-entre  10000  6c  100000;  il  y en  a 899999  entre  100000  6c 
1 000000 , ainfî  de  fuite  ; d’ailleurs  , les  logarithmes  des  nombres 
intermédiaires  entre  deux  termes , font  auffi  des  nombres  intermé- 
diaires entre  les  logarithmes  de  ces  termes:  par  exemple,  les 
logarithmes  des  nombres  entre  les  termes  1 00000  6c  1 000000  font 
entre  leurs  logarithmes  50000000  6c  60000000,  c’eft-à-dire,  qu’ils 
font  plus  grands  que  le  premier  6c  moindres  que  le  fécond.  On  voit 
par- là  qu’il  faut  un  très  grand  nombre  de  logarithmes  intermédiaires 
entre  ceux  des  termes  de  la  progreflîon  géométrique  qui  font 
fort  éloignés  du  premier  ; 6c  par  conféqueht , les  logarithmes  de 
ces  termes  doivent  être  très- différents  entr’eux.  Quant  aux  termes 
qui  font  près 'du  premier,  il  faut  auflî  un  grand  nombre  de 
logarithmes  intermédiaires  à caufe  des  fractions , comme  fî  on 
vouloir  avoir  du  moins  à peu  près  les  logarithmes  de  15^,  de  15J, 
de  1 5|.  On  verra  dans  la  fuite  pourquoi  la  progreflîon  arithmétique 
Commence  par  zéro. 

33/.  Quoique  nous  difions  que  les  logarithmes  font  des  nombres 
en  proportion  arithmétique , il  ne  s’enfuit  pas  que , fi  on  prend 
quatre  logarithmes  dans  une  table , ils  foient  toujours  en  proportion 
arithmétique.  Si  on  choifit,  par  exemple,  les  logarithmes  de  4 , 8, 
10,  12,  ils  ne  feront  pas  en  proportion  arithmétique;  car,  cette 
proportion  ne  doit  fe  trouver  entre  les  logarithmes  que  quand  les 
nombres  auxquels  ils  appartiennent  font  en  proportion  géométrique. 
Or,  les  nombres  4,  8,  10,  12  ne  font  pas  en  proportion  géomé- 
trique ; 6c  par  cpnféquent , leurs  logarithmes  ne  doivent  pas  faire 
une  proportion  arithmétique. 

3 3 Æ.  Le  premier  des  chiffres  qui  cpmpofent  les  logàfithmès 
de  tous  les  nombres,  depuis  l’unité  jufqü’à  1 0,000,000,006 
exclufîvement , eft  appellé  caracie'rijiique.  Dans  le  logarithme  de 
ce  nombre  6c  de  ceux  qui  font  plus  grands , la  caraéïérifiique 
contient  plufieurs  chiffres.  En  général , il  y a autant  d^unités  dans 
la  caraéfériftique , qu’il  y a de  chiffres<  dans  k nombre  avant  celui 
qui  efl  au  ran^  des  unités,  c’efl-à-dire , àvant  le  dernier  : ainfi,  la 
caraélériflique  de  totrs  les  nombres  naturels,  depuis  »ooo  compris 
jufq  u’à  1 0000  exclufivement , efi  3 ; 6c  celle  de  1 0000  6c  de  tous 
ks  nombres  jufqu’à  100000,  eft  4. 
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.En  voici  la  raifon  : le  logarithme  de  lo  n’a  qu’une  unité  pour 
caradlériftique  j ainfî,  cette  earaôériftique  a autant  d’unités  qu’il 
y a de  chiffres  dans  lo  avant  le  dernier:  d’ailleurs,  comme  on  a 
choifi  dans  les  Tables  la  progreffîon  géométrique -H-  i . lo.  looo'. 
loooo,  &c.  pour  les  nombres  naturels,  & la  progreffîon  arithmé- 
tique -7  O . I • 2 • 3 • 4,  &c.  (nous’  omettons  les  7eros)  pour  les 
logarithmes , il  eft  évident  que  le  nombre  des  unités  de  la  caraâé- 
riffique  augmentera  à mefure  que  le  nombre  des  chiffres  croîtra  dans 
les  nombres  naturels. 

Nous  allons  expliquer  l’ufage  des  logarithmes,  & enfuite  nous  ea 
donnerons  les  raifons. 

3 J jL.  Pour  trouver  le  produit  des  deux  nombres  par  le  moyen 
des  logarithmes,  il  faut  chercher  dans  la  Table  leurs  logarithmes 
& les  ajouter  enfemble  , leur  fomme  fera  le  logarithme  du  produit 
qui  fe  trouvera  dans  la  Table  vis-à-vis  de  cette  fomme  : par  exemple, 
fl  je  veux  avoir  le  produit  de  57  par  34,  je  cherché  dans  la  Table 
des  logarithmes  qui  répondent  vis  à*  vis  de  ces  deux  nombres,  je 
trouve  17558749  & ï53H7^9>  j’ajoute  enfemble,  la  lomme 
eft  32873538;  je  cherche  donc  ce  logarithme,  & je  trouve  que  le 
nombre  qui  lui  répond  eft  1 9 3 8 ; ainfi , ce  nombre  eft  le  produit 
de  57  par  34. 

33  J/.  Pour  trouver  le  quotient  d’un  nombre  divifé  par  un  autre 
en  employant  les  logarithmes , il  faut  retrancher  le  logarithme  du 
divifeur  de  celui  du  dividende , le  refte  fera>  le  logarithme  du 
quotient.  Pour  avoir  le  quotient  dû  nombre  9642,  divifé  par  64, 
je  prends  39.841671  & 1806 1800,,  qui  font  les  logarithmes 
de  9642  & de  64,  & je  retranche  le  fécond  du  premier,  le  refte 
2177987 1 eft  le  logarithme  du  quotient-  Qr , en  cherchant  ce  refte 
dans  la  Table , je  trouve  que  le  logarithme  le  plus  approchant 
eft  21760913,  auquel  répond  150,  qui,  par  conféquent,  eft  le 
quotient  cherchéi  mais  il  y a un  refte,  parce  que <2 17791871,  eft  plus 
grand  que  21760913. 

3 3,iV7.  Pour  faire  une  réglé  de  trois  avec  les  logarithmes,  il  faut 
ajouter  enfemble  les  logarithmes  des  deux  moyens  connus , 6c 
setrancher  de  la  fomme  le  logarithme  du  premier  terme , le  refte  fera- 
is logarithme  du  quatrième  terme  cherché  ; ainfi , pour  trouver  le 
quatrième  terme  de  cette  proportion  425  . 1275  >:  634.  x,  j’ajoute 
enfemble  les  deux  nombres  3 1055  102  & 28020895 , qui  font  les- 
logarithmes  des  moyens,  la  fomme  eft  59075995  j enlujte  je 
iietranche  de  cette  fomme  le  nombre  2 6 2 8 3 8 89 qm  eftle  logarithmes 
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du  premier  terme , le  refte  52792106  eft  le  logarithme  de  1902} 
ainfi,  ce  nombre  ipozeft  le  quatrième  terme  cherché.  On  fe  ferc 
aulir  des  logarithmes , Toit  pour  avbir  les  racines  d’un  nombre , foit 
pour  en  trouver  les  puiiTances. 

53  O.  Afin  de  trouver  la  racine  quarrée  d’un  nombre,  il  faut 
prendre  la  moitié  de  fon  logarithme,  ce  fera  celui  de  la  racine 
cherchée;  ainfi,  pour  trouver  la  racine  de  7225,  je  cherche  fon 
logarithme  dans  la  Table,  & je  trouve  58568579,  dont  la  moitié 
19294189  efi  le  logarithme  de  la  racine;  je  cherche  donc  cette 
moitié  dans  la  Table,  & je  trouve  que  c’eft  le  logarithme  de  85  ; 
ainfi  85  efi  la  racine  quarrée  de  7225.  Si  on  vouloir  avoir  la  racine 
cubique  d’un  nombre , il  faudroit  prendre  le  tiers  de  fon  logarithme  , 
ce  tiers  feroit  le  logarithme  de  la  racine  cubique  du  nombre  propofé. 
11  en  eft  de  même  à proportion  des  autres  racines. 

5 5 P.  Pour  élever  un  nombre  à fon  quarré,  il  faut  prendre  le 
double  de  fon  logarithme , ce  fera  le  logarithme  du  quarré  cherché  ; 
je  veux,  par  exemple,  élever  96  à fon  quarré,  je  trouve  dans  la 
Table  que  le  logarithme  de  96  eft  19822712,  dont  le  double 
59645424  eft  le  logarithme  de  92 1 6 ; ainfi,  ce  nombre  eft  le  quarréi 
de  96.  S’il  s’agit  de  trouver  le  cube  d’un  nombre,  on  prend  le  triple 
de  fon  logarithme.  C’eft  la  même  chofe  à proportion  pour^les  autres 
puifiances. 

Ces  différents  ufages  que  l’on  fait  des  logarithmes , font  fondés 
fur  la  notion  que  nous  en  avons  donnée. 

I Il  eft  eifé  de  voir  qu’en  ajoutant  les  logarithmes  de  deux 
nombres , leur  lomme  eft  égale  au  logarithme  du  produit  de  ces 
deux  nombres  ; car  on  fait  que , dans  toute  multiplication , on  a 
la  proportion , l’unité  eft  au  multiplicateur  comme  le  multiplicande, 
eft  au  produit  (Arith.  Liv.  1,  art-  141  )ÿ  par  conféquent , ies 
logarithmes  qui  répondent  à ces  quatre  termes  font  en  proportion- 
arithmétique  : ainfi , la  fomme  des-  moyens  eft  égale  à celle  des 
extrêmes.  Or,  le  premier  extrême,  qui  eft  le  logarithme  de  l’unité ,, 
eft  zéro;  par  conféquent  la  fomme  des  moyens  , c’eft- à- dire,  des-^ 
logarithmes  des  deux  nombres,  eft  égale  au  dernier  extrême,  qui- 
eft  le  logarithme  du  produit. 

. 2^.  Ën  retranchant  le  logarithme  du  divifenr,  du  logarithme  du 
dividende , le  refte  eft  le  logarithme  du  qpotient  : en  voici  la  raifon.. 
£>ans  toute  divifion , on  trouve  la  proportion  fuivante  , le  dividende, 
qft  au  divifeur  comme  le  quotient  eft  à l’unité  ; par  conféqneirt , les- 
logarithmes  de  ces  quatre  termes  font,  en.  ptoportion  ^ithmétique  :■ 
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donc  la  îomme  des  logarithmes  du  dividende  & de  l*unité  eft  égale  . 
à la  fomme  des  logarithmes  du  divifeur  St  du  quotient.  Or,  le 
logarithme  de  l’unité  eft  zéro  dans  la  progrelilon  des  Tables  des 
logarithmes  j ainfî , le  logarithme  du  dividende  ed  égabà  la  fomme 
des  deux  autres:  donc,  en  retranchant  le  logarithme  du  divifeur, 
qui  eft  un  de  ces  deux  derniers,  du  lo^Athme  du  dividende , le  refte 
fera  le  logarithme  du  quotient- 

5 Quand  on  a une  réglé  de  trois  à faire  par  les  logarithmes , il 
faut  retrancher  le  logarithme  du  premier  terme  de  la  fomme  des 
logarithmes  des  moyens,  afin  d’avoir  le  logarithme  du  quatrième 
terme.  Cela  paroît  aftez  par  cé  que  nous  avons  dit  fur  la  multipli- 
cation & fur  la  divifîon. 

4°.  Pour  entendre  la  méthode  de  l’extraélion  de  la  racine  quarrée 
par  les  logarithmes  y il  faut  obferver  que  le  quarré  eft  le  produit  de 
la  racine  multipliée  par  elle-même  ; & par  conféquent  on  a la  propor- 
tion fuivante , l’unité  eft  à la  racine  comme  la  racine  eft  au  quarré 
( Arith.  Liv- 1 , art.  1 4 1 ) : ainfi , le  logarithme  de  l’unité  étant  zéro  , 
celui  du  quarré  eft  égal  à la  fomme  des  logarithmes'des  moyens.  Or, 
ces  logarithmes  des  moyens  font  égaux  ; par  conféquent , le  loga- 
rithme du  quarré  eft  double  du  logarithme  de  la  racine  ; & pour 
l’extraétion  de  la  racine  cubique , on  fera  attention  que  le  cube  d’un 
nombre  eft  le  produit  de  fon  quarré  par  ce  nombre  qui  eft  la  racine  : 

' on  a donc  la  proportion , l’unité  eft  à la  racine  comme  le  quarré  eft 
au  cube  ( Arith.  Liv.  I , art.  141)5  & par  conféquent , le  logarithme 
du  cube  eft  égal  à la  fomme  des  logarithmes  de  la  racine  ou  du 
nombre  & du  quarré.  Or , le  logarithme  du  quarré  eft  double  de 
celui  deia  racine  j par  conféquent , le  logarithme  du  cube  eft  triple 
du  logarithme  de  la  racine. 

5^.  La  ihéthode  de  trouver  le  quarré  & le  cube  d’un  nombre  par 
les  logarithmes , eft  évidente  après  ce  que  nous  venons  de  dire. 

3 5 Q.  Rb  ma  r qjj  e.  On  peut  voir  préfentement  que  ce  n’eft 
pas  fans  raifon  que , dans  les  Tables  des  logarithmes , on  a pris  zéro 
pour  logarithmes  de  l’unité  : fans  cela  il  faudroit , pour  la  multipli- 
cation , retrancher  le  logarithme  de  l’unité  de  la  fomme  des  loga- 
rithmes du  multiplicande  de  du  multiplicateus  ; & pour  la  divifton  , 
il  faudroit  ajouter  le  logarithme  de  l’unité  au  logarithme  du  divi- 
dende , 6c  retrancher  enfuite  de  la  fomme  le  logarithme  du  divifeur  ; 
ainfî , dans  ces  deux  premiers  cas , on  feroit  obligé  de  faire  une 
opération  de  plus  que  l’on  ne  fait.  Ce  feroit  la  même  chofe  pour  le 
quatrième  & le  cinquième  cas.  ^ 
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^ ^ R.  Ljss  logarithmes  des  iînus , des  tangentes  &.  4es  fécantes , 
font  appeliés  finus , tangentes  & fécantes  artificielles  pour  les  difiin- 
guet/  des  finus,  des  tangentes  & des  fécantes  véritables,  que  Pon 
appelle  finus,  tangentes  Sc  fécantes  naturelles , ou  fimplement  finus , 
tangentes  & fécantes. 

Remarque.  Dans  Pufage  ordinaire,  on  retranche  les 
deuxderniefs  chiffres  de  chaque  logarithme  pour  abréger  le  calcul  ^ 
& le  refte  fuffit , à moins  qu’on  n’ait  befoin  d’une  exaébitude  entière , 
comme  il  arrive  fou  vent  dans  les  calculs  aftronomiques.  Lorfqu’on 
retranche  ainfi  les  deqx  dernier^  chiffres , s’ils  valent  plus  de  50,  on 
ajoute  une  unité  au  dernier  chiffre  du  refie  pour  plus  grande 
exaélitude  ; mais , s’ils  valent  moins  de  50 , on  n’ajoute  rien  au  relie: 
enfin , s’ils  valent  50 , on  peut  ajouter  ou  non  une  unité.  S'il  s’agit, 
par  exemple,  du  logarithme  de  7225,  qui  efl  38588379, 
prend  385884,  à caufe  que  les  deux  derniers  chifhes  79  valent  plus . 
de  50.  Cette  pratique  èft  fondée  fur  ce  que  la  valeur  des  chiffres 
d’un  nombre  augmente  en  proportion  décuple  en  allant  de  droite  à 
gauche  : car,  de  là  il  s’enfuit  que,  fi  les  deux  chiffres  retranchés  font 
plus  de  50 , ils  valent  plus  de  la  moitié  d’une  unité  du  chiffre  précé- 
dent; s’ils  font  moins  de  50,  ils  valent  moins  que  la  moitié  d’une 
unité  ; enfin , s’ils  font  précifément  50 , ils  valent  jufle  la  moitié  d’une 
unité  : ainfi , dans  notre  exemple , en  ajoutant  une  unité  à 3 , c’efl- 
à-dire,  en  mettant  4 au  lieu  de  3 , le  nombre  approche  plus  du 
véritable  logarithme  que  fi  on  laiffoit  3 , parce  que  les  deux  chiffres' 
retranchés  79  valent  plus  de  la  moitié  d’une  unité  du  3. 

Nous  avons  fait  imprimer  in- 8“  des  Tables  des  Sinus,  des 
■ Tangentes  > des  Sécantes , de  leurs  Logarithmes  & ceux  des  Nombres 
naturels.  Comme  la  perfection  de  ces  fortes  d’ouvrages  confifle 
fur-tout  dans  l'a  correétion  , on  a pris  toutes  les  précautions  nécef- 
faires  pour  éviter  les  fautes , comme  il  paroît  par  la  Préface  & un^ 
Avertiffement  qui  efl  à la  tête  : on  trouvera  après  cet  Avertiffement 
une  explication  de  la  maniéré  de  fe  fervir  de  ces  Tables. 

F R O P O S l TI  O-N  S QUI  RENFERMENT 

LA  T H io  R i i DR  LA  TrICONOMETRI  B. 

Âprhs  tout  ce  que  nous  avons  dit  fur  les  finus , les  tangentes  8c 
les  fécantes , il  ne  fera  pas  difficile  d’entendre  ce  que  nous  avons  à 
dire  fur  la  Trigonométrie  reCtilig<ne , qui  efl  entièrement  fondée  fur 
quelques  Théorèmes  que  nous  ^ons  démontrer  ; 8c  enfuite  poust 
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expoferons  les  Problèmes  généraux , dont  les  Problèmes  particuliers 
pour  mefurer  des  longueurs , telles  que  font  la  didance  & la  hauteur 
des  objets,  ne  font  que  des  applications. 

Pour  abréger  le  difcours , nous  marquerons  dans  la  fuite  les  Hnus 
des  angles  dont  nous  parlerons,  en  mettant  une  S devant  les  lettres 
qui  défigneront  les  angles  : par  exemple , au  lieu  d’écrire  le  finus  de 
l’angle  BAC , nous  écrirons  SBAC  j fi  l’angle  n’eft  défigné  que  pat 
une  feule  lettre , comme  A , on  écrira  SA  pour  fignifier  le  finus  de 
l’angle  A. 

THéoHBMB  I. 

* 

3 4.  Dans  tout  triangle  , les  finus  des  angles  Jhnt  entr*eux  comme 
les  côtes  offofès  à ces  angles. 

5.  ^Soit  le  triangle  BAC , que  je  fuppofe  infcrit  dans  un  cercle  , 
(ce  qui  eft  toujours  poffible  ) je  dis  que  le  côté  AB  eft  au  côté  AC  , 
' comme  le  finus  de  l’angle  C , oppofé  au  côté  AB , eft  au  finus  de 
l’angle  B , oppofé  au  côté  AC , ou  alternando  » AB  .SC  : : AC . SB. 

Dsmoustratiob. 

L’angle  C étant  infcrit , a pour  mefure  la  moitié  de  l’arc  AB , 
fur  lequel  il  eft  appuyé.  Or  , le  finus  de  la  moitié  de  l’arc  AB  eft 
la  moitié  de  la  corde  AB  ( p)  : donc  cette  moitié  de  corde  eft  aufiî 
le  finus  de  l’angle  C , oppofé  au  côté  AB.  Pareillement , l’angle  B 
• a pour  mefure  la  moitié  de  l’arc  AC.  Or,  le  finus  de  la  moitié  de 
l’arc  AC  eft  la  moitié  de  la  corde  AC  : donc  la  moitié  de  cette 
corde  eft  aufiî  le  finus  de  l’angle  B \ par  conféquent , les  finus  des 
angles  font  les  moitiés  des  côtés  oppofés.  Or , les  moitiés  font  comme 
les  tous  : donc  AB . AC  : : SC . SB,  ou,  ce  qui  eft  la  même  chofe, 
SC  .SB  : : AB  . AC.  On  démontreroit  de  la  même  maniéré  que 
AB  . BC  : : SC  . SA , ôc  que  AC  . BC  : : SB . SA,  ou  alternando  , 
AB.SC::BC.SA,& AC.SB::  BC.SA. 

Quoique  les  finus  des  angles  foient  entr’eux  comme  les  côtés 
oppolés , il  ne  s’enfuit  pas  que  les  angles  même  foient  entr’eux 
comme  les  côtés  oppofés , parce  que  les  finus  ne  font  pas  propor- 
tionnels aux  angles , comme  on  en  a averti , art.  1 1 . 

« 

L E M M E I. 

35.  Lorjque  deux  quantités  font  inégales  , la  plus  grande  ejl  égale 
à la  moitié  de  la  fomrne,  plus  à la  moitié  de  la  différence  ; & la 
plus  petite  ejl  égale  à la  moitié  de  La  fomme  moins  la  moitié  de 
la  différence* 

51 
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Si  on  a , par  exemple,  deux  nombres  dont  la  fommefoit40 , 8c 
la  différence  foie  8 , le  plus  grand  de  ces  deux  nombres  efl  égal  à la 
moitié  de  40  , plus  à la  moitié  de  8 , ces  deux  moitiés  font  20-I-4 
£=24  ; & le  plus  petit  des  deux  nombres  efl  égal  à la  moitié  de  la 
fomme  moins  la  moitié  de  la  différence , c*efl- à-dire , à 20 — 4=1 6. 

Pour  démontrer  cette  propolition  , nous  fuppoferons  deux  lignes  fî^. 
inégales  jointes  enfemble , comme  AB  &BD,  qui  peuvent  repréfen- 
ter  toutes  fortes  de  grandeurs  inégales.  Ayant  partagé  AD  en  deux 
parties  égales  au  point  G , & pris  AE=BD.  i ®.  11  eft  évident  que 
AD  eft  la  fomme  des  lignes  AB  & BD.  2®.  AC  ou  CD  eft  la  moitié 
de  cette  fomme.  3®.  EB  eft  la  différence  ou  Pexcès  de  AB  fur  AE.  Or , 
par  l’hypothefe  AE=BD  : donc  EB  eft  aulîî  la  différence  de  AB  8c 
de  BD.  4°.  CE  ou  CB  eft  la  moitié  de  la  différence  EB  : car  les  deux 
lignes  AG  & CD  étant  égales , fi  on  retranche  les  parties  égales  AE 
& BD  , les  reftes  CE  & CB  doivent  être  égaux  , 6c  par  conféquent 
ils  font  chacun  la  moitié  de  la  différence  EB.  Cela  pofé , il  eft  facile 
de  faire  voir,  1®.  que  la  plus  grande  des  deux  lignes  propofées , fa  voir 
AB , eft  égale  à la  moitié  de  la  fomme , plus  la  'moitié  de  la  diffé> 
rence  ; 2®.  que  la  plus  petite , qui  eft  BD  , eft  égale  à la  moitié  de. 
la  fomme  , moins  la  moitié  de  la  différence» 

DiMO'tfSTKATIOir. 

- - • 

I.  Partie.  AB=AC-|-CB.  Or , AC  eft  la  moitié  de  la  fomme 
des  lignes  AB  6c  BD  , 6c  CB  eft  la  moitié  de  leur  différence  EB  : 
donc  AB  eft  égale  à la  moitié  de  la  fomme ,,  plüs  la  moitié  de  la 
différence. 

II.  Partie.  BD=CD — C6.  Or  CD  eft  la  moitié  de  la  fomme , 

6c  CB  la  moitié  de  la  différence.  Par  conféquent  BD  eft  égale  à la 
moitié  de  la  fomme , moins  la  moitié  de  la  différence  : ce  qu’d 
falloir  démontrer. 

C O a O X £ A I a B. 

36.  CB  eft  Pexcésde  CD  fur  BD  j c*eft-à-dire , que  CB  eft  Pexcés' 
de  la  moitié  de  la  fomme  des  deux  lignes  AB-  8t  BD  fur  la  plus- 
petite.  Or , on  vient  de  voir  que  cet  excès  CB  eft  la  moitié  de  la 
différence  de  ces  deux  lignes  : on  peut  donc  dire  en  général  que 
Pexcèsde  la  moitié  delà  fomme  de  deux  grandeurs  fur  la  plus  petite», 
eft  la  moitié  de  leur  différence. 


IL  FartU. 
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TRIGONO  MÉTRIE. 
L E M M E II. 


5 7 . Dans  tout  triangle  , comme  BAC  , fi  on  prolonge  vers  D le 
côté  AB  ( je  fuppofe  AB  plus  grand  que  l’autre  côté  de  l’angle  A)  , 
en  forte  que  AD  Joit  égal  à l*  autre  côté  KC  , & qu’onjoigne  les  deust 
points  D fi*  C par  la  ligne  DC  > afin  d*  avoir  le  triangle  ijôcele  D AC  : 
fi  en  fuite  on  tire  du  Jhmmet  A de  ce  triangle  , la  perpendiculaire  AF 
fur  la  haje  DC  » je  dis  , i que  FD  ejl  la  tangente  de  la  demi-fommt 
des  angles  B fi*  C qppofés  aux  côtes  AC  fi*  AB.  Par  exemple  , fi  les 
deux  angles  B 6c  C pris  enfembie  valent  1 1 6 degrés  > la  ligne  FD  fera 
la  tangente  d’un  angle  de  5 8 degrés  ( 5 8 efi;  la  moitié  de  la  fomme 
1 16). 

Car  l’angle  CAD  eft  extérieur  par  rapport  aux  angles  B 6c  C du 
triangle  BAC  ; parconféquent  il  efi  égal  à ces  deux  angles  pris  enfem» 
ble  ( Liv.  11  ,art.  1 7 .):  mais  cet  angle  CAD  efi  partagé  en  deux  par- 
ties égales  par  la  perpendiculaire  AF  ( Liv.  II , art.  24  ) i donc  l’an- 
gle DAF  efi  la  moitié  de  la  fomme  des  angles  B 6c  C.  Or,  la  ligne  FD 
perpendicul^ùre  fur  AF  eft  la  tangente  de  cet  angle , comme  il  pa- 
roîtra  en  décrivant  l’arc  FG  du  centre  A , Ôc  de  l’intervalle  AF  $ 
donc  la  ligne  FD  efi  la  tangente  de  la  demi- fomme  des  angles  B 6c  C. 

Si  on  tire  encore  la  ligne  AE  parallèle  à BC , hafe  du  triangle  BAC, 
je  dis  .y  2®.  que  EF  ejl  latangenie  de  la  demi-différence  des  mimes  angles 
B fi*  C.  Par  exemple , fi  la  différence  des  angles  B 6c  C eft  54  degrés, 
la  ligne  FË  fera  la  tangente  d’un  angle  de  1 7 degrés. 

C^r  l’angle  DAF  efi  égal  à la  moitié  de  la  fomme  de  ces  deux  an- 
gles , comme  on  vient  de  le  prouver  ; d’ailleurs  l’angle  DAE  efi  égal 
au  plus  petit  des  mêmes  angles  , favoir  à l’angle  B , à caufe  des  lignes 
AE  6c  BC , qui  font  fuppofées  parallèles  i donc  l’angle  ÉAF , qui  eft  ■ 
l’excès  de  l’angle  DAF  fur  DAE  ^ efi  la  moitié  de  la  différence  des 
angles  6 6c  C (^6)>  Or , la  tangente  de  cet  angle  EAF,  efi  la  ligne 
droite  FE  perpendiculaire  fur  le  rayon  AF  de  l’arc  FG  ^ donc  FE  en  la 
tangente  de  la  demi- différence  des  angles  oppofés  B6cC. 

Thbo&bhb  il 


^8.  Dans  tout  triangle  , comme  BAC  » qui  n* efi  pas  équilatéral ^ 
fi  on  prend  deux  côtés  inégaux  , la  Jùmrne  de  ces  deux  côtés  , tels  que 
AB  fi*  AC  ^ejl  k leurdifférenctyComme  la  tangente  de  la  demi-fomme 
des  angles  C fi*  B ofpojes  aux  deux  côtés  ^ èfi  la  tangente  de  la  demi- 
différence  de  ces  angles. 

3uppofant  les  lignes  tirées  comme  dans  le  fécond  Lemme  , il 


i 


TRIGONOMÉTRIE  a^7 

fant  encore  mener  du  point  F la  ligne  FH  parallèle  à BC , bafe  du  Fi;, 
triangle  propofé  BÂC.  Cela  pofé  : 

1**.  11  eft  évident  que  DB  eft  égale  à la  fomme  des  côtés  AB  flc 
AC}  puifque  par  la  conffaruâion  AD^AC.  Le  double  de  AH  eft 
égal  à la  différence  des  côtés  AB  & AC  ou  AD  j car  la  ligne  AF  étant 
perpendiculaire  fur  DC  > bafe  du  triangle  ifocele  DAC , elle  coupe 
cette  bafe  en  deux  parties  égales  au  point  F (Liv.  II.  art.  24  ) ; par 
conféquentla  ligne  FH  coupe  aufli  DC  en  deux  parties  égales  , piiif- 
qu’elle  eft  tirée  du  point.  F : donc  cette  ligne  FH  étant  parallèle  à la 
la  bafe  BC  de  Pangle  BDO  > il  faut  aufli  qu’elle  divife  également  Tau> 
tre  côtéDBde  cette  angle  (Liv.  I,art.  15 1 & i6â)  jpar  conféquenr» 
DH  eft  la  moitié  de  DB  > c’efl-à  dire  , de  la  fomme  des  côtés  AB 
& AC  ou  AD.  Or , AH  eft  Pexcés  de  DH  fur  le  petit  côté  AC  ou  ADq 
donc  par  le  Corollaire  (36)  du  premier  Lemme , AH  eft  la  moitié  de 
la  différence  des  côtés  AB  & AC}donc  le  double  de  AH  eft  la  diffé* 
rence  entière  de  ces  côtés. 

Ainfi  DB  eft  la  fomme  des  côtés  AB  Sc  AC  ; le  double  de  AH  eft  la 
diflerenre  de  ces  côtés  ; d’ailleurs  on  a fait  voir  dans  le  fécond  Lemme  ^ 
que  FD  eft  la  tangente  de  la  demi-fomme  des  angles  C & B,  oppofés 
aux  deux  côtés , & que  F£  eft  la  tangence  de  la  demi-différence  d& 
ces  angles- 11  ftuit  donc  prouver  que  DB  eft  au  double  de  AH , comme 
FD  eft  à FE. 


DiirONSTRATIOir, 

L’angle  HDF  ayant  deux  bafes  parallèles , favoir , AE  & FbE 
par  la  fuppofltion , on  a la  proportion  ( Liv.  I , art.  152)  DH.  AH  : : 
FD.  FE  : par  conféquent,  fi  on  double  les  deux  termes  de  la  première 
raifon  , la  proportion  fubfiftera  toujours  ; on  aura  donc  la  pro> 
portion  y le  double  de  DH  , qui  eft  DB  , eft  au  double  de 
AH  : : FD  . FE  : c’eft- à-dire  , que  la  fomme  des  côtés  AB  Sc 
AC  eft  à leur  différence  , comme  la  tangente  de  la  moitié  de  la  fomme 
des  angles  B & C eft  la  tangente  de  la  moitié  de  leur  différence  : ce 
qu’il  £iUoic  démontrer. 

THéoainiB  III. 

3 9.  Dans  un  triangle  fcalene  , comme  BAC  > c^efi-k-  dire  , dont  Fig. 
Jes  trois  côtés  font  inégaux  , le  grand  côte  BC  ejl  àla  fomme  des 
deux  autres  AB  ^ AC  , comme  la  différence  de  ces  deux  ejlkla  dif 
Jkrence  des  fegments  du.  grand  côté  diyifé^o-r  la  perpendiculaire  AD- 
tirée  de  V angle  oppofé  A. 

!•  Vif, 


\ 
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aiî8  TRIGONOMÉTRIE. 

£!g-  8.  Du  point  A , comme  centre  , & de  l’intervalle  du  moindre 
côté  AC , décrivez  une  circonférence  , & prolongez  le  côté  AB 
au-delà  du  point  A , jufqu’à  la  rencontre  de  la  circonférence.  i°.  Le 
petit  côté  AC  étant  égal  à la  ligne  AF , parce  que  ce  font  des 
rayons  du  même  cercle , il  s’enfuit  que  la  ligne  BF  eft  égale  à la 
fomme  des  côtés  AB  & AC.  £n  fécond  lieu , BG  eR  la  différence  des 
côtés  AB  & AC  , parce  que  le  petit  côté  AC  eft  égal  à 
AG.  Enfin,  la  perpendiculaire  AD  coupant  la  corde  £C  en  deux 
parties  égales  au  point  D ( Liv.  I , arc.  105  ),  il  eft  évident  queBE 
eft  la  différence  des  fegments  BD  & DC  du  grand  côté  BC.  11  faut 
donc  prouver  que  le  grand  côté  BC  eft  à BF , fomme  des  deux  au- 
tres, comme  leur  différence  BG  eft  à B£,différence  des  deux  fegments 
du  grand  côté  : ce  qui  fe  réduit  à cette  proportion  BC . BF  ; : BG . B£. 

DixONSTRAXIOH. 

Confidérez  que  les  deux  lignes  BC  & BF  font  deux  fécantes  exté- 
rieures , qui  font  tirées  du  même  point  B ; par  conféquent  la  fécante 
BC  & fa  partie  B£  hors  du  cercle  , font  réciproques  à l’autre  fécante 
BF  & à la  partie  BG  hors  du  cercle  ( Liv.  I , art.  1 66  ).  On  a donc 
la  proportion  , BC . BF  ; : BG.  B£.  Ce  qu’il  falloit  démontrer. 

Pour  entendre  l’énoncé  du  Théorème  fuivant , il  faut  remarquer 
que , fi  on  prend  un  de  ces  côtés  A£ , Fig.  17 , Planche  XllI , de 
l’angle  droit  du  triangle  reftangle  A£C  pour  rayon  d’un  cercle  qui 
ait  pour  centre  le  point  A , l’autre  côté  C£  de  cet  angle  fera  la  tan- 
gente de  l’angle  CAE  oppofé  au  côté  CE.  Cela  paroîtra , fi  on  con- 
çoit un  arc  décrit  du  point  A comme  centre  & de  l’intervalle  AE.  Oa 
le  fera  voir  plus  particuliérement  en  parlant  de  la  réfolütion  des  trian- 
, gles  reélangles.  Avant  de  voir  la  démonftration  de  ce  Thérorême , il 
faut  relire  ce  que  nous  avons  prouvé  dans  le  fécond  Livre  , article 
147  B.  6c  fuivants,  jufqu’à  l’article  148. 

THiORSMB  IV. 

« 

B.  Le  produit  du  demi-perimetre  d*  un  tt  iansle  par  la  différence 
du  côté  oppofé  à un  des  angles  du  triangle  ^ e fl  k la  furface  de  ce  trian~ 
gle  t comme  lejînus  total  ouïe  rayon  ejl  k la  tangente  de  la  moitié  de 
cet  angle. 

Quand  nous  difons  différence  d’un  côté , il  faut  toujours  entendre 
la  différence  de  ce  côté  au  demi-périmetre , ou  à la  demi-fomme 
des  trois  côtés. 


i 
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' T R î G O N O M É T R 1 1:,  ’ 

Soit  le  triangle  BAD , dans  lequel  on  a infcrit  Je  cerclé  EFG  qui 
« pour  centre  le  point  C,  & qui  touche  les  côtés  du  triangle  aux  points 
E , F , G.  Le  triangle  AEC  eft  reftangle  en  E , parce  que  le  rayon  CE 
eft  perpendiculaire  au  point  de  contingence  E (Liv.  I,  art.  1 1 5)  :ainfi 
on  peut  regarder  le  côté  AE  comme  finus  total  ou  comme  rayon  d*un 
cercle  qui  auroit  pour  centre  le  point  A , & le  côté  CE  comme  la  tan-  ’ 
genre  de  l’angle  CAE  , qui  eft  ( Liv.  II , art.  147  C ) la  moitié  de 
l’angle  total  BAD.  D’ailleurs , le  demi- périmètre  eft  DB-|-AE  (Liv. 

II , art.  147  £)  ) î & par  conféquent  AE  eft  la  différence  du  côté  BD 
au  demi-périmetre , lequel  côté  eft  oppofé  à l’angle  total  BAD.  il 
faut  donc  prouver  que  le  produit  du  demi-périmetre  par  AE  eft  à la 
furface  du  triangle , comme  AE  eft  à CE. 

DiMOHSTRATIOir. 

La  iurface  du  triangle  étant  égale  au  produit  de  la  moitié  de 
fon  périmètre  par  la  perpendiculaire  CE  (Liv. II  ,1472?  ) nous 
avons  dans  la  proportion  dont  il  s’agit,  deux  produits  qui  ont  pour 
racine  commune  le  demi-périmetre  : ces  produits  font  celui  du  demi- 
périmetre  par  AE , & la  furface  du  triangle.  Donc  ces  deux  produits 
font  entr’eux  comme  les  produifants  inégaux  AE  & CE  ; ainli  on  a la 
proportion , le  produit  du  demi- pénétré  par  la  différence  AE  eft  à 
la  furface  du  triangle  total , comme  AE  eft  à CE  : ce  qu’il  falloir 
démontrer. 

Préparation  au  Théorème  suivant. 

3 9 C.  Soit  le  triangle  BAD , Fig.  1 7 , Planche  XIII , le  cercle  inf-  wfncV' 
crit  EFG , les  rayons  CE , CF  &CG  menés  aux  points  de  contingen- 
ce , &1es  lignes  CA , CB  , CD  aux  fommets  des  angles.  Il  faut  pro- 
longer le  côté  AB  jufqu’à  ce  que  BH  foit  égal  à la  partie  GD  : ainfi 
la  ligne  AH  fera  le  demi-périmetre  du  triangle  (Liv.  II,  art.  147Z)  ), 
parce  qu’il  contient  le  côté  entier  AB , plus  le  prolongement  BH  égal 
à GD.  On  élevera  du  point  H la  perpendiculaire  HP  fur  le  côté  AB  , 

& on  la  prolongera  jufqu’à  ce  qu’elle  rencontre  la  ligne  ACP.  On 
prendra  auffi  fur  les  côtés  AB  & AD , prolongés , les  parties  HL  8c  DM 
égales  chacune  à BG  : enfin , on  tirera  du  point  P les  lignes  PB  , 

RD  , PL  & PM.  Nous  allons  faire  voir  d’abord  que  les  triangles  CGB 
& BHP  font  femblables  : ce  fera  une  préparation  à la  démonftration 
d U Théorème  fuivant. 

DM  ayant  été  prife  égale  à BG , AM  fera  le  demi-périmetre 
( liv;  11,^  arL  147  Z>  ) : ainfi  les-  lignes  AH  & AM  font  égales  j 


STù  TRIGONOMÉTRIE. 

Fig;  17.  d’ailteon  Sangle  BAD  eft  coupé  en  deux  pafttes  égales  par  la  ligne 
ACP  C Uv.  11 , art.  1 47  C ) : de  plus , le  coté  AP  ell  commun  aux 
deux  triangles  AHP  & AMP  > ainli  ces  deux  triangles  Tont  égaux  en 
tout  ( liv.  II,  art.  29  ).  Or,  l’angle  H du  premier  efi  droit  par  la 
conilruédon  : ainfî  l’angle  M du  fécond  eft  droit  pareillement.  De 
‘même  les  triangles  LH  P êt  DMP  font  égaux  en  tout  : car  lesc6té$ 
HL  1 DM  font  égaux  chacun  à 6G  ; les  côtés  PH , PM  font  aufli 
égaux  entr’eux  : d’ailleurs , les  angles  H , M font  tous  deux  droits. 
Ainfî  les  deux  hypoténufes  PL , PD  font  égales.  Or , ces  lignes  font 
les  bafes  des  angles  PBL  & BPD  qui  ont  le  côté  commun  BP  ; de 
plus , les  deux  autres  côtés  BL  & BD  font  égaux  par  la  confîruôion 
ainfî  ces  deux  angles  font  égaux.  Cela  pofé , l’angle  BCG  efî  égal  à 
l’angle  PBH  : car  dans  le  quadrilatère  BECG  les  quatre  angles  B , 
E , C , G pris  enfemblc  fèntégaux  à quatre  angles  droits  : d’ailleurs , 
les  deux  angles  E ôc  G font  chacun  droits  j ainfî  la  fomme  des  deux 
autres  B & C vaut  deux  angles  droits.  Pareillement  la  fomme  des 
angles  EBG  , GBH  efî  égale  à deux  angles  droits  : donc  en  ôtant 
l’angle  commun  EBG , les  deux  autres  ECG  ôe  GBH  feront  égaux. 
Or , l’angle  BCG  eft  la  moitié  de  l’angle  ECG , parce  que  les  deux 
triangles  CEB  ôc  CGBfont  égaux  en  tout  ^ ôc  l’angle  PBH  ou  PBL 
efî  aufîî  la  moitié  de  l’angle  : donc  ces  angles  BCG  Ôc  PBH 
font  encore  égaux.  De  plus  ^ les  angles  G ôc  H font  droits  : ainfî  les- 
triangles  CGB  ôc  BHP  font  femblables.  Or  , c’eft  par  la  fimilitudc 
de  ces  triangles  que  nous  allons  démontrer'que  la  furface  du  triangle 
BAD  eft  moyenne  proportionnelle  entre  le  produit  du  demi- péri  me* 
tre  AH  par  la  différence  AE,  ôc  celui  des  deux  différences  BG  ôc  GD;. 

T H i O B i M B y. 

-V 

' V 

3 9 D.  L*aire  ou  la.  Jiuface  à* un  triangle  ejl  moyenne  proportion^- 
Belle  entre  le  produit  du  demi- périmètre  ou  de  la  demi- fomme  des  trois: 
aôtés  ,par  la  différence  d*un  des  cotés  > & U produit  des  dfférences  des^ 
deux  autres  côtés. 

AE  eft  la  différence  du  côté  BD  (liv.  Il,  art.  147  Z);  de  mêmer 
BG  ôc  GD  font  les  différences  des  côtés  AD  ôc  AB  au  demi-périme«' 
tre.  11  faut  donc  prouver  que  la  fuiface  du  triangle  BAD  eft  moyenne 
proportionnelle  entre  lepcoduicdu  demi-périmetre  AH  par  AE  ,âcc 
celui  de  BG  par  GD. 

DsMOHSTRA.TIOlr. 

Bat  k Théorème.  IV  k produit  de  la  deml-fomme  des  troia» 

/ 


T R î G O N G M é T R î E.  - tft 

côtés  du  trwmgle  BAD  pax  différeuce  A£  ed  à ki  Curface  du  trian-  Pig- 17. 
gle  cotnm^  AË  eR  à CÊ  , uu  à caufe  des  triangles  reâangles  femr  xiii.' 
fables  A£C  J coimne  AH  êR  à PH.  Or^  eu  mukifuiant  AH 
èc  PH  par  la  même  grandeur  CO  , ppus  aurons  AH  «R  à PH  comme 
AHxCG  eR  à PHxCG  : done  le  produit  de  la  demi'fomtne  par  h ' 
différence  A£  eR  à la  furface  du  triangle  comnie  AHxCG  eR  à 
J’HxCXj.  Or , AHxCG  <pR  ïa  Ajrfece  du  triangle  : d’ailleurs  ♦ à càufe 
des  triangles  femblables  CGB  t BHP  J on  a la  proportion  CG*  BG  : t 
^H  ou  GD  . PH  : aiûfi  BGxGD=iGGXPH  ou  PHxCG  j.  pàr  confô- 
quent  le  produit  de  la  demi-  fomme  par  la  différence  A£  eR  à la 
furface  du  triangle , -cotnmü  éfetfe  futface  en  au  produit  des  deux 
différences  £G  & GD  ce  qu’il  falloit  démontrer. 

^9  A.  On  peut  par  ce  Théorème  trouver  ^ fans  le  fecours  dôs 
Tables  des  Rnus  & des  logarithmes , la  furface  d’un  triangle  dont 
on  connoîc  les  trois  côtés  : il  faut  ajouter  enfemble  les  trois  côtés , 

& prendre  la  moitié  de  la  fomme  j enfuite  on  cherchera  la  diffé- 
rence de  chacun  des  côtés  à la  demi-fomme  y ce  qui  fe  trouve  eii 
ôtant  féparément  chacsin  des  trois  côtés  de  la  demi-fomme.  Oh 
multipliera  après  cela  la  demi-fomme  parla  différence  d’un  des 
côtés  , le  produit  fera  le  premier  terme  de  la  proportion  du  Théo;- 
rême  ( on  peut  prendre  indifféremment  laquelle  des  trois  différences 
on  voudra  pour  multiplier  la  demi  - fomme  ):  enfuite  on  mul- 
tipliera les  deux  autres  différences  l’une  par  l’autre } le  produit  fera 
lè  dernier  terme  de.cettie  proportion  <x>ntiniiie  donc' le  triangle  eR  le 
moyen  proporticmnel.  Si  donc  on  muhiplie  ces  deux  produits  fun 
par  l’autre  > le  nouveau  produit  qui  en  viendra  fera  le  quarté  du 
moyen  terme  , c’eR-^dire  » . ;de  la  furface  du  triangle  ; par  confé- 
quem  fî  on  tire  la  racine  quarréô  de  ce  dernier  produit  > ce  fera  la 
furface  cherchée. 

Je  fuppofe  que  les  trois' côtés  d’un  triangle  fcaitafSOj  , 
.1234,  la  fomme  fera  5040  ^ la  demi* fomme  25^0 , les  trois  düfê- 
rences  ^ 864 , t zy6 , le  prodiât  de  29  par  ht  différence  ' 3 éo 

cR  907  200)  celui  des  différences  864»  Tapé  eR  K 19744.  Or  , 

B on  multiplie  cés  cUux  produits  l’uil  pàr  d’autre,  & qo’on  dre  la 
racine  du  noUveau  produit  lyOïçy 831, 7564 &60  qui  vient  de 
cette  multiplication  , on  aura  1 007884 , qui  fera  la  ihr&ce  du  sriaià. 
gle  propofé  } enfortâ  que , fi  les  trois  nombres  qui  expriment  les  côtés 
fignifient  des  pieds  en  longueur , la  racine  1007884  marqueta  des 
pieds  quand*.  ..... 

39  F.  La  furface  étant  connue  , on:  {muexa.  trouver  fat  pécpetl- 
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dicutaire  tirée  de  Fangle  oppofé  à un  des  cotés  , par  exemple  , 
au  plus  grand , il  n’y  a qu’à  divifer  le  nombre  qui  exprime  la  fur* 
face  par  la  moitié  de  celui  qui  défigne  ce  côté  , le  quotient  fera  la 
perpendiculaire  cherchée,  parce  que  la  furface  eR  égale  au  produit  de 
la  perpendiculaire  par  la  moitié  de  la  bafe.  Si  le  grand  côté  que  nous 
pretmns  ici  pour  bafe  eR  un  nombre  impair  , il  vaudra  mieux  divi- 
ier  la  furface  par  le  côté  entier , le  quotient  fera  la  moitié  de  la  perpen- 
diculaire. Dans  notre  exemple, il  faut  divifer  1007884  par  1 580  , 

moitié  de  a 1 60 , le  quotient  933  fera  la  perpendiculaire  cherchée. 

• * * 

Théorbmb  VI. 

9 

3 9 G.  Dans  tout  triangle  le  -produit  du  demi-perimetre  par  la  dij^ 
fèrence  de  la  bàfè  d*un  des  angles  eji  au  produit  des  deux  différences 
des  cêtes  de  V angle  , comme  le  quarre  du  Jînus  total  ejl  au  quarré 
de  la  tangente  de  la  moitié  de  cet  angle. 

•Il  faut  prouver  que  dans  les  triangles  BAD , Fig.  1 7 , Planche 
XIII , le  produit  du  demi-périmetre  par  la  différence  A£  de  la  bafe 
BD  de  l’angle  A eR  au  produit  des  différences  BG  & GD  , 
comme  le  quarré  du  linus  total  eR  au  quarré  de  la  tangente  de. 
la  moitié  de  l’angle  A. 

DéMoNsraiTiou; 

Le  produit  du  demi> périmètre  par  la  différence  de  la  bafe  dé 
l’angle  A eR  à la  furface  du  triangle , comme  cette  furface  eR  an 
produit  des  différences  des  côtés  de  cet  angle  ( 29  D)  j.  par  confé*- 
quent  le  premier  terme  eR  au  trodieme  ou  dernier  , en  raifon 
doublée  du  premier  au  fêcond.^  Or , ce  rapport  du  premier  terme 
au  fécond  eR  égal  au  rapport  du  finus  total  à la  tangente  de  la 
moitié  de  l’angle  A ( 3 9 JS  ) : ainfî  le  premier  terme  eR  auffi.  au 
troifieme  en  raifort  doublée  du  Rnus  total  à cette  tangente  , ou 
comme  le  quarré  du  Rnus  total  eR  au  quarré  de  la  tangente  j c’eR- 
. à- dire,  que  le  produit  du  demi- périmètre  par  la  différence  de  la  bafe 
de  l’angle  A eR,au  produit  des  différences  des  deux  côtés  de  cec 
angle  , comme  le  quarré  du  finus  total  eR  au  quarré  de  la  tangente 
de  la  moitié  de  l’angle  A. 

La  proportion  énoncée  dans  ce  Théorème  fiiffit  feule  pour  trou- 
ver les  angles  d’un  triangle  dont  on  connoît  les  côtés  : au  lieu  que 
pailla  méthode  ordinaire  , que  nous  expliquerons  dans  le  quatrième 
•Problème  , il  £iut  faire  deux  proportions. 

Proàlim^ 
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Problèmes  généraux  pour  la  pratique  de  la  trigonométrie. 

, 40.  Des  trois  premiers  Théorèmes,  nous  . allons  déduire  quatre  Fig. 
^Problèmes  généraux,  defquels  dépend  la  pratique  de  la  Trigono- 
métrie & de  TArpentage;  Ces  quatre  Problèmes  répondent  à quatre 
Théorèmes , fur  la  comparaifon  de  deux  triangles  que  nous  avons 
démontré  égaux  ( Liv.  II , art.  27,  29,  30  & 33),  lorfqiie  de  ces 
cinq  choies , fa  voir  trois  côtés  5c  deux  angles , il  y en  a trois  dans 
un  triangle  égales  aux  trois  correfpondantes  d^un  autre  triangle. 

Or , puilque  trois  de  ces  cinq  chofes  ne  peuvent  être  égales  dans 
deux  triangles,  à moins  qu’ils  ne  foient  égaux  en  tout,  il  s’enfuit 
que  ces  trois  chofes , c’eft-à-dire , ou  deux  angles  & un  côté , ou 
deux  côtés  & un  angle , ou  enfin  les  trois  côtés , déterminent  un 
triangle  ; c’en  pourquoi , connoifiant  deux  angles  5c  un  côté , ou 
deux  côtés  5c  un  angle , ou  les  trois  côtés  d’un  triangle , on  peut 
connoître  tout  le  rede.  Nous  en  allons  donner  la  méthode  dans  les 
quatre  Problèmes  iuivants.  ■ 

41 . Il  faut  néanmoins  obfêrver  que , fi  on  ne  connoît  que  deux 
côtés  5c  un  angle  aigu  oppofé  à un  de  cés  côtés , on  ne  peut  trouver 
le  refte  du  triangle , parce  que  deux  triangles  peuveiit  être  inégaux  ÿ 
quoique  ces  trois  chofes  foient  égales  dans  les  deux  triangles  ; c’eft 
pourquoi , pour  rendre  les  triangles  égaux  dans  ce  cas , il  faut  y 
ajouter  une  quatrième  condition  marquée  dans  le  fixieme  Théorème 
fiir  les  triangles  (Liv.  il , art.  30  ). 

Les  trois  analogies , démontrées  dans  les  trois  premiers  Théorèmes  , 
fuffifent  pour  la  réfolution  des  quatre  Problèmes  fuivantsj  c’eft 
pourquoi  nous  allons  les  remettre  devant  les  yeux  du  Leâeur,  afin 
qu’il  fe  les  rappelle  aifément  dans  le  befoin. 

Première,  dans  tout,  triangle. ^ les-Jlnus  des  angles  Jhnt  propor- 
tionnels aux  côtes  oppojè's  à ces  angles 

Deuxieme,  dans  un  triangle  qui  n*ejl  pas  équilatéral  y la  Jomme 
de  deux  côtés  inégaux  ejl  a leur  différence  , comme  la  tangente  de  la 
moitié  de  la  fomme  des  angles  oppojes  à ces  côtés  ejl  à la  tangente 
de  la  moitié  de  la  différence  des  'mênies  angles  <38> 

; Troifieme , dans-  un  triangle  jfcalene  , l4  grand  côté'ejl  là  la  Jomme 
des  deux  autres  y comme  la  différence  de  ces  deux  côtés  efi  à celle 
des  deux  fegments  du  grand  côté  » divijé  par  une  perpendiculaire 
tirée  du  fommet  de  l* angle  oppofé  (39)* 

La  première  de  ces  trois  analogies  fert  pour  réfoudre  un  triangle 
dont  on  connoît  )es  angles  •&  un  côté^  ^QU  .bièii  deux,  côtés  dc'  un 

11.  Partit,  m m 
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angle  oppofé  à un  de  ces  côtés  la  fécondé  fert  à réfoudre  un 
triangle  dont  on  connoît  deux  côtés  8c  Tangle  compris  entre  deux  ; 
la  troifieme , enfin,  tend  à trouver  les  angles  d*un  triangle  dont  on 
connoît  les  trois  côtés.  Nous  allons  voir  ces  ufages  dans  les  quatrô 
Problèmes  fuivants. 
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43.  Çonnoijfknt  deux  angles  & un  côtd  d*un  triangle  y trouver 
les  deux  autres  c6te's. 

fiS‘  9.  Soit  le  triangle  BAC  dont  on  connoifle  les  deux  angles  B & C, 
& le  côté  BC.  Pour  trouver  les  deux  autres  côtés  AB  & AC, 
confidérez  d’abord  que,  puifqu’on  connoît  deux  angles  de  ce 
triangle , on  connoîtra  facilement  le  troifieme , parce  que  la  fomme 
des  trois  vaut  1 80  degrés  j enfuite  cherchez  le  finus  de  chacun  de 
ces  angles  dans  la  Table  des  finus , & faites  la  proportion  fuivante  , 
fondée  fur  le  premier  Théorème  : le  finus  de  l* angle  hefiau  cété  BC  , 
comme  le  fimus  de  V angle  Cefi  au  côte'  AB , laquelle  proportion  fe 
marque  en  cette  maniéré , SA . BC  : ; SC . AB.  Or , les  oois  premiers 
termes  de  cette  proportion  font  connus  ; par  conféquent  on  pourra' 
trouver  le  quatrième , qui  efl  le  côté  AB. 

Pour  avoir  le  côté  AC , il  faut  faire  la  proportion  ou  analogie 
fuivante,  SA. BC:  :SB . AC,  dont  les  trois  premiers  termes  font 

aufil  connus. 

« 

A la  place  de  ces  deux  proportions , on  peut  prendre  leur» 
alternes , qui  font  SA . SC  : : BC . AB , & SA  . SB  : : BC . AC. 

Si  on  fuppofe  l’angle  B de  45  degrés  34  minutes,  & l’angle  C 
de  71  degrés  4Z  minutes,  l’angle  A fera  nécefiairement  de  62 
degrés  54  minutes.  Si  on  fuppofe  aufiî  le  côté  BC  de  2160  toifes,. 
)a  proportion  SA  . BC  : : SC . AB  , marquée  dans  le.  Problème  , 
fe  réduira  à celle-ci,  89021 . 2160::  9494J  . x,  dont  le  premier 
terme  89021  efi  le  finus  de  l’angle  A,  le  fécond  2160  eü  1& 
côté  BC , fuppofé  de  2160  toifês,  le  troifieme  terme  9494^  eft  le 
finus  de  l’angle  C ; enfin , le  quatrième  x repréfente  le  côté  AB  > 
qu’il  faut  chercher  par  la  réglé  de  trois.  Or , en  faifant  cette  réglé  ^ 
on  trouve  pour  quotient  prefque  2 3 04  ; ainfî , le  côté  AB  contient 
environ  2304  toifes. 

43.  Comme  le  calcul  eft  très* long  & fort  difficile  par  cette, 
méthode , il  faut  fe  fervir  des  logarithmes.  Or , les  logarithmes  des. 
trois  premiers  termes  de  la  première  proportion  SA..  BC  : : SC . AB„ 
font  i)94949»3S5445.,99774^.  11  faut  donc  ajpucex  les  deux 
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Aiôyens  ^3î445>997746,  & de  la  Tomme  1331191  retrahcKer  le 
premier  logarithme  994949,  le  reRe  fera  .336242;  ainli,  eé  nombre 
eft  le  logarithme  du  côté  AB.  On  cherchera  ce  nombre  dans  la  Table 
des  logarithmes  des  nombres  naturels , Sc  on  trouvera  qu*il  approche 
plus  du  logarithme  de  2304  que  de  tout  autre;  par  conféquent,  le 
côté  AB  contient  prefque  2304  toifes. 

Nous  avons  fupprimé  les  deux  derniers  chiffres  des  logarithmes 
des  trois  premiers  termes,  de  la  proportion  SA . BC  : : SC . AB  : car  , 
le  logarithme  du  finus  de  Tangle  A =6 2 degrés  54  minutes, 
eff  99494938 , félon  les  Tables;  le  logarithme  de  BC=2i6o  eil 
33344538  ; & le  logarithme  de  l’aille  €=71  degrés  42  minutes, 
eiî  99774609.  On  peut  toujours  faire  cette  fuppreffîon  fans  erreur 
fenfîble  ( 3 3 d*  ) > afin  d’abréger  le  calcul. 

Pour  trouver  le  côté  AC,  on  fe  fervira  pareillement  des  loga« 
rithmes  de  la  fécondé  proportion  SA . DC  : : SB . AC , qui  fonc 
pour  les  trois  premiers  termes,  994949}33 3445,985 250,  dont  le 
premier  étant  retranché  de  1318695  , qui  eft  la  fomme  ^s  deux 
autres,  le  refte  fera  323746;  c’eR  le  logarithme  de  AC.  Or,  en 
cherchant  dans  la  Table,  on  trouvera  que  ce  nombre  eft  le 
logarithme  de  1728  ; ainfi,  le  côté  AC  contient  17.28  toifes. 

44.  Remarquez  que,  fi  un  angle  étoit  obtus,  par. exemple  de 
1 20  degrés , on  ne  trouveroit  pas  cet  angle  dans  la  Table  ; c’eft 
pourquoi , pour  avoir  le  finus  de  cet  angle , il  (audroit  chercher  Ton 
îupplément,  qui  eft  l’angle  de  6o  degrés,  lequel  a le  même  finus> 
que  l’angle  dont  il  eft  fiipplément , comme  on  l’a  fait  voir  (7).  . 

45.  Remarquez  encore  que,  fi  on  veut  que  le  torme  cherché 
foit  le  fécond  extrême  ou  }e  quatrième  terme  de  la  proportion , 
il  faut , lorfqu’on  cherche  un  côté , commencer  la  proportion  par. 
le  finus  de  l’angle  oppofé  à un  côté  connu  ; & fi  on  cherche  un. 
finus,  il  faut  commencer  la  proportion  par  le  côté  oppofé  à un 
angle  connu  c’eft  pourquoi,  comme  U s’agifibit  dans  le  Problème 
précédent  de  coonoître  un  côté,  nous  avons  commencé  la  proportion 
par  le  finus  de  l’angle  A , dont  la  bafe,  ou  le  côté  oppofé  BC,  étoit 
luppofé  connu. 

P'robi^bmb  il 

46.  Coimoiffant  deiuç  côtés  d^un  triangle  ôr  l* angle  compris  entre 
ces  côtes , trouver  les  deux  autres  angles  ^ le  trenjUme  côté» 

Soi^  le  triangle  BAC  dpnt  on  conpoiüè  le  côté  AB , le  côté  AC 
ic  i’anglo  A -COTO^.  peç  côté&.  Afin  dç  trouver  les  .deux 

m m ij 


Î7«  TRIGONOMÉTRIE 

9.  angles  B & C , il  faut  faire  la  proportion  fuivanré , qui  a été 
démontrée  dans  le  fécond  Théorème  (38):  la  fomme  des  vôte's 
connus  AB  AC  ejl  a leur  différence  > c omme  la  tangente  de  la- 
moitié  de  la  fomme  des  angles  C ^ B c/Z  à la  tangente  de  la  moitié 
de  la  différence  d^e  ces  angles.  Dans  cette  proportion , les  deux 
premiers  termes  font  connus  : le  troifieme  l’eft  aulfî  ; car , l’aille  A 
étant  dbnné , il  e(I  facile  de  voir  quelle  eft  la  fomme  des  deux 
autres  B & C , puifque'  c’eft  le  fupplément  du  premier  : ainfi , on- 
connoîtra  par  les  Tables  la  tangente  de  la  moitié  de  cette  fomme  ; 
par  conféquent  on  trouvera  le  quatrième  terme , qui  eft  la  tangente 
de  la  moitié  de  la  différence  des  angles  B & C : cette  tangente  fera 
connoître , par  le  moyen  des  Tables , Tangle  qui  eft  la  moitié  de  la 
différence  des  angles  inconnus.  Or , en  ajoutant  cet  angle  à la^ 
moitié  delà  fomme  des  angles  inconnus,  on  aura,  par  le  premier 
Lemme  (^5)  Tangle  G , qui  eft  le  plus  grand  ; & en  ôtant  ce  même 
angle  de  la  moitié  de  la  fomme , on  aura  Sangle  6 , qui  eft  le  plus 
petit  des  angles  inconnus  ; après  cela  il  faudra  chercher  le  côté  BG 
par  la  méthode  du  premier  Problème. 

: Si  on  fuppofe  le  côté  AB  de  i3ô4  toifes , le  côté  AC  de  1728 , & 
l’angle  A de  6 2 degrés  5 4 minutés , il  eft  clair  que  la  femme  des» 
deux  angles  inconnus  eft  de  1 17  degrés  6 minutes,  dont  la  moitié 
eft  5 8 degrés  3 3 minutes  : ainfi , les  trois-  premiers  termes  de  l’ana- 
logie feront  403  2,576 , & la  tangente  dé  58  degrés-33  minutes,  qui- 
ont  pour  logarithmes  3 60552 , 276042 , 1021353,  dont  le  premier 
étant  ôté  de  la  fomme  des  deux  autres,  on  trouve  le  refte  936843  , 
tangente  artificielle,  c’eft- à-dire,  logarithme  de  la  tangente  de 
1 3**  9^  Si  donc  on  ajoute  cet  angle , qui  eft  la  moitié  de  la  différence- 
des  angles  inconnus  à la  moitié  de  la  fomme,  qui  eft  de  5 8''  3 3S  oh- 
aura  l’angle  C,  qui  fera  de  7 1**  42';  & ’fi  on  ôte  1 3**  9'  de  58  degrés- 
33  minutes  , on  aura  le  petit  angle  B de  45  degrés  24  minutes  r 
enfui  te,  pour  trouver  le  côté  BC,  on  pourra  faire  cette  proportion , 
SB . AC  : : SA . BC , ou  bien  cette  autre , SC . AB  : : SA . fiC.  Ëm 
&ifant  le  calcul  y on  trouvera  le  côté  BC  de  2160  toifes. 

47.  Remarquez  que , fi  les  deux  côtés  qui  comprennent  l’angle 
connu  étoient  égaux les  ailles  oppofés  à ces  côtés  feroient  aufit. 
égaux  : ainfi , puifqu’on  connok  la  fomme  de  ces  deux  angles , oix: 
éonnoîtroit  aufii  chaque  angle  en  particulier  indépendamment 
de  la  propordoh  marquée  dans  le  Problème  : par  exemple , fi  les 
côtés  étant  égaux , Tangle  qu’ils  comprennent  étoit  de  5 a degrés , 
2a  fomme  des  autres,  qui  feroient  égaux  enjeux , fereit  de  13^ 
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degrés , & par  conféquent  chacun  de  ces  deux  an^es  vaudroit  Fi<> 
6$  degrés. 

PaOBLBMB  III. 

48.  ConnoiJfcLnt  deux  cbte's  d*un  triangle  Sri* angle  ofpofé h un  de 
ces  cotés , Sr  de  plus  fachant  de  quelle  ejpece  ejl  l* angle  oppofé  a 
l* autre  c6té » trtmver  les  deux  angles  inconnus  fi*  le  troîfieme  coté. 

Soit  le  triangle  ABC  dont  on  connoifle  les  deux  côtés  AB  & AC, 

& Fangle  B oppofé  au  côté  connu  AC , & que  l’on  fâche  auffi  de 
quelle  efpece  eft  l’angle  C oppofé  à l’autre  côté  connu  AB , c’ed-à> 
dire , que  l’on  connoilTe  s’il  eft  aigu  ou  obtus , fans  qu’il  foit 
néceflaire  de  fa  voir  combien  de  degrés  il  contient  ( s’il  étoit  droit , 
pour  lors  les  trois  angles  feraient  connus.  ) Pour  trouver  combien 
cet  angle  C contient  précifément  de  degrés , il  faut  faire  la  propor- 
tion fuivante , fondée  fur  le  premier  Théorème , AC  .SB  : : AB . SC  r 
fcs  trois  premiers  termes  de  cette  proportion  font  connus  par  l’hypo- 
thefe  ; ainfi , on  pourra  trouver  le  quatrième , qui  eft  le  finus  de 
l’angle  C.  Ce  finus  peut  convenir  également  à un  angle  aigu  & à un 
angle  obtus , qui  eft  fon  fupplément  (7)  ; mais , comme  l’efpece  de 
l’angle  C eft  déterminée  par  l’hypothefe , on  faura  fi  l’angle  C eft 
l’angle  aigu  qui  répond  au  finus  trouvé , ou  fi  c’eft  l’angle  obtus  qui> 
eft  fon  fupplément.  On  connoîtra  donc  deux  angles  dans  le  triangle, 
favoir  B & C ; par  conféquent  on  faura  la  valeur  du  troifieme  : enfin  , 
on  trouvera  le  troifieme  côté  BC  par  le  premier  Problème. 

Si  on  fuppofe  le  côté  AB  de  *304  toifes,  le  côté  AC  de  1728, 

& l’angle  6 de  45  degrés  24  minutes,  & que  l’angle  C foit  aigu, 
les  logarithmes  des  trois  premiers  termes  de  la  proportion  AC . SB  : r 
AB  . SC,  feront  3^37y4>98525o,  336248,  dont  le  premier  étant 
retranché  de  la  fomme  des  deux  autres,  on  aura  le  reftie  997744, 
qui  eft  le  finus  artificiel  de  l’angle  C.  Or , en  cherchant  dans  les 
Tables , on  trouvera  que  ce  nombre  eft  le  logarithme  de  7 1 degrés 
42  minutes  \ ainfi,  l’angle  C eft  de  7 1 degrés  42  minutes  : d’ailleurs, 
par  la  fuppofition , l’angle  B eft  de  45  degrés  24  minutes  ; par 
conféquent , l’angle  A vaut  6 2**  5 4^  A préfent , afin  de  trouver 
le  côté  BC,  il  faut  faire  la  proportion  SB . AC  : : SA . BC,  dont 
les  trois  premiers- termes  ont  pour  logarithme  985250,  323754, 
994949.  Or.,  le  premier  de  ces  logarithmes  étant  ôté  de  la  fomme 
des  deux  autres , le  refte  fera  3 3 345  J » qui  eft  le  logarithme  de  2 1 60  j 
ainfi  BC  contient  2160  toifes. 

48 .B.  Mais,  fi  les  deux: côtés  AB,.  AC  & l’angle  Bi étant  toujours 
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9.  les  mêmes , on  avott  fuppofé  Fangle  C obtus , comme  Pangle  AEB 
pour  lors , afin  de  trouver  la  valeur  de  cet  angle , il  auroit  fallu 
faire  la  même  proportion  qu’on  a faite , AC  .SB  : : AB . SC  ; & au 
lieu  de  prendre  Pangle  aigu , il  auroit  fallu  prendre  l’angle  obtus', 
108  degrés  18  minutes,  qui  eff  le  fupplément  de  l’angle  aigu 
71  degrés  42  minutes:  ainfi , Tangle  C auroit  eu  108  degrés 
18  minutes;  par  conféquent,  l’angle  A auroit  étéXeulement  de  2 S 
degrés  18  minutes. 

En  cherchant  le  côté  BC  dans  cette  hypothefe,  on  trouveroic 
qu’il  auroit  ro75  toifes;  au  lieu  que,  dans  la  fuppofîtion  que  l’angle 
C eR  aigu , le  côté  BC  a été  trouvé  d’environ  2 1 60  toifes. 

49.  Nous  avons  fuppofé  que  deux  triangles  peuvent  être  di^« 
rents,  quoique  deux  côtés  de  l’un  foient  égaux  à deux  côtés  de 
l’autre , chacun  à chacun , 6c  que  l’angle  oppofé  à un  des  côtés 
du  premier  foit  égal  à l’angle  correfpondant  du  fécond  triangle. 
On  peut  voir  cela  fenfiblement , il  du  point  A , comme  centre  , 
6c  de  l’intervalle  AC , qui  eR  le  plus  petit  des  côtés  connus , 
on  décrit  un  arc  de  cercle  qui  coupe  le  côté  BC  au  point  E, 
6c  qu’enfuite  on  tire  une  ligne  du  point  A au  point  E;  car,  on 
aura  le  triangle  BAE , dont  les  côtés  AB  6c  AE  font  égaux  aux 
côtés  AB  6c  AC  du  triangle  BAC , & de  plus , l’angle  B eR 
commun  aux  deux  triangles. 

5 O.  11  eR  évident  que , dans  le  triangle  BAE , l’angle  AEB  eR 
obtus  6c  fupplément  de  l’angle  C : car,  dans  le  triangle  ifocele  EAC, 
les  deux  angles  E & C , fur  la  bafe  EC , font  égaux.  Or , l’angle 
AEB  eR  fupplément  de  l’angle  E ou  AEC  ; par  conféquent , il  eft 
auRi  fupplément  de  l’angle  C. 

5 1.  Remarquez  que,  fi  l’angle  connu  B eR  droit  ou  obtus,  pour 
lors  les  deux  triangles  font  égaux  en  tout , parce  que  l’autre  angle, 
fur  la  bafe  BC,  eR  nécefiairement  aigu  (Liv.  11,  art.  ai),  & par 
conféquent  de  même  efpece  dans  les  deux  triangles  : ainfi  , dans  ce 
cas , il  eR  inutile  de  mettre  la  quatrième  condition  marquée  dans  le 
troifieme  Problème , parce  qu’elle  s’enfuit  nécefiairement. 

Probxbhb  IV. 

52.  Connoijfant  les  trois  côtés  d’uii  triangle  , trouver  i®.  les' 
Jègments  du  grand  côté  fur  lequel  on  conçoit  une  perpendiculaire 
tirée  de  l* angle  oppojé  à ce  côté^  2^.  chacun  des  trois  angles 

la  perpendiculaire, 

Tig.  8.  Soit  le  triangle  BAC  dans  lequel  on  connoiRe  les  trois  côtés ^ dont 


I 
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le  plus  grand  eft  BC.  11  s’agit  de  trouver,  i®.  les  fegments  BD  & 
DC  du  grand  côté  BC,  divifé  par  la  perpendiculaire  AD.  Pour  cela , 
on  fera  la  proportion  fuivante , fondée  fur  le  troiiieme  Théorème  (3  9)  : 
le  plus  grand  côté  BC  ejl  à la  fomme  des  deux  autres  AB  & AC  , 
comme  leur  différence  *BG  ejl  à B£ , différence  des  parties  ou 
fegments  de  la  bafe , ou  du  grand  côté  divifé  par  la  perpendiculaire 
AD.  Dans  cette  proportion , les  trois  premiers  termes  font  connus 
par  conféquent  on  trouvera  le  quatrième  : il  faudra  le  retrancher  du 
grand  côté  BC , & on  connoitra  le  refte  ËC , duquel  prenant  la 
moitié,  on  aura  DC,  petit  fegment  du  côté  BC;  & fi  ce  petit 
fegment  eft  retranché  du  côté  BC , le  refte  fera  BD , qui  eft  l’autre 
fegment  : on  trouvera  aufli  BD , en  ajoutant  BE  à DE  ou  DC. 

Si  on  fiippofe  le  grand  côté  BC  de  2160  toifes , le  côté  AB  de 
1656,  & le  petit  côté  AC  de  1224,  la  proportion  marquée 
ci'defTus  fe  réduira  à celle-ci,  2160 . 2880  ::  432  . x , que  l’on 
réfoudra  par  les  logarithmes  en  cette  maniéré  ; les  logarithmes  des 
moyens  font  345939>  263548,  dont  la  fomme  eft  609487  : il 
faut  en  retrancher  333445,  logarithme  du  premier  terme  2160^ 
le  refte  fera  276042 , logarithme  de  576  = BÈ. 

Enfui  te  il  faut  ôter  576  du  grand  côté  BC=2i6o,  le  refte  eft 
1584= EC , dont  on  prendra  la  moitié , qui  eft  792= DC  ou  DE  f 
& Il  on  ôte  79  2 de  2160= BC , ou  fi  on  ajoute  BE  à DE , c’eft-à- 
dire  576  à 792,  on  trouvera  1368=  BD  : c’en  ainfi  qu’on 
connoîtra  les  deux  fegments  de  BC. 

2®.  Pour  troùver  un  des  angles  fur  le  grand  côté , par  exemple 
l’angle  C , on  remarquera  que , dans  le  triangle  reâangle  ADC , on 
connoit  l’hypoténufe  AC , qui  contient  1 2 24  toifes  par  la  fuppofi- 
tion,  le  côté  DC  qui  en  contient  792,  & l’angle  droit  en  D ; c’eft 
pourquoi  on  fera  cette  proportion , le  côté  AC  ejl  au  Jînus  de  l* angle 
D ou  au  Jums  total , comme  le  côté  DC  ejl  au Jînus  de  l* angle  CAD 
dont  l’angle  C eft  complément.  Voici  les  logarithmes  des  trois  pre^ 
miers  termes  de  cette  proportion,  308778,1000000,289873,  dont 
le  premier  étant  retranché  de  la  fomme  des  deux  autres , il  refte 
$81095,  finus  artificiel  de  40  degrés  1 9 minutes = CAD  j par 
conféquent  l’angle  C , que  l’on  cherche , vaut  49  degrés  4 1 minutes 
parce  qu’il  eft  complément  de  l’angle  CAD. 

Afin  de  trouver  l’angle  B , on  fe  fervira  du  triangle  reûangle  ADB ,. 
dont  on  connoît  l’hypoténufe  AB , le  côté  BD  & l’angle  droit  D t 
on  dira  donc , le  côté  AB  ejl  au  Jînus  total , comme  le  côté  BD  ejl  au 

de  V angle  BAD  , dont  le  complément  eft  l’angle  B.  Après  avoue. 
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Fig.  8.  trouvé  l’angle  C , on  pourroit  auffi  connoître  l’angle  B par  le  trialigl^ 
total  BAC,  en  faifant  cette  proportion:  le  côté  AB  ejl  au  jinus  de 
l*  angle  C,  comme  le  côté  AQ  ejl  au  Jinus  de  l*  angle  B.  En  faifant 
le  calcul,  on  trouvera  cet  angle  B de  34  degrés  1 8 minutes. 

3 °.  Pour  connoître  la  perpendiculaire  AD , on  fera  cette  proportion 
tirée  du  triangle  reâangle  ADC  : le  Jinus  de  l*  angle  droit  en  ejl  au 

côté  AC  , comme  le  Jinus  de  l* angle  Q ejl  à la  perpendiculaire  AD.  On 
pourra  aulïï  faire  cette  autre  analogie  tirée  du  triangle  reâangle  ADB  : 
le  Jinus  de  l* angle  droit  ejl  au  côté  AB  , comme  le  Jinus  de  l* angle  B ejl 
ù la  perpendiculaire  AD.  En  faifant  l’un  ou  l’autre  de  ces  calculs  , on 
trouvera  la  perpendiculaire  AD  de  9 3 3 toifes  & un  peu  plus. 

53.  Après  avoir  trouvé  le  fegment  DC  delà  bafe,on  pourroit 
connoître  la  perpendiculaire  AD  d’une  autre  maniéré  : car , le 
triangle  ADC  étant  reétangle , & les  deux  côtés  AC  & DC  étant 
connus , fi  on  ôte  le  quarré  de  DC  du  quarré  de  AC , le  relie  fera  le 
quarré  de  la  perpendiculaire  (Liv.  11,  art.  184). 

On  avoit  déjà  donné  une  méthode  de  trouver  la  perpendiculaire 
AD , art.  3 9 E. 

5 4.  Remarquez  qu’il  n’eft  pas  néceflaire , dans  la  pratique , qu’il  y 
ait  aéluellement  une  perpendiculaire  tirée  fur  le  grand  côté,  ni  une 
circonférence  décrite , comme  dans  la  figure  8 , afin  de  trouver  les 
fegments  du  grand  côté  de  la  valeur  de  chacun  des  angles  & de  la  - 
perpendiculaire , lorfqu’on  connoît  les  côtés  du  triangle  : il  fulfit  de 
faire  cette  proportion  marquée  dans  le  Problème  : le  grand  côté  eji 
à la  Jommc  des  deux  autres , comme  leur  diffi^ence  ejl  à un 
quatrième  terme , 6c  d’opérer  enfuite , comme  il  eft  prefcrit  dans  le 
Problème.  La  perpendiculaire  6c  la  circonférence  n’ont  été  décrites 
que  pour  la  démonftration.  11  efi  bon  de  fe  donner  à foi- même 
quelque  exemple , en  fuppofant  les  trois  côtés  d’un  triangle  d’un 
certain  nombre  de  parties  : il  faut  que  la  fomme  des  deux  plus  petits 
fbit  plus  grande  que  le  troifieme. 

55.  Remat quez  encore  que,  s’il  y avoit  deux  côtés  égaux  dans 
un  triangle  dont  on  fuppofe  les  trois  côtés  connus , alors  la  per- 
pendiculaire , tirée  du  fommet  de  l’angle  compris  entre  les  côtés 
égaux , diviferoit  la  bafe  en  deux  parties  égales  j c'eft  pourquoi 
on  n’auroit  pas  befoin.  de  la  première  proportion  qu’on  a faite 
pour  connoître  les  parties  de  la  bafe , puifque  chacune  en  feroit  la 
moitié  ; par  exemple  fi , dans  le  triangle  BAC , les  deux  côtés  AB  6c 
AC  étoient  égaux,  les  deux  parties  BD  6c  DC  de  la  bafe  divifée 
la  perpendiculaire  > fçroient  connues . lans  proportion , parce 

que 
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que  chacufie  feroit  la  moitié  de  la  bafe  BC , que  l’on  fuppofe  con-  pj. 
nue  ( liv.  II , art.  24  ). 

•5  5 B.  On  peutauin  trouver , par  le  Théorème  VI , les  angles  d’un 
triangle  dont  on  connoît  les  trois  côtés , fans  connoître  les  legments 
du  grand  côté.  En  voici  la  méthode  : 1®.  Après  avoir  ajouté  les 
trois  côtés  eniêmble  & pris  la  moitié  de  la  fomme , -on  retranchera 
chaque  côté  de  cette  moitié , & on  aura  trois  reRes  ou  excès.  On 
ajoutera  le  logarithme  de  la  moitié  de  la  fomme  au  logarithme  du 
telle  ou  de  l’excès  de  cette  moitié  fur  le  côté  oppofé  à l’angle  cher- 
ché. On  ajoutera  audi  le  double  du  logarithme  du  rayon  aux  loga- 
rithmes des  deux  autres  relies  ou  excès  de  la  même  moitié  fur  cha- 
cun des  deux  côtés  qui  comprennent  l’angle  cherché.  3°.  La  pre- 
mière des  fommes  qui  viendront  de  ces  deux  additions  doit  être 
retranchée  de  la  fécondé  ; la  moitié  du  relie  de  cette  foudradlion 
fera  le  logarithme  de  la  tangente  delà  moitié  de  l’angle  cherché. 

Nous  allons  appliquer  cette  méthode  au  même  exemple  > afin  de 
la  faire  mieux  concevoir.  11  faut  trouver  l’angle  G. 

Les  trois  côtés  du  triangle  BAC  font  BC=2i  6o  , AB=i65ô  , 
AC=  1 2 24.  Ainfi , I °.  après  avoir  cherché  la  fomme  de  ces  trois 
nombres  , qui  ell  5040,  & pris  la  moitié  de  cette  fomme  , favoir 
3520,  je  retranche  chaque  côté  de  cette  moitié,  & je  trouve  les 
trois  reftes  ou  excès,  360,  864 , 1296.  J’ajoute  enfemble  les  deux 
nombres  3 40 1 40 , 293651  , qui  font  les  logarithmes  de  la  moitié 
3520  ôe  de  864,  excès  de  cette  moitié  fur  le  côté  AB  i la  fomme  ell 
633791.  J’ajoute  pareillement  le  double  du  logarithme  du  rayon 
avec  les  logarithmes  des  nombres  360  & 1296 , qui  font  les  relies 
qu’on  trouve  en  ôtant  BC  & .AC  de  la  moitié  2520.  Le  double 
du  logarithme  du  rayon  ell  3000000  , les  logarithmes  de  369 
& de  1296  font  255630  6c  311260;  ainfi  lalommedeces  trois 
nombres  ell  2566890.  3“.  Je  retranche  la  première  fomme  633791 
de  cette  derniere  ; le  relie  ell  1933099  , dont  la  moitié  966549 
efi:  la  tangente  artificielle  de  24  degrés  50  minutes  î , qui  efi  la 
moitié  de  la  valeur  de  l’angle  C : ainfi  cet  angle  ell  de  49  degrés 
41  minutes. 

Cette  méthode  ell  une  fuite  nécelTaire  de  l’analogie  du  Théo- 
rème VI  : car  la  première  des  fommes  prefcrites  au  numéro  2 ell 
le  logarithme  du  premier  terme  , 6c  la  fécondé  fomme  marquée 
au  même  numéro  ell  le  logarithme  des  moyens  ; par  conféquent , en 
ôtant  la  première  fomme  de  la  fécondé  , le  relie  fera  le  loga- 
rithme du  4°”.  terme , qui  ell  le  quarré  de  la  tangente  de  la  moitié 
Ih  Fanit,  n n 
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^ l’angle  cherché  / ainfi  , en  prenant  la  moitié  4e  ce  rede  , ce  fera 
le  logarithme  de  la  tangente  de  la  moitié  de  cet  angle. 

56.  II  eft  évident  que , dans  les  différents  cas  des  quatre  Fto> 
blêmes  précédents , on  peut  trouver  la  fur  face  du  triangle  propofé  : 
car  la  furface  d’un  triangle  eft  égale  au  produit  d’un  côté  pris  pour 
bafe , multiplié  par  la  moitié  de  la  hauteur.  Or  , dans  les  trois  pre- 
miers Problèmes , on  a donné  la  méthode  de  connoitre  tous  les 
côtés  d’un  triangle , & dans  le  quatrième  , on  a montré  la  maniéré 
de  trouver  la  perpendiculsure  tirée  de  l’angle  oppofé  au  grand  côté 
du  triangle  dont  on  connoît  les  trois  côtés  : ainfi  cette  perpendicu- 
laire étant  la  hauteur  du  triangle  par  rapport  au  grand  côté  confi- 
. déré  comme  bafe  , il  s’enfuit  qu’on  peut  trouver  la  furface  da 
triangle  dans  les  différents  cas  des  quatre  Problèmes. 

B.  Lé  Théorème  V fournit  une  méthode  indépendante  des 
finus  pour  trouver  la  furface  d’un  triangle  dont  on  connoît  les 
trois  côtés.  On  ajoutera  enfemble  les  trois  côtés  , & on  prendra 
la  moitié  de  la  fomme  : de  cette  moitié  on  ôtera  fucceffîvement 
chacun  des  côtés  , Ôi  on  aura  trois  relies  ou  différences.  On 
ajoutera  enfuite  les  logarithmes  de  la  demi- fomme  > & de  cha- 
cune des  trois  différences  : la  moitié  de  la  fomme  qui  en  viendra 
fera  le  logarithme  de  la  furface  du  triangle.  Nous  allons  appli- 
quer cette  méthode  au  triangle  BAC  de  la  Fig.  8 : BC=2 1 60 , 
ÂB=i656  , AC=i  224  j ainfi  la  fomme  des  trois  côtés  eff  5040  y 
& la  moitié  de  la  fomme  eft  2520.  En  ôtant  les  trois  côtés  de 
cette  demi  fomme  ) je  trouve  les  différences  360,  864,  1296. 
Or , les  logarithmes  de  2 5 20  & de  ces  trois  différences  font 
34014005.,  25563025 , 293651 37 > 3 1 126050  dont  la  fomme  eft 
1 20068217,  & la  moitié  de  la  fomme  eft  60034103  , logarithme 
4e  1007884  j ainfi  la  lurface  de  ce  triangle  eft  de  1007884  toifes 
quarrées.  Pour  ces  calculs  des  grands  nombres  il  faut  prendre  les 
logarithmes  entiers,  c’en*  à dire  , les  huit  chiffes  j mais,  comme  il 
y a quelque  embarras  à fe  fervir  des  logarithmes  à caufe  que  les 
Tables  ne  font  pas  continuées  alTez  loin  , on  peut  avoir  recours  à 
Ik  méthode  de  l’article  39  , quand  les  nombres  qui  expriment  les 

côtés  du  triangle  font  grands. 

57.  On  a luppofé  dans  les  Problèmes  précédents  que  l’on  con- 
noît quelqu’un  des  côtés  du  triangle  ; mais , fi  on  ne  connoiflbit  que. 
les  angles , on  ne  pourroit  trouver  les  côtés , parce  que  la  gran- 
deur des  angles  ne  détermine  pas  la  longueur  des  côtés  , puifque.* 
■deux  triangles  peuvent  être  femblables  ôc  avoir  par  conféquent: 
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les  angles  égaux , quoique  les  côtés  de  l’un  ne  foient  pas  égaux  aux 
côtés  de  Pautre.  Cependant , lorfqu’on  connoîc  les  angles  d’un  trian- 
gle , on  peut  toujours  connoître  les  rapports  des  côtés  ; car  nous 
avons  démontré  que  les  imus  des  angles  font  comme  les  côtés 
oppofés  (34).  ■ 

AUTRE  MÉTHODE  DE  RÉSOUDRE 

LBS  QI/ATRB  PROBLBMBS  PRÉciOBlTTS,  ^ 

Nous  allons  expofer  en  peu  de  mots  une  autre  méthode  de 
réfoudre  ces  quatre  Problèmes  généraux,  laquelle  ne  fuppofe  pas 
les  Tables  des  îinus,  & qui  efl  indépendante  des  trois  premiers  Théo- 
rèmes qui  ont  été  démontrés  dans  ce  Traité  de  Trigonométrie.  Cette 
méthode  eft  fondée  fur  les  quatre  Théorèmes  que  nous  avons  donnés 
dans  le  fécond  Livre  ( articles  55,55»  56  6c  ) , touchant  les 
conditions  qui  rendent  les  triangles  femblables.  Elle  ne  fuppofe 
qu’une  échelle  de  parties  égales.  Il  y en  a une  fur  le  compas  de  pro- 
portion , que  l’on  trouve  dans  tous  les  étuis  de  Mathématiques  : 
cette  échelle  peut  être  repréfentée  par  la  ligne  MN,Fig.  17  , que 
l’on  fuppofe  divifée  en  deux  cents  parties  égales.  Nous  allons  expliquer 
la  conftruâion'&  l’ufage  d’une  autre  échellb  plus  comiçode. 

H.  Il  faut  avoir  une  réglé  de  cuivre  d’environ  un  pouce  ua 
quart  de  largeur  > & alTez  longue  pour  qu’elle  contienne  au  moins 
mille  parties  : on  trace  fur  les  deux  bords  les  parallèles  égales  AD  , 
EH , Fig.  1 8 , Planche  XIII , & la  ligne  AE  perpendiculaire  entre 
les  deux.  On  prendra  fut  les  deux  parallèles  des  parties  égales 
telles  que  AB , BC , CD  , fur  l’une , & EF , FG , GH  fur  l’autre  ; 
6c  on  divifera  AB  6i  EF  chacune  en  dix  parties  égales  : celles 
de  AB  font  B-io  , 10-20,  20-50  , ôcc.  celles  de  EF  font  F- 10  , 
X0-20  , 20-50,  &c.  On  tirera  enfuite  de  AD  à EH  des  tranf- 
verfales  B-10  > 10-20  , 20-50,  &c.  Apres  cela  on  divifera  la 
perpendiculaire  AE  en  dix  parties  égales.  Par  les  points  de  divir 
fk>n  1 , 2 , 5 , 4 , &c.  on  mènera  des  parallèles  aux  deux  pre- 
mières AD  , EH , qui  partageront  chacune  des  tranfveriales  en 
dix  parties  égales.  On  tirera  auflî  Les  perpendiculaires  entre  les  pa- 
rallèles , telles  que  BF  , CG  6c  DH , également  éloignées  l’une  de 
l’autre. 

11  faut  concevoir  la  partie  F- 10  diviiée  en  dix  aliquotes;  iléft  ' 
vihble  par  la  conRruétion  que  la  partie  de  chaque  parallèle  com- 
pâfe  entre  la  ligne  BF  6c  la  tranfverlale  B-10  contient  des  aliquotes. 
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deF-io  à proportion  du  rang  que  chaque  parallèle  tient  apr^s  AI 
c’eft-à-dire , que  la  partie  de  la  première  parallèle  après  ADcontiei 
une  aliquote  de  F-  »o  ; la  partie  de  la  fécondé  parallèle  en  contiei 
deux;  celle  de  la  troifieme  parallèle  en  contient  trois;  OP,  c\\ 
ed  celle  de  la  ilxieme  parallèle , en  contient  fix  : nous  allons  app/ 
quer  la  preuve  fur  ce  dernier  exemple-  Dans  les  deux  triangles  ferr 
blables  OBP  , lo-BF  , les  côtés  BO  & B-  j o font  entr’eux  comtn 
«P  & F- 10.  Or , BO  contient  fix  aliquotes  de  B-  lo  : donc  OP  con 
tient  auilî  fîx  aliquotes  de  F-io,ou  des  autres  diflances  entre  le 
tranfverfales , telles  que  font  B- 1 o , 10-20,20-30,  &c.  prifes  fur  AB  ^ 
qui  font  toutes  des  dixaines  par  rapport  aux  aliquotes  de  F- 1 o. 

5 8 C.  Afin  de  concevoir  comment  on  fe  fert  de  cette  échelle  pour 
avoir  un  nombre  de  parties  égales , il  faut  faire  attention  que  les 
dillances  AB , BC  , CD  , &c.  entre  les  perpendiculaires  font  des 
centaines;  puifque  les  parties  de  AB  ou  de  ÉF  qui  font  entre  les  tranA 
verfales  font  des  dixaines  : telles  font  B-io , 10-20  , 20  30  , &c.  ôc 
les  parties  des  différentes  parallèles  comprifes  entre  BF  & B- 1 o con- 
tiennent des  aliquotes  ou  des  unités  des  diflances  entre  les  trani- 
verfales , comme  nous  venons  de  le  prouver. 

Cela  pofé  , fi  on  veut  avoir  246  parties , on  prendra  deux  dis- 
tances BG  & CD  pour  les  deux  centaines  ; on  les  prendra,  dis-je  ,fur 
la  fixieme  parallèle  à caufe  des  fix  parties  que  renferme  le  nombre  246: 
CCS  deux  diflances  contiennent  la  longueur  PRS;  il  y faut  ajouter  LP, 

& on.  aura  LS  , qui  contient  246  parties,  favoir , 200  dans  PS  , 40 
ou  4 dixaines  dans  LO  , & 6 dans  OP.  Si  on  n’avoit  voulu  avoir 
que  1 46  parties , on  auroit  pris  feulement  LR.  On  peut  voir  dans 
notre  Gnomonique , art.  30  de  la  préparation  qui  précédé  le  fécond 
livre , comment  on  doit  fe  fervir  d’une  échelle  de  parties  égales  pour 
faire  un  angle  d’une  certaine  grandeur , comme  nous  l’avons  fuppo- 
fé,  ( liv.  II,  article  ni  X>).  Nous  allons  réfoudre  le  premier  £e 
le  fécond  ^Problème  par  la  méthode  qui  fuppofe  une  échelle  de' 
parties  égales. 

59.  C onnoijfant  deux  angles  Se  un  côte' un  triangle,  trouver  les 
deux  autres  côtés. 

Soit  le  triangle  BAC , dont  on  connoifTe  les  deux  angles  B & C 
avec  le  côté  BC,  que  je  fuppofe  de  2 1 60  toifes.  Pour  trouver  les  deux 
autres  côtés  AB  ôc  AC , confidérez  d’abord  que , puifqu’on  connoît 
deux  angles  de  ce  triangle,  on  connoîtra  facilement  le  troifieme,  qui, 
avec  les  deux  autres , vaut  1 80  degrés.  Cela  pofé  , prenez  fur  l’échelle 
ave.c  le  compas  la  longueui  de  ai  60  parties  égales , & tirez  une  ligne 
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droite  , èoinme  bc , égale  à cette  longueur } enfuite  tirez  à l’extrê-  Fif.  ?. 
mité  b une  ligne  qui  fa^e  avec  bc  un  angle  égal  à l’angle  B , & à 
l’extrémité  c une  autre  ligne  qui  fafle  avec  écunangleégal  à l’angle 
C : ces  deux  lignes  étant  prolongées , fe  réuniront  à un  point  comme 
a , & formeront  le  triangle  bac  fcmblable  au  triangle  BAC(liv.  Il, 
art.  55)»  conféquent  les  côtés  de  l’un  font  proportionnels  au.^ 
côtés  homologues  de  l’autre  : ainfi  BC  . AB  : : éc . ab.  D’oû  il  fuit  que 
le  côté  AB  contient  autant  de  parties  égales  à celles  de  BC,  que  lé 
côté  ab  contient  de  parties  égales  à celles  de  : ii  donc , en  prenant 
la  longueur  de  ab  avec  le  compas , & portant  cette  longueur  fur 
l’échelle  , pour  voir  combien  elle  contient  de  parties  égàles  de 
l’échelle,  on  trouve  qu’elle  en  contient  2304;  on  fera  aifuré  que 
AB  contient  2 304toifes.  Il  faut  faire  la  même  chofe  pour  trouver 
CO  mbien  le  côté  AC  contient  de  toifes. 

60.  On  voit,  parla  folutionde  ce  Problème , qu’il  ne  s’agit  que  cie 
faire  un  triangle  femblable  au  triangle  propofé  dont  on  veut  connoî-- 
tre  quelque  côté  ou  quelque  angle.  Or,  nous  avons  donné  (liv.  II,, 
art.  35,36,  37ÔC38)  quatre  Problèmes  qui  enfeignent  à faire  un 
triangle  femblable  au  triangle  propofé.  Voici  encore  lar  folution  du‘ 
fécond  Problème  par  la  même  méthode. 

61.  ConnoiJJfant  deux  cotés  d’un  triangle  & l’angle  compris  entre' 
ces  cotés  , trouver  les  deux  autres  angles  V le  troifieme  cote. 

Soit  le  triangle  BAC,  dont  on  connoifle  le  côté  AB  , que  je  fup- 
pofe  de  2304  toifes,  & le  côtéAC  de  1728  toifes, avec  l’angle  corn* 
pris  entre  ces  côtés.  Afin  de  trouver  le  côté  BC , il  faut  prendre  fur  ' * 
l’échelle  la  longueur  de  2304  parties  égales , & tirer  la  ligne  ah  égale 
à cette  longueur  , enfuite  prendre  auffi  fur  l’échelle  1728  parties 
égales,  & tirer  du  point  a la  ligne  ac  égale  à cette  autraalongueur  , 

& qui  fafle  avec  ab  un  angle  égal  à l’angle  A \ après  cela  , menez  une  ' 
ligne  droite  du  point  b au  point  c,  & vous  aurez  le  triangle  fem- 
blable ( liv.  11 , art.  55  ) au  triangle  BAC , puifque  les  deux  côtés  ab 
& ac  font  proportionnels  aux  côtes  AB  & AC  du  triangle  BAC,  & ' 

que  l’angle  a eft  égal  à l’angle  A : par  conféquent,  fl  en  portant  fur 
l’échelle  la  longueur  du  côté  bc  , on  voit  combien  ce  côté  contient 
de  parties  égales  de  l’échelle  , on  faura  combien  le  côté  correfpon- 
dant  BC  contient  de  toifes  qui  font  des  parties  égales  à celles  des  ■ 
côtés  AB  & AC. 

Pour  trouver  les  angles  B & C du  triangle  propofé , il  faut  mefure^ 
avec  le  rapporteur  les  angles  correfpondants  ^ & c du  triangle  ’fem*- 
blable  bac  y ou  fe  fetvir  du.  compas  de  proportion. 
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6 2.  Sî  les  côtés  du  triangle  propofé  ne  contenoient  qu’un  petîc 
nombre  de  toifes  i par  exemple  , 5 » 4 , 5 , 6 , 7,  &c.  il  faudroic 
réduire  chacun  des  côtés  connus  de  ce  triangle  en  pieds  ou  en  pouces  , 
afin  d’avoir  un  plus  grand  nombre  de  parties  ; parce  que  le  nombre 
de  ces  parties  étant  plus  grand , il  efi  plus  &cile  de  faire  le  triangle 
femblaSle  au  premier. 

63,  Remarquez  que  cette  derniere  méthode  eft  plus  fujette  à. 
erreur  dans  la  pratique  que  la  première , tant  à caufe  qu’il  eR  diffi- 
cile d’avoir  une  échelle  qui  foit  divifée  exaâement  en  parties  égales  , 
que  parce  qu’il  eR  prefque  impoffible  de  faire  un  triangle  tout  à fait 
femblableà  un  autre. 

I 

MÉTHODE  FARTICULIERE  AUX  TRIANGLES  RECTANGLES. 

• L’une  & l’autre  méthode  expliquées  dans  les  Problèmes  précédents, 
font  générales , 6c  peuvent  être  appliquées  tant  aux  triangles  rectan- 
gles , qu’à  ceux  qui  font  obliquangles  : cependant , comme  il  y a 
une  méthode  particulière  pour  les  triangles  reâangles  qui  répond  à 
la  première , ôc  qui  eft  plus  courte  , il  eft  à propos  de  la  donner  ici  ; 
mais  il  faut  auparavant  établir  quelques  propofitions  qui  ferviront  de. 
de  principes  à cette  méthode. 

Nous  appellerons  côtés  feulement  les  deux  lignes  qui  forment 
l’angle  droit  ; 6c  la  bafe  de  cet  angle  nous  ne  la  nommerons  que 
hypotenujè  , quoique  ce  foit  auffi  un  côté  du  triangle. 

63  B.  Si  dans  un  triangle  rectangle  on  regardel’hypoténufs  comme 
rayon  ou  comme  finus  total , chacun  des  deux  côtés  eft  le  finus  de 
l’angle  oppofé.  Par  exemple , fi  dans  le  triangle  reCtangle  ABC  on. 
prend  l’hyp^énufe  AC  pour  rayon , 6c  le  point  C pour  centce  , il  eft 
évident  que  le  côté  AB  eft  le  finus  de  l’angle  oppofé  C ou  de  l’arc . 
AD , q^ii  en  eft  la  mefure  : car  ce  côté  eft  tiré  de  l’extrémité  A de  l’arc 
perpendiculairement  fur  le  rayon  CBD  , qui  aboutU  à l’autre  extrê-, 
mité  D.  On  verroit  pareillement  que  le  côté  CB  eft  le  finus  de  l’an^*, 
gle  oppofé  A , fi  on  prenoit  le  point  A pour  centre  , 6c  J’hypoténufe 
AC  pour  rayon. 

65  C.  Quand  on  confidere  un  des  côtés  comme  rayon  , l’autre, 
côté  eft  la  tangente  de  l’angle  oppofé  , 6c  l’hypoténufe  devient  la  fé- 
cante  du  même  angle.  Si , par  exemple , on  prend  le  côté  CB  pour, 
rayon , 6c  le  point  C pour  centre , le  côté  AB  devient  la  tangente  de 
l’angfe  C , 6c  l’hypoténufe  CA  en  devient  la  fecante.  Cela  paroît  en 
tirant  l’arc  B£  dont  le  côté  AB  eft  la  tangentje  > lequel  arc  eft  la  me- . 


t R I G O N Ô M É T R l R.  287 

fure  de  Tangle  C.  Mais,  fi  on  prenoit  le  côté  AB  pour  rayon , & le  point 
A pour  centre , Tautre  côté  CB  feroit  tangente  de  l’angle  oppofé  A , 

& l’hypoténufe  AC  deviendroit  la  fécante  du  même  angle  A. 

6^  D-  Quoique rhypoténufe  CA  loit  la  fécante  de  l’angle  C en  pre*  Fig.  j. 
nant  CB  pour  rayon , & qu’elle  foit  fécante  de  l’angle  A quand  c'eft  le 
côté  AB  qu’on  regarde  comme  rayon,  il  ne  s’enfuit  pas  de- là  que  les 
fécantes  de  ces  deux  angles  aient  le  même  nombre  de  parties  : car , fi 
CB  eft  plus  petit  que  AB,  & qu’on  conçoive  que  l’un  & l’autre  eft  di- 
vifé  dans  le  même  nombre  de  parties  ; par  exemple , 100000,  l’hypo- 
ténufe  CA  contiendra  plus  de  parties  de  CB  que  AB  j & parconféquent 
la  fécante  de  l’angle  C aura  plus  de  parties  que  celle  de  l’angle  A , 
parce  que  les  parties  de  CB  feront  plus  petites  que  celles  de  AB. 

63  E.RtM ARQUE.  11  fuit  des  articles  6 3 BSc  6^C  que  les  nombres 
des  Tables  qui  font  les  fînus , les  tangentes  & les  fécantes , repréfentent 
les  côtés  & rhypoténufe  d’un  triangle  reétangle  , en  fuppofant  ' 
que  l’hypoténufe  , ou  un  des  cotés  qu’on  regarde  comme  rayon  , 
eft  divifé  en  1 00000  parties  égales  ; enforte  que , fi  on  prend  rhypo- 
ténufe pour  rayon  ou  finus  total , les  deux  côtés  contiendront  autant 
de  ces  parties  qu’il  y a d’unités  dans  les  nombres  qui  font  les  finusdes 
angles  oppofés.  Par  exemple , fi  l’angle  C eft  de  50  degrés  & l’angle 
A de  40  degrés  , le  côté  AB  contiendra  76604  parties  égales  à 
celles  de  l’hypoténufe  CA , qui  en  ’ a 1 00000  j & l’autre  côté  CB 
en  contient  64279 , parce  que  le  premier  de  ces  nombres  eft  le  finus 
de  5 O degrés,  & le  dernier  eft  celui  de  40.  Si  on  prend  le  côté  CB  pour 
rayon  , il  faudra  le  concevoir  divifé  en  100000  parties  ; & alors  le 
côté  AB  tangente  de  l’angle  C , qui  êft  de  5 o degrés , contiendra 
1 1 9 Ï75  parties , & la  fécante  CA  en  contiendra  1 5 5 572 , ^arce  que 
le  premier  de  ces  deux  nombres  eft  la  tangente  , & l’autre  la  fécante 
de  50  degrés.  Mais,  fi  on  prend  AB  pour  rayon  , la  tangente  CB  de 
l’angle  A=40  degrés  ne  contiendra  que  83910,  & la  fécante  AC 
du  même  angle  n’en  contiendra  que  1 30541 . Les  analogies  que  nous 
allons  propofer  dans  les  Problèmes  fuivants  font  fondées  lur  cette 
remarque,  corn  me  nous  l’obferverons  après  le  premier  Problème. 

PaOEXBME  L 

Connoijjfant  un  c6td&  les  angles  aigus  , trouver j 1 Vautre  cote,- 
2®.  Vhypotenujè. 

63  F.  Premier  Cas.  On  prendra  le  côté  connu  CB  pour  rayon, & Kg. 
le  point  C pour  centre  j ainfi  l’autre  côté  fera  la  tangente  de  l’angle  C : 
on  pourra  donc  faire  l’analogie  fuivante». 
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Le  Jinus  total  ejl  au  cd/e'CB  comme  la  tangente  de  l* angle  C ç/l 
au  coté  AB. 

63  G.  Second  Cas.  On  prendra  Phypoténufe  pour  rayon,  & 
par  conféquent  chaque  côté  fera  le  finus  de  l’angle  qui  lui  eft  oppo- 
ié  ; c’eft  pourquoi  on  dira  : 

Le  finus  de  l’angle  A ejl  au  côté  CB  comme  le  Jinus  total  ejl  à. 
l’hypotènufè. 

Nous  fuppofons  le  côté  CB  de  864  pieds  , l’angle  C de  50  degrés  ; 

& par  conféquent  l’angle  A fera  de  40  degrés.  Cela  pofé , voici  un 

exemple  de  chaque  analogie , en  fe  fervant  des  logarithmes. 

* 


Pour  le  premier  cas. 
293651  log.de  CB=864 
1 007  619  tang.  ar.  de  C=50 


1301270  fomme 
1 00000  log.  du  lîn.  total. 


JR.  301 270  log.  de  1029  ï=AB. 


Pour  le  fécond  cas. 

293651  log.  deCB=864 
1000000  log.  du  iinus  total. 


1293651  fomme 
980807  lîn.  ar.  de  40‘‘=A 


P.  3 1 2844  log.^e  1 344=AC. 


m 

63  H.\\  eft  facile  d’appercevoir  la  vérité  des  analogies  précédentes 
après  la  remarque  que  nous  avons  faite  (63  P ) ; car , pour  la  pre- 
mière , elle  fe  réduit  à cette  réglé  de  trois  : Si  le  finus  total  de 
1 00000  parties  contient  8 64  pieds , combien  la  tangente  de  l’angle 
C , laquelle  eft  de  1 1 9 1 7 5 de  ces  mêmes  parties  , contient-  elle  de 
pieds  ? ou  bien,  fi  le  finus  total  de  100000  parties  fuppofe  le  côté  CB 
* de  864  pieds , combien  la  tangente  de  l’angle  C , laquelle  eft  de 
1 19 175  parties  , donnera- t-elle  de  pieds  pour  le  côté  AB  ? 

Pour  (X  qui  eft  de  la  fécondé  analogie , elle  confifte  dans  la  réglé 
de  trois  fuivante  : Si  le  finus  de  64279  parties  contient  864  pieds, 
combien  le  finus  total  compofé  de  1 00000  des  mêmes  parties  con- 
tient - il  de  pieds  ? Les  termes  de  ces  analogies  font , comme  on 
voit  y des  finus  & des  tangentes  naturelles , & non  pas  leurs  loga- 
rithmes. 

Toutes  les  autres  analogies  particulières  aux  triangles  reélangles 
fe  prouvent  de  la  même  maniéré. 

Pour  réfoudre  le  même  Problème  , on  pourra  faire  les  deux 
analogies  fuivantes  , dont  la  première  fuppofe  que  lé  côté  in- 
connu AB  eft  le  rayon  , & la  fécondé , que  c’eft  le  côté  connu 
CB. 

63  /.  PFsEMIEE.  Cas.  La  tangente  de  l’angle  h.  ejl  au  cété 
CB  , comme  le  fmus  total  ejl  au  côté  AB, 

6iK. 
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63  jC.  Second  Cas.  Le  Jînus  total  ejl  au  co/e'CB,  comme  la 
Jecante  de  l* angle  Ç,  ejl  k V hypoténufi. 


Pour  le  premier  Cas.' 
293651  log.  de  06  = 864.  . 
1 000000  log.  du  fin.  total. 

Pour  le  Jècond  Cas. 
293651  log.  deCB=864. 
1019193  fée.  art.  de  50'‘=C. 

1293651  fomme 
992381  tang.  ar.  de40'*=A. 

1 3 1 2844 

1 000000  log.  du  fin.  total. 

P.  301270  log.  de  1027^= AB. 

P & 0 B X 1 

K.  31284410g.  de  1344= AC. 

B M B 1 1. 

Connoijjant  Vhypoténufe  6*  les  angles  aigus  , trouver  les  cotes. 

6 3 X.  On  prendra  Thypoténufe  pour  rayon , d’où  il  arrivera  que 
chaque  côté  Tera  ie  finus  de  l’angle  qui  lui  ell:  oppofé  j ainfi  on  dira  : 

Le  Jinus  total  ejl  a Vhypoténufe^  comme  le  Jinus  d* un  des  angles 
aigus  ejl  au  côté  oppoje. 

L’hypoténufe  étant  fuppofée  de  1344  pieds , & l’angle  C de 
•50  degrés , les  logarithmes  des  trois  premiers  termes  feront 
1000000,312840,988425,  dont  le  premier  étant  ôté  de  la 
fomme  des  deux  autres,  on  aura  le  relie  301265,  logarithme 
de  i029ï=AB. 

Si  on  prend  un  des  côtés  pour  rayon  , l’hypoténule 
fera  fécante  de  l’angle  compris  entr’elle  & le  rayon  j ainli,  on 
pourra  dire  : 

La  Jécante  de  Vangle  A , compris  entre  Vhypoténufe  le  côté 
cherché  AB,,  ejl  à Vhypoténufe  comme  le  Jinus  total  ejl  à ce  côté. 

■ Les  logarithmes  des  trois  premiers  termes  de  cette  analogie 
font  1011575  fécante  art.  de  A = 40  degrés  312840,1000000, 
dont  le  premier  étant  ôté  de  la  fomme  des  deux  autres,  il  relie 
301265  , logarithme  de  1029^= AB. 

PaOBLEMB  III. 

CoanoiJJant  les  deux  côtés  CB  6*  AB  d*un  triangle  reâangle, 
trouver  i®.  les  angles  aigus  , 2®.  Vhypoténuje. 

6^ N.  Premier  Cas.  On  regardera  un  des  côtés  connus,  par 
exemple  CB,  comme  rayon,  & pour  lors  l’autre  côté  fera  la 
tangente  de  l’angle  C (93  C)  j ainfi  on  pourra  dire  : 

Le  côté  CB  eji  au  Jînus  total , comme  le  côté  AB  ejl  k la  tangente 
de  Vangle  C oppojè'  au  côté  AB,  lequel  angle  eR  complément  de 
i’angle  A. 

/ /.  Partit.  O Q 


#pô  TRIGONOMÉTRIE. 

9.  6^0.  Sbcon D Cas.  Après  avoir  trouvé  les  angles  aigus  par 

Tanalogie  précédente , on  prendra  l’hypoténufe  AC  pour  rayon  » 
& pour  lors  chacun  des  deux  côtés  fera  linus  de  Pangle  oppofé 
( 63  ) on  dira  donc  : 

Le  Jinus  de  l* angle  Kejl  au  c6te  oppqfe  CB,  comme  le  Jînus  total 
ejl  à Vhypoténufe. 

Voici  le  calcul  de  ces  deux  analogies,  en  fuppofant  te  côté  CB 
de  864  pieds,  & le  côté  AB  de  loay^. 


Pour  le  premier  Cas. 

1 000000  log.  du  fin.  total. 
301263  log.de  AB=io29p 

Pour  le  fécond  Cas. 
29365 1 log.  de  CB=864 
1 000000  log.  du  finus  total. 

1301263  fomme 
293651  log.  de  CB  = 864. 

1293651  fomme 
980807  fin.  art.  de  4o'‘=A. 

R.  10076 1 * tang.  art.  de  5o'*=C- 

R.  312844  log.  de  1344= AC. 

Au  lieu  des  analogies  propofées , on  pourroit  fe  fervir  des 
fuivantes , qui  fuppofent  qii^n  prend  le  côté  AB  pour  rayon. 

6 3 P.  Pr  EMISR  Cas.  Le  côté  AB  ejl  au  Jînus  total , comme  le  côté 
CB  ejl  à la  tangente  de  P angle  A , qui  eft  complément  de  T angle  G. 

^3^.  Second  Cas.  Le  Jînus  total  ejl  au  cdre'AB,  comme  la 
fée  anse  de  P angle  K ejl  à Phypoténujè. 

Voici  le  calcul  de  ces  deux  analogies , en  fuppofant  que  les  côtés 
& les  angles  ont  la  grandeur  qui  a été  marquée  ci-deflûs. 


Pour  le  premier  Cas. 

1 000000  log.  du  finus  total. 
295^5 1 log.  deCB=864 


Pour  le  Jècond  Cas. 
30126310g.  de  AB = 1029p. 
10 1 1 575  fée  art.  de  A=4o'‘. 


1 29365 1 fomme 
301 263  log.  de  AB=io29p 

R.  992388  tang.  art.  de  40‘‘=A. 


1312838  ibmme 
1 000000  log.  du  finus  total. 

R.  31283810g.  de  1344  = AG 


63  R.  On  pourroit  aufli  trouver  Vhypoténufe  AC,  en  tirant  la 
racine  quarrée  de  la  fomme  des  quarrés  de  CB  U de  AB.  (Géom. 
Liv.  Il , art.  184). 

PaostSMs  IV. 


Connoijfant  un  côté  Sf  Phypoténujè  y trom>tr  » i®.  Us  angles 
aigus  » 2°.  P autre  côte'. 

^3<I'.  Premier  Cas.  On  trouvera  les  angles  aigus  en  prenant 
Vhypoténufe  pour  rayon , & pour  lors  chaque  côté  eft  le  finus 
Vangle  qui  lui  eft  oppofé  (632^.)  Voici  l’analogie» 


TRIGONOMÉTRIE. 

Uhypotenujè  AC  ejl  au  Jinus  total , comme  le  c6té  connu  CB  ejl 
AU Jinus  de  l* angle  oppofd  A , qui  eft  le  complément  de  Tangle  C. 

63  T*.  Second  Cas.  On  tfouvera  l’autre  côté  AB,  en  prenant 
toujours  l’hypoténufe  pour  linus  total , & en  difant  : 

Xe  /Inus  total  ejl  à l*hypoténuJè  ^ comme  le  Jinus  de. l* angle  C ejl 
AU  cote  oppofê  AB. 

En  fuppofant  l’hypoténufe  AC  de  (344  pieds,  ôc  le  côté  CB 
de  864,  les  logarithmes  des  trois  premiers  termes  de  la  première 
analogie  feront  312840,1000000,293651 , dont  le  premier  étant 
ôté  de  la  fomme  des  deux  autres , on  aura  le  reRe  9808 1 1 , qui  eR 
le  fînus  artificiel  de  40  degrés  ; c’efi  la  valeur  de  l’angle  A. 

Les  logarithmes  des  trois  premiers  termes  de  la  fécondé  analogie 
font  1000000,312840,988425,  dont  le  premier  étant  ôté  de  la 
fomme  des  deux  autres,  on  aura  le  refie  301265,  qui  efi  le 
logarithme  de  io29î=AB. 

On  peut  auflï  réfoudre  les  deux  cas  de  ce  Problème  par  les 
analogies  fuivantes , dans  lefquelles  on  confidere  le  côté  CB  comme 
finus  total , & le  point  C comme  centre  i d’où  il  arrive  que 
l’hyporénufe  eft  la  fécante  de  l’angle  C oppofé  au  côté  çherthé  , 
& ce  côté  eft  la  tangente  du  même  angle  ( 9 3 C*  )• 

*63  Premier  Cas.  Le  côte'  CB  ejl  au  jinus  total,  comme 
Vhypotém/fé  ejl  à la  fécante  de  P angle  C , dont  l’autre  angle  A efi 
le  complément. 

53  X Second  Cas.  Le  Jinus  total  ejl  au  côte'  CB,  comme  la 
tangente  de  P angle  Qeji  au  côté  AB. 


Pour  le  premier  Cas. 

1 000000  log.  du  finus  total. 

3 1 2840  log.  de  AC=i  344. 

13 1 2840  fomme 
293651  log.  de  CB=864- 

I »■  ■■  t W I I .1  ■■  ■ — » — i— fcl  I »■ 

Pi.  1019(8^9  fée.  art.  de  ^o*=i=C. 


Pour  le  fécond  Cas. 

29365 1 log.  de  CB— 864. 

1 0076 1 9 tang.  art.  de  C=  50*, 

1301 270  fomme  [ 

1 000000  log.  du  fînus  total. 

I [ I ■ ^ ^ ^ 

K.  30127010g.  de  1029-'  — AB» 


63 T.  Il  paroît,  par  ces  deux  derniers  Problèmes,  que,  qumad. 
on  ne  connoit  pas  les  angles  a^us  , il  &ut  faire  deux  analc^ies  poi» 
trouver  l’hypoténufe  ou  un  des  côtés , parce  que  , avant  de  chercher 
Pune  ou  l’autre -Ugne,  il  ùtxxt,  d’abord  connoîcte  les  angles  aigus, 
ù moins  qu’on  ne  le  ferve  de  la  méthotîe  indiquée  à l’article  (,é^R}gi 
qui  ieioit  encore  plus  longuer 

P O i j 


Kg*  xo- 


\ 


api  TRIGONOMÉTRIE. 

APPLICATIONS  DES  PROBLÈMES  GÉNÉRAUX 

A Dns  EXSMPIBS  PARTlCULiER  S, 

Il  ne  fera  pas  inutile  de  propofer  quelques  Problèmes  particuliers 
fur  la  hauteur  & la  diftance  des  objets,  qui  ne  font  que  des  applica- 
tions des  quatre  Problèmes  généraux  dont  nous  avons  parlé. 

64.  Lorfque  l’on  cherche  quelque  longueur  inconnue , par 
exemple , la  hauteur  d’une  tour  par  le  moyen  d’un  triangle , on  fe 
fert  d’un  inftrument  pour  mefurer  les  angles  du  triangle  j cet  inftru^ 
ment  eft  appelle  Graphometre  : c’eft  une  circonférence  ou  demi  cir- 
conférence , divifée  en  degrés  & en  minutes.  Il  y a une  réglé  attachée 
au  centre  du  graphometre , que  l’on  appelle  Alidade , qui  peut 
tourner  autour  du  centre  ; elle  fert  à diriger  les  rayons  vifuels  par  le 
moyen  de  deux  pinnules,  c’eft- à- dire,  deux  plaques  percées  qui  font 
attachées  fur  l’alidade  ; cet  inftrument  eft  ordinairement  de  cuivre. 
Dans  la  figure  iq,  la  circonférence  EGFH  repréfente  un  grapho- 
metre avec  fon  alidade  GH , dont  les  pinnules  font  les  petites, 
plaques  G & H , qui  font  percées  vers  le  milieu , afin  d’appercevoir 
^extrémité  de  la  tour  dqnt  on  veut  mefurer  la  hauteur. 

« 

Probiême  I. 

♦ 

6 5 . Mefurer  une  hauteur  accejfibîe. 

Soit  la  tour  acceftible  AC,  dont  il  faut  trouver  la  hauteur. 
Pour  cela,  mefurez  d’abord  la  diftance  du  point  B au  point  C,. 
foit  avec  une  chaîne  ou  une  corde , foit  avec  une  perche  j enfuite 
dirigez  Palidade  du  graphometre , enforte  que  l’on  puifie  voir 
l’extrémité  A de  la  tour  à travers  des  pinnules  par  le  rayon  vifuet 
BA , & remarquez  quel  eft  le  degré  & la  minute  marquée  au 
point  H où  pafle  le  rayon  vifuel  : enfin , difpofez  l’alidade  horifon- 
talement  fuivant  la  direction  £F,  afin  d’appercevoir  le  bas.  de  la 
tour  au  travers  des  pinnules , & voyez  combien  l’arc  HF  contient 
de  degrés  & de  minutes  ; cet  arc  eft  la  mefure  de  l’angle  au  centrer 
HBF  ou  ABC  : ainfi , dans  le  triangle  reâangle  BAC , connoiflant 
Pangle  B par  l’ohfcrvation , & l’angle  C qui  eft  droit,  à canfe  de 
la  tour  qui  eft  perpendiculaire  Air  l’horifon , il  fera  facile  de 
connoître  l’angle  A;  mais,  d’ailleurs,  le  côté  BC  a été  mefuréi 
c’eft  pourquoi , afin  de  trouver  la  hauteur  cherchée  AC ,,  qui  eft  un 
des  côtés  du  triangle,  U n’y  a qu’à  faire  (premier  Problème  général) 
la  proportion  fuivante , dont  les  trois  premiers  termes  font  connus.: 


TRIGONOMÉTRIE. 

le  jlnus  de  V angle  A ejl  aii^côte'  BCj  comme  le  Jlnus  de  V angle  B 
eji  au  c6te'  AC , qui  ejl  la  hauteur  de  la  tour. 

66.  Si  on  ve)it  mefurer  la  hauteur  de  la  tour  fans  graphomctre , 

& fans  le  fecoùrs  des  Tables  des  finus,  on  peut  le  faire  en  employant 
deux  triangles  femblables  en  cette  maniéré.  ’ 

Plantez  un  piquet , comme  EFG  , qiii  foit  perpcndrcuhire  à Fig.  u, 
l’horifoii,  & par  conféquent  pafallele  à la  four,  & éloignez-vous 
de  ce  piquet  à quelque  diftance;  par  exemple  en  BH,  afin  que 
vous  puimez  voir  l’extrémité  A de  la  tour  par  un  rayon  vifuel 
BEA  qui  rafe  l’extrémité  du  piquet,  lequel  doit  étrç  plus  grand 
que  la  hauteur  d’un  homme  : enfin,  regardez  aiilfi  uh'pbint  de  U 
tour , tel  que  K,  par  un  rayon  horifontâl  BK , & remarquez  lé  point  F 
du  piquet  par  lequel  paflTe  le  rayon  horifontâl.  Tout  cela  pofé.  On 
aura  deux  triangles  femblables , BEF  & BAL  ; par  conféquent , 
leurs  côtés  homologues  feront  proportionnels , ce  qui  donnera  la 
proportion  BF . BL  : : EF  . AL,  dont  les  trois  premiers  termes,  font 
des  lignes  que  l’on  peut  facilement  mefurer  ; par  conféquent  on  . . 

pourra  connoître  le  quatrième , auquel  ajoutant  LC=BH,  on  aura 
la  hauteur  AC. 

67.  On  peut  encore  trouver  la  même  chofe  par  le  moyen  de  Rg.  ix 
l’ombre  de  la  tour  fans  graphomctre  ôc  fans  les  Tables  des  finus. 
plantez  un  piquet  EF , cofnme  dans  l’exemple  précédent , qui 

foit  perpendiculaire  à l’horifon , & par  conféquent  parallèle  à la 
tour;  enfuite  mefurez , i®.  l’ombre  du  piquet,  2°.  la  hauteur 
du  piquet , fans  y comprendre  la  partie  enfoncée  en  terre , 

3°.  l’ombre  de  la  tour;  enfin,  faites  la  proportion:  L’ombre  du 
■piquet  ejl  à la  hauteur  du  piquet  » comme  l’ombre  de  la  tour  ejl  à 
fa  hauteur.  Les  trois  premiers  termes  de  cette  proportion  étant 
connus , on  trouvera  facilement  le  quatrième. 

68.  Remarquez  que,  pour  avoir  l’ombre  de  la  tour  que  l’on 
fuppofe  terminée  en  pointe  dans  les  figures  10,  1 1 & 12 , il  ne  fuffit 
pas  de  prerrdre  la  difiance,  qui  efi  depuis  la  fin  de  l’ombre  jufqu’à 
la  tour  ; il  faut  .y  ajouter  la  moitié  du  diamètre  de  la  tour  : pat 
exemple,  fi  l’ombre  de  la  tour  finit  au"  point  B,  il  ne  fuffit  pas  de 
prendre  BD  pour  avoir  la  longueur  de  l’ombre , il  faut  encore 
ajouter  DC , qui  efi  ■ la  moitié  du  diamètre  de  la  tour.  11.  ffiut 
obferver  la  même  chofe  dans  les  deux  premières  maniérés  de  mefurer 
la  hauteur  de  la  tour,  c’eft  à dire  , qu’il  faut  prendre  la  diftance  du 
point  B , figure  lo , ou  du  point  H , figure  i i , jufqu?à  l’axe  A.C  dô 
la  tour  3 dont  l’extrémité  eft  le  point  A. 


pROBt£MB  IL 

6.9.  Mefarer  la  largeur  d*üne  riviere. 

I}.  ' Soit  la  largeur  d’une  rivière  marquée  par  BC  On  fuppofe  que 
celui  qui  veut  mefurer  cette  largeur  foit  du  côté  du  point  B , & que 
le  point  C , qui  eft  d’un  autre  côté , Toit  un  objet  remarquable , par 
exemple , une  pierre  ou  le  tronc  d’un  arbre , ou  autre  chofe  fetn- 
blabie.  Pour  trouver  la  longueur  de  la  ligne  BC , choiliiTez  un* certain 
point,  comme  A,  duquel  vous  puiflîez  appercevoir  le  point  B & le 
point  C , & mefurez  avec  le  graphometre  l’angle  A & l’angle  B du 
triangle.  BAC  : mefurez  auilî  la  ligne  AB , qui  eH  la  diftance  des 
deux  points  B & A ; après  ■ cela  vous  trouverez,  par  le  premier 
Problème  général , le  côté  BC , qui  eft  la  largeur  qu’on  cherche. 

Problème  111. 

70.  Mefùrer  une  hauteur  inaccefflble  > comme  celle  de  la  tour  AC  , 
qiion  Jùppofe  inacceffible. 

I».  ChoififleZjà  quelque  diHance  de  la  tour,  deux  lieux  différents , 
comme  B & G,  qu’on  appelle  Stations , defquels  on  puifle  voir 
l’extrémité  A de  la  tour.  Les  rayons  vifuels  B A & GA,  & la  ligne 
BG,  qui  eft  l’intervalle  des  Bâtions,  formeront  le  triangle  BAG, 
dont  il  faudra  mefurer  l’angle  B , l’angle  G & le  côté  BG  : ces  trois 
chofes  étant  connues , on  trouvera  facilement  le  côté  AB  par  le 
premier  Problème.  ConnoHlànt  le  côté  AB,  il  faudra  mefurer  Pangle 
ABC , après  quoi  on  pourra  connoître  la  hauteur  AC  : car , dans  le 
triangle  reftangle  BAC,  on  connoît  l’angle  C qui  eft  droit;  on 
connoît  auflt  l’angle  ABC  qu’on  a mefuré  , & d’ailleurs  on  a trouvé 
le  côté  AB , qui  eft  un  rayon  vifuel  ; d’oit  il  fuit  qu’on  pourra  trouver 
aùfli  le  refte  du  triangle  par  le  premier  Problème  général  ; ainfi , on 
pourra  connoître  non- feulement  la  hauteur  AC,  mais  aufli  la  ligne 
BC , qui  eft  la  diftance  du  point  B à Paxe  de  la  tour. 

On  peut  de  la  même  maniéré  mefurer  la  hauteur  d’une  mon- 
tagne , en  choiftftànt  deux  ftatrqns  au  bas  de  la  montagne  ,.defquelles 
on  puiffe  voir  le  fommét. 

4 

I 

F R .0  R L B M B IV. 

* • « 

7 1 . Tromftr  la  difimce  de  deux . objets  iaacçeffihles  , tels  que  * 

C<S*D, 

is.  Prenez  deux  Battons,  comme  A & B , defqueltes  on  puüfé  apper* 
cevoir  les  deux  objets,  6s  mefurez  l’intervalle  de  çes  ftadons; 
enfuite,  du  point  A,  mefurez  l’angle  DAB. 6c l’angle  CAB,  focmés 


TKIGONOMÉTRIE. 

-tous  les  deux  par  des  rayons  vifuels  ; du  point  B , mefurez  audî  les 
angles  CB  A & DBA,  formés  pareillçnjent.par  des  rayons  vifuels: 
ainfi , dans  le  triangle  BDA , on  connokra  les  deux  angles  DAB  Sc 
DBA , & le  côté  AB , qui  eft  Tintcrvalle  des  Rations  ; par  confé- 
quent,  on  trouvera  le  côté  BD  par  le  premier  Problème  général. 

De  meme , dans  le  triangle  ACB , on  connoîtra  les  deux  angles  CBA 
& CAB , le  côté  AB  ; par  conféquent  on  trouvera  aufli  BC.  Enfin , 
on  confidérera  un  troifiemc  triangle,  qui  eR  CBD>  dont  on  çonnclt 
déjà  les  deux  côtés  BD  & BC  : ainfi , R l’on  mefure  l’angle  compris 
DBC , on  trouvera , par  le  fécond  Problème  général , le  côté  CD , 
qui  eR  la  diRance  cherchée. 

On  voit  bien  que,  par  le  moyen  des  deux  premiers  triangles 
BDA  fie  ACB , on  peut  trouver  les  diRances  de  chaque  Ration  aux 
deux  objets  inacceffîbles. 

Problbms  V. 

^ . * 

7a.  Lever  Id  carte  d*un  pays  par  les  réglés  de  la  Trigon0mètrie* 

Pour  lever  une  carte , il  ne  s’agit  que  de  marquer  fut  un  plan  In 
Rcuation  des  objets  les  uns  à l’égard  des  autres,  c’eR-à-dire,  le  ap- 
port des  diftances  qui  fe  trouvent  entre  les.  objets  les  plus  remarqua^ 
blés  qui  font  dans  le  pays  dont  on  veut  f^re  la  carte , tels  que  lon^ 
les  Villes,  les  Bourgs,  les  Villages,  les  Abbayes,  fiçc.  que  l’on 
üippofe  défignés  dans  la  fécondé  Figure,  Planche  XU , par  . les  Kg.*, 
lettres  C,D,E,F,G,H,E.  Or,les  diRances  des  objets  fe  trouvent  pi-  xir. 
par  la  Trigonométrie,  en  concevant  des  lignes  qui  forment  des  triant 
gl»  dont  les  fommets.fe  terminent  à ces  objets.  Voici  donc  comment, 
on  peut  exécuter  ce  que  l’on  propofe  dans  le  Problème. 

Prenez  une  bafe,  c’eR-à-dire,  la  diRance  de  deux  points,  tels 
que  A fie  B : ili^ut  pour  cela  mefurer  aâtuelleroent,  avec  une  pu 
pluReurs  perches  égales , ou  avec  une  chaîne , la  longueur  du  chemin 
depuis  A jufqu’à  B , en  allant  toujours  en  ligne  droite  \ mais , pour 
faire  la  carte  avec  exaâitude , il  faut  que  cette  bafe  ait  une  longueur 
proportionnée  à la  diRance  des  objets  que  l’on  veut  marquer  fur  la 
carte  : par  exemple , s’il  s’agit  de  lev^  la  carte  d’une  Province , il 
Surprendre  une  bafe  d’environ  mille. toifes  ou  davantage}  aprhs^ 
cela,  mefurez  les  ailles  DAB,  EAB,  FAB,  HAB,  LAB,  forméa 
par  la  bafe  AB  fie  par  les  rayons  vifuels  qui  partent  des  objets  D , E , 

F , H , L , que  l’on  peut  voit  du  point  A;  enfuite  allez  à la  fécondé 
Ration  B,  fie  mefurez  auRi  les  angles  DBA,  EB.A,  FBA,  HBA> 

LBA  ^ feirmés  par  la  même  bafe  AB , fie  par  les  rayons  vifuels  qui 


T R I G b N O M É T R I R 

viennent  au  point  B des  objets  D,E>  F,  H,L,  que  Ton  fûppofe 
pouvoir  être  àpperçus  de  ce  points  on  aura  des  triangles  dont  on 
-corinoîtra  un  coté , lavoir , la  bafe  AB  & les  deux  angles  fur 
ce  côté  : par  exemple,  dans  le  triangle  AEB,  on  connôîtra  le  côté 
AB  & les  deux  angles  £AB  Sc  EBA  : ainfî  , par  le  moyen  du 
premier  Problème  général , on  trouvera  facilement  les  deux'  autres 
•cotés  AE  & BE. 

On  n’a  pas  pris  la  mefure  des  angles  CAB  & GB A , parce  qu’ils 
font  trop  obtus  ; mais  cela  n’empêche  pas  qu’on  ne  puilTe  avoir  la 
Situation  des  points  C & G : pour  cela , il  faut  prendre  un  des  côtés 
de  quelque  triangle  connu  pour  bafe.  ( On  fuppofe  qu’on  a trouvé 
la  longueur  de  ce -côté  par  le  moyen  de  la  première  bafe  AB.) 
Ainfî,  pour  déterminer  la  pofition  du. point  C,  je  puis  me  fervir 
de  la  ligne  AD,  qui  eR  un  des  côtés  du  triangle.  ADB.  Je  prends 
donc  la  mefure  de  l’angle  CAD , & enfuite  celle  de  l’angle  ADC  : 
ainlî,  dans  le  triangle  ACD,  je  connois  un  côté,  favoir  AD,  & les 
deux  angles  lùr  ce  côté;  donc  je  trouverai  les  deux  côtés  AG 
& DC , qui  déterminent  la  pofition  du  point  C. 

S’il  y a d’autres  objets  dont  on  veuille  déterminer  la  pofition  , 

& que  l’on  ne  puifle  appercevoir  des  ftations  A&  B,  il  faut  choifir 
Une  nouvelle  bafe  qui  foit  un  des  côtés  de  quelque  triangle  connu, 
enforte  que  l’on. puiïTe  voir  cet  objet  des  deux  extrémités  de  cette 
bafe  : par  exemple , fi  oa  ne  peut  voir  le  point  O de  la  Ration  A, 
on  pourra  prenare  pour  bafe  le  côté  FG , que  je  fuppofe  connu  par 
k moyen  du  triangle  BGF,  & mefurer  les  angles  ÔFG  & OGF, 
afin  de  trouver  les  côtés  FO  & GO.  11  faut  employer  la  même 
méthode  pour  les  objets  plus  éloignés. 

Quand  on  aura  trouvé  la  longueur  des  côtés  des  triangles , il  fera 
aifé  d’en  marquer  la  fituation  fur  une  carte  à l’aide  d’une  échelle 
dont  on  fe  fervira,  comme  nous  l’avon^  dit,  en  propofant  la 
fécondé  méthode  de  réfoudre  les  triangles  indépendamment  des 
Tables  des  finus.  On  prendra  donc  d’abord  fur  cette  échelle, 
avec  un  compas , autant  de  parties  égales  qu’il  y a , par  exemple , de 
perches  dans  la  bafe  AB,  & on  marquera  fur  la  carte  une  ligne 
droite  <zé,  égale  à l’ouverture  du  compas  ^ les  deux  extrémités  de 
cette  ligne  repréfenteront  les  deux  Rations  A & B : enfuite , pour 
marquer  la  pofition  du  point  E , on  prendra  fur  l’échelle  , avec  le 
compas , autant  de  parties  égales  qu’il  y a de  perches  dans  k ligne 
AE;  & ayant  mis  une  pointe  du  compas  fur  l’extrémité  a de 
la  ligne,  on  décrira  un  petit  arc  du  côté  qui  répond  au  point 
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E 1 enfuite  on  prendra  pareillement  fur  Péchelle  autant  de  parties  éga- 
les qu^il  y a de  perches  dans  B£ , & ayant  pofé  une  pointe  du  compas 
fur  l’extrémité  b de  la  ligne , on  décrira  un  autre  arc  qui  coupe  le 
premier  ; l’interfeôion  des  deux  arcs  marquera  la  pofition  du  point  E 
par  rapport  aux  deux  points  A & B.  On  fera  de  même  pour  les  autres 
points. 

73.  On  pourroit  fe  difpenfer  delà  peine  de  chercher  tolis  les  côtés 
des  triangles  ; Hfuffiroit , après  avoir  mefuré  la  bafe  AB , & pris  avec 
un  inftrumentia  grandeur  de  deux  angles  de  chaque  triangle,  il  fuffi- 
roit , dis- je , de  faire  des  triangles  femblables  à ceux  qui  (ont  formés 
fur  lé  tèrrein  par  la  bafe  & les  rayons  vifuels , félon  que  nous  l’avons 
expliqué  dans  la  fécondé  méthode  de  réfoudre  les  triangles  : ces  trian- 
gles que  l’on  feroit  détermineroient  la  pofition  des  objets. 

Nous  omettons  plufieurs  obfervations  qui  font  d’ufage  dans  la  pra« 
tique  de  lever  des  carte$ , parce  qu’il  ne  s’agit  ici  que  de  faire  voir  l’ap- 
plication de  la  Trigonométrie  dans  cette  opération.  Nous  reinarque- 
rons  cependant  que,  quand  on  prend  les  angles  avec  le  graphometre, 
comme  nous  l’avons  dit , il  faut  difpofer  cet  inllrument  de  façon  que 
fon  plan  foit  dans  une  fituation  horifontale  , du  moins  à peu  près. 

Ce  que  nous  avons  ditjufqu’à  préfent , peut  fuffire  pour  faire  voir 
rutilité  de  la  Trigonométrie  ; néanmoins , afin  de  faire  encore  mieux 
fentir  la  fubtilité  de  cet  Art , nous  allons  propofer  un  Problème , par 
lequel  on  verra  que  l’on  peut , par  le  moyen  de  la  Trigonométrie  , 

trouver  la  diilance  des  planètes  à la  terre. 

• • 
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74,  Trouver  la  dijlance  de  la  Lune  à laTerrt. 

Dans  la  Fig.  1 4 , le  petit  cercle  dont  C eft  le  centre,  & CT  le  rayon,  y. 
repréfente  la  terre  \ la  ligne  HB  qui  touche  la  terre  repréfente  l’hori- 
ibn  fenfible  ; le  petit  glo|>e  L qui  efi  dans  le  plan  repréfente  la  lune  ; 
l’autre  globe  I,  qui  répond  auffi  au  plan  del’horifon , repréfente  Jupi- 
ter ; enfin  , FOB  efi  une  partie  du  firmament , auquel  on  rapporte 
les  planètes. 

Si  on  voyoitlalune  du  centre  C de  la  terre  , on  la  rapporteroit  au 
point  O du  firmament;  mais,  fi  on  regardoit  la  lune  du  point  T,  on  la 
rapporteroit  à un  point  inférieur  du  firmament , favoir  au  point  B.  Le 
point  O , auquel  on  rapporteroit  la  lune  vue  du  centre  de  la  terre , 
eft  appellée  le  lieu  vrai  de  la  lune;  & le  poiht  B , auquel  on  la  rapporte, 
étant  vu  de  defius  la  furface  de  la  terre  , eft  nommé  le  lieu  apparent 
de  la  lune  ; & l’arc  OAB,  compris  entre  ce$  deux  points  , eft  appellé 

II.  Fartit,  P P 
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Fig- 14.  parallaxe.  Or  , le  firmament  étant  à une  difiance  immenfe  de  la. 
terre,  delà  lune  & des  autres  planètes , on  peut  regarder  chacune 
des  planètes  comme  le  centre  du  firmament  : ainfi  Parc  OB  eft  la 
mefure  de  l’angle  OLB  & de  l’angle  CLT  oppofé  au  fommet  ; c'eft 
pourquoi  l’un  & l’autre  dè  ces  deux  angles  eft  encore  appelté  pa~ 
rallaxe.  Tout  cela  pofé , voici  comme  on  trouve  la  diftance  de  la  lune 
à la  terre. 

Le  Triangle  TCL  formé  par  le  rayon  de  la  terre  CT  , & par  les 
rayons  vifuels  CL  & TL  eft  reâangle,  parce  que  le  rayon  de  la  terre 
eft  perpendiculaire  à la  tangente  HB , qui  repréfente  l’horifan  fenfi- 
ble  ( liv.  I , art.  115);  ainfi  l’angle  T eft  droit  : d’ailleurs , on  con- 
noît  l’angle  CLT  mefuré  par  la  parallaxe  horifontale  OB , que  l’on 
trouve  dans  les  Tables  aftronomiques.  Mais  on  connoh  encore  le  côté 
CT , qui  eft  un  rayon  de  la  terre  , que  l’on  fait  être  de  1432  lieues 
communes  de  France,  dont  chacune  contient  2282  toiles;  ainfi  , on 
pourra  trouver  par  le  premier  Problème  le  côté  CL,  qui  eft  la  diftance 
de  la  lune  au  centre  de  la  terre.  • 

La  lune  n’eft  pas  toujours  également  éloignée  de  la  terre;  mais , ft 
oh  la  prend  dans  fa  moyenne  diftance  , on  trouve  que  l’angle  L eft 
d’environ  un  degré , lorfque  la  lune  répond  au  plan  de  l’horifon  ; on 
aura  donc  la  proportion  fuivante  : Le  finus  de  l* angle  <Pun  degré  ejl 
au  côté  CT , qui  ejl  un  demi-diametre  de  la  terre  , comme  le  Jtnus 
de  l*  angle  droit  e[l  a Ch.W  oïcï  cette  proportion  : 1745  . i ::  looooo* 

f-  SIS 

Ainli  le  côté  CL , qui  eft  la  diftance  de  la  lune  au  centre  de  la  terre,, 
eft  d’environ  37  demi-  diamètres  de  la  terre;par  conféquent  la  moyenne 
diftance  de  la  lune  à la  terre , marquée  par  DL , n’eft  que  de  56  de- 
^ mi'diametres qui  font  d’environ  80000  lieues- 

75.  Remarquez  que  la  parallaxe  d’une  planete  eft  d’autant  plus 
petite  que  la  planete  eft  plus  éloignée  de  la  terre  : par  exemple , la 
paralla.xe  de  Jupiter  fuppofé  en  1 eft  moindre  que  celle  de  la  lune , 
comme  on  le  voit  fenfîblement  dans  la  Figure  14,  où  la  parallaxe 
de  Jupiter  eft  l’arc  AB  ou  l’angle  ClT.  Cet  angle  eft  même  fi  petit,, 
qu’il  devient  infenfible , & que  l’angle  TCI  eft  prefque  droit , aufiî- 
bien  que  l’angle  CTI , enforte  que  les  deux  rayons  vifuels  CI  & TI 
font  fenfîblement  parallèles , à caufe  de  la  grande  diftance  de  Jupiter  ; 

* c’eft  pourquoi  • on  ne  pourroit  pas  fe  fervir  de  cette  méthode  peut 
connoître  la  diftance  de  Jupiter  à la  terre. 

76-  On  peut  remarquer  de  même  par  rapport  aux  hauteurs  que 
Üon  veut  mefurer  fur  la  tefre  , qu’il  être  à une  diftance  média- 


P 


4 


TRIGONOMÉTRIE. 

cre  de  ces  hauteurs , afin  que  l’erreur  infenfible , qu’il  n’eft  prefque  fis.  it, 
pas  poilible  d’éviter  lorsqu’on  prend  l’angle  de  hauteur , en  le 
faifant  un  peu  trop  grand  ou  un  peu  trop  petit , ne  caufe  pas  une 
erreur  trop  confidérable  dans  le  calcul  de  la  hauteur  qu’on  cherche. 
Suppofons , par  exemple , qu’il  s’agifle  de  mefurer  la  hauteur  AC  : 

G on  obferve  du  point  D , & qu’au  lieu  de  prendre  l’angle  ADG 
tel  qu’il  eft , on  le  fafle  un  peu  plus  grand  & égal  à l’angle  FDC  , 
il  eft  vifible  que  cette  erreur  fera  la  hauteur  AC  plus  grande  (fl’elle 
n’eft  de  la  quantité  FA  , qu»  eft  plus  du  quart  de  AC  i mais  , fi  on 
mefure  l’angle  de  hauteur  au  point  B , & qu’au  lieu  de  prendre  l’an» 
gle  ABC  tel  qu’il  eft , on  fafle  la  même  erreur  qu’auparavant , 
ên  prenant  EBG , enforte  que  l’angle  EBA  foit  égal  à l’angle  FDA  ; 
il  eft  évident  que  cette  derniere  erreur,  quoiqu’égale  à la  première, 
ne  fera  la  hauteur  AC  plus  grande  qu’elle  n’eft  effeé^ivement  , que 
de. la  quantité  EA  , qui  eft  beaucoup  moindre  que  FA.  11  eh  feroit 
de  même , fi  on  étoit  beaucoup  plus  près  qu’il  ne  feut  de  la  hauteur 
à mefurer.  Ainfi  il  faut , afin  de  mefurer  exaftement  une  hauteur , 
qu’il  y ait  de  la  proportion  entre  la  diftance  de  l’obfervateur  à Tobjet , 

& la  hauteur  de  cet  objet  j & fi  cette  diftançe  eft  égale  à la  hauteur  , 

( ce  qui  arrive  lorfque  l’angle  de  hauteur  eft  de  45  degrés  ) pour 
lors  on  eft  dans  l’éloignement  le  plus  favorable  pour  mefurer  la’ 
hauteur. 

77.  Ce  que  l’on  vient  de  dire  touchant  la  mefure  des  hauteurs 
doit  auffi  s’entendre  delà  mefure  de  toute  autre  ligne , foit  qu’elle 
marque  la  largeur  ou  la  diftance  des  objets  ; enforte  qu’il  faut  tou- 
jours que  l’éloignement , qui  eft  entre  l’obfervateur  Ce  la  ligne  à 
mefurer  , ait  quelque  rapport  fenfible  avec  cette  ligne. 
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AUX  ÉLÉMENTS  DÉ  GÉOMÉTRIE. 

NOUS  mettrons  dans  ce  Supplément  quelques  démonftrations 
que  nous  n*avons  pas  cru  devoir  inférer  dans  le  cours  des 
Éléments. 

On  peut  démontrer  le  Théorème  fondamental  fur  les  lignes  pro- 
portionnelles par  les  triangles , en  fuppofant  que  ceux  qui  ont  même 
hauteur  & même  bafe  font  égaux , & que  ceux  qui  ont  feulement  même 
hauteur , ou  qui  font  entre  mêmes  parallèles , font  entr’eux  comme 
leurs  bafes.  La  première  de  ces  proportions  eft  à Part.  1 26  du. fécond 
livre  ; & la  fécondé  eft  à l’art.  7 2 dju même  livre.  L’une  & l’autre  font 
des  Corollaires  des  propolitions  femblables  fur  les  parallélogrammes  , 
favoir  que  ceux  qur  ont  même  hauteur  6c  même  bafe  font  égaux , 6c 
que  ceux  qui  ont  même  hauteur  font  entr’eux  comme  leurs  bafes.  Or , 
ces  proportions  font  démontrées  fans  rien  fuppofer  touchant  les  lignes, 
proportionnelles.  Voici  la  proportion  fur  les  triangles  , dont  nous, 
tirerons  un  Corollaire  équivalent  au  Théorème  fondamental  des 
lignes  proportionnelles. 

THéoXLBMB 

Art.  i.  Sion  coupe  deux  côtes  d^un  triangle  par  une  lîgneparallele 
à la  bafe  , ils  feront  coupes  proportionnellement , ou  , ce  qui  revient-: 
au  même  , les  deux  parties  de  l’un  feront  proportiormelles  aux  deux 
parties  de  l’autre.  Réciproquement  ,/r  les  deux  parties  d’un  côté  font 
proportionnelles  à celles  de  l’autre  , la  ligne  qui  coupe  les  deux  côtés 
ejl  parallèle  à la  bafe. 

Soit  le  triangle  BAD,  Figure  63  du  premier  livre , dont  les  deux 
côtés  AB  6c  AD  foient  coupés  par  la  ligne  EF , parallèle  à la  bafe 
BD  : Je  dis  , i ®.  que  AE  . EB  : : AF . FDj  2®.  que  pofée  cette  pro- 
portion , EF  eft  parallèle  à la  bafe  BD.  Pour  le  démontrer,^  il  faut 
tirer  les  deux  lignes  BF  &.DE. 
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Démonstration. 

ï.  pARf  lE.  Les  deux  triangles  EBF  & EDF  font  égaux  , parce 
qu’ils  ont  même  bafe  EF , & qu’ils  font  entre  les  mêmes  parallèles  BD 
& EF.  D’ailleurs  le  triangle  E AF  eft  au  triangle  EBF  comme  la  bafe  AE 
cft  à la  bafe  EB  ( liv.ll , art.  17*)  : car,  ayant  leur  fommet  au  même 
point  F , & de  plus  ayant  leurs  bafes  fur  la  même  ligne  AB  , ils 
ont  même  hauteur.  Par  la  même  raifon , le  triangle  EAF  eft  au  trian- 
gle EDF  comme  la  bafe  AF  eft  à la  bafe  FD  , parce  que  ces  deux 
triangles  ont  leur  fommet  au  même  point  E , & qu’ils  ont  leurs  bafes 
fur  la  même  ligne  AD.  jNous  avons  donc  les  deux  proportions  EAF  . 
EBF  : : AE  . EB . & EAF . EDF  : : AF  . FD.  Or,  les  deux  premières 
raifons  de  ces  proportions  font  égales , parce  qu’elles  ont  le  même 
antécédent , & que  d’ailleurs  tes  deux  conféquents , favoir  les  deuj^ 
triangles  EBF,  EDF,  font  égaux  j donc  les  deux  dernieres  raifons  font 
aulli  égales , c’éft-à-dire  , que  AE  . EB  : : AF.  FD  : ce  qu’il  failoit 
démontrer  en  premier  lieu. 

II.  Partie.  Si  les  deux  parties  d’un  côté  font  proportionnelles  à 
celles  de  l’autre  , la  ligne  qui  coupe  les  deux  côtés  eft  parallèle  à la 
bafe  : car  on  a,  comme  dans  la  première  partie  , les  deux  proportions  , 
EAF . EBF  : : AE . EB  & EAF . EDF  AF.  FD.  Or , par  l’hypothefe 
les  deux  dernieres  raifons  de  ces  deux  proportions  font  égales  j donc 
Tes  deux  premier.es  le  font  auflî.  Or  , ces  deux  premières  raifons  ont 
le  même  antécédent  EAF  : donc  il  faut  que  les  conféquents,  favoif 
les  triangles  EBF  & EDF  foient  égaux.  D’ailleurs  , ces  deux  triangles  . 
ont  la  même  bafe  EF  ; donc  ils  ont  aufli  même  hauteur  ( liv.  11 , art. 
1 26 , ou , ce  qui  revient  au  même , les  lignes  EF  & BD , entre  lefquelles 
ils  font  compris , font  parallèles. 

Cor  o^.i.airb 

. 2,  Les  deux  côtés  du  triangle  B AD  étant  coupés  par  la  ligne  EF  pa- 
sallele  à la  bafe , la  partie  AE  eft  au.  côté  entier  AB  comme  la  partie: 
AF  eft  à l’autre  côté  entier  AD  : car , puifque  AE  . EB  : : AF  . FD  ; 
donc  componendo  AE  • AE-F-EB  : : AF . AF-j-FD , c’eft-à-dire  , que: 
AE  . AB::  AF  . AD.  On  prouvera  de  même  que  la  partie  inférieure. 
EB  eft  au  coté:entier  AB  comme  la  partie  FD  eft  à l’autre  côté  en- 
tier AD  : car, ayant  la  proportion  AE  . EB  : : AF.FD  j donc  compo^- 
liendo  , AE-j-EB  . EB  : :' AF-j-FD  : FD  , ou  bien  , AB . EB  : : AD  . 
FD  J ou,  invenendo,  EB.  AB  : : FD.  AD.  Il  paroît  donc  par  ce  Corollaire' 
que  les  parties , foit  fupérieures  > foit  inferieures  des  côtés  du  triangle  „ 
font  proportionnelles  aux  côtés  entiers. 
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Ce  Corollaire  renferme  la  propofition  fondamentale  fur  les  lignes 
proportionnelles  i nous  en  allons  faire  le  Théorème  fuivant. 

XHéOHBMB  IL  BT  FOMOAMBNTAL. 

2 B.  Lorfque  deux  lignes  comprijes  dans  un  efpace  parallèle  y /ont 
autant  inclinées  que  deux  autres  lignes  enfermees  dans  un  autre 
ejpace  parallèle  , les  deux  premières  font  proportionnelles  aux  deux 
autres.  Pour  voir  que  le  Corollaire  précédent  renferme  ce  Théorème, 
il  fuffit  de  concevoir  que  les  deux  parties  AE  & AF  font  dans  un 
efpace  parallèle  compris  entre  la  ligne  A & la  parallèle  EF , & que  les 
deux  côtés  entiers  AB&  AD  font  dans  un  autre  efpace  paraljele  con- 
tenu entre  la  ligne  A & la  bafe  BD. 

5.  Pour  la  page  59 , à la  fin  de  Part.  1 69  du  premier  livre  de  Géo- 
blétrie.  On  ne  peut  diviferun  nombre  en  moyenne  «S*  extrême  raijbn. 

Démonstration.  Pappelle  a tout  nombre  propofé  yxùi  grande 
partie  ; ainfi  la  petite  partie  eft  a — x.  Il  faut  prouver  que  x n’eft  pasi 
commenfurable  avec  a } & par  conféquent  que  ce  n^eft  pas  un  nom- 
bre. On  fuppofe  la  proportion  ya.x::x.  a — x : donc  xx=^aa — ax  , 
& xx-\-ax—aa’y  & en  ajoutant  à chaque  membre  le  quàrré  de  la 
moitié  d’a  , on  aura  xx~j-ax-^~z=aa-\-^.  Or  , fi  on  réduit  aa  à la 
fraâion^f^,  & qu^on  l’ajoute  enfuite  avec  ~ y la  fomme  fera  ^ : donc 
xx-\-ax-^=^^.  Et  tirant  la  racine  quarrée  de  chaque  membre  , on 
aura  Donc  x=. — — ï • j que 

que  X (ht  commenfurable  , il  faudroit  que  Ton  pût.  tirer  la  racine 
quarrée  de  ^ j ce  qui  eft  impoflîble  : car , fi  étoit  un  quatre  par- 
fait, en  le  multipliant  par  un  autre  quarré , pat  exemple  par  4 , le 
produit-^  ou  5 ææ  feroit  encore  un  quarré.  Or,  5àÆ  n’eft  pas  un 
quarré  : car  on  a la  proportion  , ûæ  . 5<iæ  : : i . 5 , & par  conlé- 
quent  les  racines  de  cés  quatre  termes  font  encore  en  proportion , 
c’eft-à-dire , que  a . |/  ^aa  : : i . ij/  5^.  Or  , 5 n^eftpsüs  radonel 

ou  commenfurable  par  rapport  à i : donc  ^ ^ad  ne  .l’eft  pas  non' 
plus  par  rapport  au  nombres;  ou,- ce.  qui  revient  au  thème,  la 
qtiantité  5 aa  n’eft  pas  un  nombre.  Ainfi  5 aa  n’eft  pas  un  nom- 

Iwe  quarré , ni  par  conféquent  Donc  x eft  une  grandeur  incom> 
menfurable.  Ainfi  on  ne  peut  divlfer  le  nonabre  a en  moyenne  & 
extrême  raifon. 

Nous  avons  fuppofé  que  le  produit  des  deux  nombres  quarrés  eft 
aufli  un  nombre  quarré  ; en  voici  la  preuve  : Soient  les  deux  nom- 
bres a y b y les  quarrés  feront  an , bb  y Bc  le  produit  fera  aabb.  Or  , 
ce  produit  eft  le  quarré  de  ab , qui  eft  encore  un  nombœ  -,  à caufe 
des  deux  premiers  nombres  a ôc  b» 
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Theorbhe. 

3 B.  Si  deux  triangles  font  e'gaux , & que  Vun  ait  un  angle  égal, 
à un  angle  de  L* autre  , les  cotés  de  ces  angles  feront  réciproques  : 6* 
de  même  , fi  de  deux  triangles  l^un  a un  angle  égal  à un  angle  de 
L* autre  , & que  les  cotés  de  ces  angles  foient  réciproques  , les  deux 
triangles  front  égaux- 

Cette  propofition  eft  la  quinzième  du  fixieme  livre  d’Euclide. 

Soient  les  deux  triangles  BEC  , DFC  de  la  Figure  63  du  premier 
livre , dont  les  angles  BCE  & DFC  foient  égaux.  Je  dis  , i que  , fi 
ces  triangles  font  égaux  , les  côtés  de  Pangle  BCE  font  réciproques 
à ceux  de  Pangle  DGF , c*eft-à-dire , qu’on  aura  la  proportion  , CB . 
CF  : : CD . CE  ; 2®.  & fi  ces  côtés  font  réciproques , les  triangles  font 
égaux.  11  faut  difpofer  le  côté  CD  de  maniéré  qu’il  faflè  la  même 
ligne  que  le  côté  EC  prolongé , alors  le  côté  CF  fera  aufil  le 
prolongement  de  BC. 

_ • 

Démonstration. 

a ^ 

I.  Partie.  La  ligne  EF  étant  tirée  , on  aura  le  troifîeme  triangle  ■ 
ECF , que  je  compare  avec  les  deux  autres.  Les  triangles  BEC , ECF 
ayant  même  fommet  E , & ayant  pour  bafe  les  parties  de  la  ligne 
BF , ont  même  hauteur:  ainfi  ils  font  entr’eux  comme  leurs  bafes 
CB  , CF  (liv.II , art.  172).  Par  la  même  raifon  , les  deux  triangles 
DFC  > ECF  qui  ont  le  même  fommet  F font  comme  leurs  bafes  CD, 
CE  : on  a donc  les  deux  proportions  , BEC  . ECF  : : CB  . CF  , & 
DFC  . ECF:  : CD  • CE.  Or,  dans  ces  proportions  les  deux  premiers 
antécédents  BEC  & DFC  font  égaux  par  l’hypothefe  > & leur  confé- 
quent  eft  le  même  , favoir  ECF } donc  la  première  raifon  de 
l’une  des  proportions  eft  égale  à la  première  de  l’autre.  Ainfi 
la  fécondé  raifon  d’une  part  eft  auifi  égale  à la  fécondé  de  l’autre 
part , c’en- à- dire  que  CB  . CF  : : CD  . CE. 

II.  Partie.  Si  cette  proportion  CB . CF  : : CD  . CE  eft  vraie , 
les  deux  triangles  font  égaux  , en  fuppofant  toujours  les  angles 
BCE , DCF  égaux.  Car  on  a encore  , par  la  raifon  expofée  ci- 
deflus , les  proportions  BEC . ECF  : : CB  . CF , & DFC . ECF  : t 
CD  . CE.  Or  , par  l’hypothefe  , les  deux  dernieres  raifons  de  ces 
proportions  font  égales  : donc  les  deux  premières  raifons  , favoir 
celles  de  BEC  à ECF  , & de  DFC  à ECF  , font  auflî  égales  entre- 
elles.  Or , ces  deux  raifons  ont  le  même  conféquent  ECF  : donc: 
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les  deux  antécédents  BEC  » DGF  font  égaux  (Arith.  liv.  II , art.  1 4)  : 

ce  qu’il  falloit  démontrer. 

Toutes  les  démonflrations  que  nous  avons  données  ( liv.  II  , 
art.  18^  ) du  Théorème  fondamental  touchant  le  quarré  de 
l’hypoténufe  étant  fondées  fur  les  proportions  , lious  en  allons 
propofer  une  autre  , qui  en  ed  indépendante,  & qui  peut  être 
facilement  entendue  par  ceux  même  qui  ne  favent  que  les  pre< 
miers  Éléments  de  la  Géométrie. 

Théoremb  Fondambntxi. 

4.  Le  quarré  de  Vkypotènufe  e(l  égal  aux  quarre's  des  deux  autres 
c6tés. 

Soit  le  triangle  BAC  dont  l’angle  A eft  droit  : je  dis  que  le 
quarré  de  BC  eft  égal  au  quarré  de  AB , plus  au  quarré  de  AC.  Pour 
le  prouver  , il  faut  prolonger  le  côté  AB  de  part  & d’autre , enforte 
que  les  deux  lignes  AD  & AP  foient  chacune  égales  à la  fomme  des 
côtés  AB  & AC.  Il  faut  pareillement  prolonger  le  côté  AC  de  façon 
que  les  lignes  AH  & AL  foient  aufli  l’une  & l’autre  égales  à la 
fomme  des  mêmes  côtés.  Enfuite  , achevez  les  quarrés  AF  5c  AN. 
Après  cela , divifez  chaque  côté  du  quarré  AF  en  deux  parties  égales 
aux  côtés  AB  5c  AC  du  triangle  donné  , enforte  que  les  deux  côtés 
de  chaque  angle  droit , comme  D du  quarré  , AF  foient  égaux  aux 
côtés  AB  6c  AC  de  l’angle  BAC  , chacun  à chacun  ; ôc  tirez  les  lignes 
BE , EG , G1  ôc  BI , on  aura  quatre  triangles  reâangles , dont  chacun 
eft  égal  au  triangle  BAC , p\iifque  les  deux  côtés  qui  comprennent  l’an- 
gle droit  font  égaux  à ceux  qui  forment  l’angle  droit  de  ce  triangle  : 
de  plus , le  quadrilatère  BG , dont  les  quatre  côtés  font  égaux  chacun 
à l’hypoténufe  BC , eft  le  quarré  de  cette  ligne  : ce  que  je  prouve  en 
faifant  voir  que  les  angles  de  ce  quadrilaterre  font  droits.  L’angle 
extérieur  IBD  eft  égal  aux  deux  intérieurs  lAB  6c  BIA  (liv.II,art.  17) 
Or , ce  dernier  angle  BlA  eft  égal  à l’angle  EBD  , parce  que  les 
triangles  BAI  ôc  EDB  font  égaux  en  tout.  Donc  l’angle  IBE  eft  égal 
à l’angle  lAB  qui  eft  droit.  11  faut  dire  la  même  chofe  des  autres 
angles  du  quadrilatère. 

Pour  ce  qui  eft  du  quarré  AN , tirez  par  le  point  C la  ligne  CO 
parallèle  au  côté  AP  : de  même , ayant  pris  fur  le  côté  AP  la  par- 
tie AR  égale  à AC , menez  RM  parallèle  à l’autre  côté  AL  , on 
aura  deux  quarrés , favoir,  AS  ôc  SN.  Or,  il  eft  évident  que  le 
premier , AS , eft  le  quarré  du  côté  AC  : d’ailleurs  le  fécond  SN  , 
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•eft  le  quarré  de  l’autie  côté  AB:  car,  la  ligne  AP  eft  égale,  par  la 
rconftruélion , à la  fomme  des  côtés  AB  & AG  ; mais  la  partie  AR  a 
été  prife  égale  au  côté  AC  : donc  Pautre  partie  RP  eft  égale  au  côté 
AB.  Or,  les  deux  côtés  SO  & MN  font  chacun  égaux  à RP  à caufe 
du  parallélifme  des  lignes  RM  & PN  : donc  ils  font  auflî  égaux  au 
côté  AB.  Pareillement,  les  côtés  SM  & ON  font  égaux  au  côté  AB, 
parce  que  la  ligne  AL  étant  égale , par  la  conftruâion , à la  fomme 
des  côtés  AB  & AC,  il  faut  que  la  partie  CL  foit  égale  au  côté  AB. 
Or>  les  deux  côtés  SM  & ON  font  égaux  Pun  & Pautre'à  cette 
partie  CL  ; ainfi , SN  eft  le  quarré  de  AB.  Il  faut  donc  faire  voir  que 
le  quarré  de  Phypoténufe  BC,  favoir  BG,  eft  égal  aux  deux  quarrés 
AS  & SN  : pour  cet  effet , tirez  encore  les  diagonales  RO  & SL  qui 
"partagent  les  reftangles  PS  & CM  en  quatre  triangles.  Tout  cela  • 
pofé,  je  démontre  ainfi  la  propofition. 

Demonsthatioit. 

Le  quarré  AF  eft  égal  à Pautre  quarré  AN , puifque  les  côtés 
du  premier  font  égaux  à ceux  du  fécond  : d’ailleurs , les  quatre 
triangles  du  premier  font  égaux  aux  quatre  triangles  du  fécond; 
car , nous  avons  déjà  fait  voir  que  chacun  des  quatre  triangles  du 
premier  quarré  eft  égal  au  triangle  BAC.  Or,  les  quatre  triangles  du 
fécond  quarré  font  aufiî  égaux  au  même  triangle  BAC , puifqu’ils 
font  tous  reélangles , & que  d’ailleurs  les  deux  côtés  qui  comprennent 
l’angle  droit  font  égaux , par  la  conftruétion , aux  deux  côtés  qui 
renferment  Parigle  droit  du  triangle  BAC.  Si  donc  on  retranche  les 
quatre  triangles  du  premier  quarré  & les  quatre  du  fécond,  les 
reftes , de  part  & d’autre , feront  égaux.  Or , le  refte  du  premier 
quarré  AF  eft  le  quarré  de  Phypoténufe  BC , & le  refte  du  fécond 
qparré  AN  font  les  deux  quarrés  des  côtés  AB  & AC  ; par  confé- 
quent,  le  quarré  de  Phypoténufe  eft  égal  aux  quarrés  des  deux 
autres  côtés  : ce  qu’il  falloit  démontrer. 

* N 

Problbmb. 

4 B.  Injcrire  dans  un  cercle  un  fentéde'cagone  régulier , c*ejl-  à- 
dire , un  polygone  re'gulier  de  quinre  cotés. 

Soit  Parc  ABF,  Figure  41  du  Livre  II,  Planche  III;  il  s’agit  de 
trouver  Parc  dont  la  corde  foit  le  côté  du  pentédécagone.  Pour 
cela,  tirez  la  corde  AF  égale  au  rayon,  8c  la  corde  AB  qui  foit 
égale  à la  grande  partie  du  rayon  divifé  en  moyenne  & extrême 
raifon  : cette,  cordé  AB  fera  le  côté  du  décagone  régulier  ( Géom. 

II.  Partie.  q q 
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Liv.  II,  art.  103.)  Si  on  tire  la  ligne  BF , corde  de  l’arc  BEF,  ce 
fera  le. côté  du  pentédécagone  : car,  puifque  la  corde  AF  eft  égale 
au  rayon,  elle  fera  le  côté  de  l’exagone  régulier  ( Liv.  11,  arc.  100  ) 
Ainlî , Parc  ABF  fera  de  foixante  degrés  : d’ailleurs , la  corde  AB 
étant  le  côté  du  décagone  régulier , Parc  qu’elle  foutient  eft  de 
36  degrés,  qui  font  la  dixième  partie  de  360  j ainii.  Parc  ABF 
étant  de  60  degrés , & Parc  AB  de  3 6 , il  faut  que  Parc  BEF , qui  eft 
l’autre  partie  de  ABF,  foit  de  24  degrés.  Or,  24  degrés  font  la 
quinzième  partie  de  3 60  ; par  conféquent  la  corde  BF , qui  foutienc 
l’arc  BEF,  eft  le  côté  du  pentédécagone. 

PaOBtBllB. 


4 C.  Décrire  un  polygone  Jèinblahle  à un  polygone  donné  & égal 
a un  autre  polygone. 

Nous  nous  fer  virons  des  Figures  6 1 & 62  de  la  quatrième  Planche 
du  fécond  Livre.  On  propofe  de  faire  un  pentagone  aeb  femblable 
au  grand  pentagone  AEB  de  la  Figure  62 , & égal  au  triangle  ADC 
de  la  Figure  61.  Pour  cela,  i^.  je  ^s  un  parallélogramme  ( Liv.  II, 
art.  45  & 128!?),  que  je  nomme  a , égal  au  pentagone  AEB , que 
je  fuppofe  avoir  été  réduit  en  un  triangle  par  la  méthode  de  l’ar- 
ticle 133  du  Livre  11;  puis  je  décris  un  autre  parallélogramme  é, 
qui  ait  pour  bafe  un  côté  AB  du  pentagone  AEB , & qui  foit  égal 
au  premier  parallélogramme  (Liv.  II,  art.  149 C.)  a®.  Je  conftruis 
pareillement  un  parallélogramme  c , qui  ait  même  hauteur  que  é,  & 
qui  foit  égal  au  triangle  ADC  de  la  Figure  61.  J’aurai  donc  le 
parallélogramme  b , égal  au  pentagone  AEB , & le  parallélo- 
gramme c,  égal  au  triangle  ADC  de  la  Figure  61.  (J’appelle  x Si  y 
les  bafes  des  deux  parallélogrammes  b & c.)  La  première  eft,  par 
la  conftruftion  , égale  au  côté  AB  du  pentagone  AEB.  3®.  Je 
cherche  une  moyenne  proportionnelle  m entre  les  deux  bafes  x Sx.  y 
(Liv.I,  art.  172.)  4®.  Enfin,  je  fais  fur  le  côté  ab  de  la  Figure  62, 
que  je  fuppofe  égal  à la  moyenne  proportionnelle  /r,  un  pentagone 
aeb  femblable  au  pentagone  AEB  (Liv.  11 , art.  1 94P)  : je  dis  qu’il 
eft  égal  au  triangle  ADC;  car,  ayant  la  proportion  continue  x 
ou  AB  . m ::  m .y  ^ les  deux  pentagones  femblables  AEB  & aeb  y 
décrits  fur  x Sx  feront  entr’eux  comme  je  eft  à parce  qu’ils 
font  comme  les  quarrés .des  lignes  x Sx  m (Liv.  II,  art.  179),  Sx 
que  ces  quarrés  font  enlr’eux  comme  x eft  à y ( Arith.  Liv.  II , 
art.  1 1 3 ) : d’ailleurs , les  deux  parallélogrammes  b Sx  c ayant  même 
hauteur  par  la  con^uétion , font  auftf  comme  leurs  bafes  x Sx  y 
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(Liv.  II,  art.  164)}  par  conféquent,  les  pentagones  AEB  & aeb 
font  comme  les  parallélogrammes  b Sac  ^ & alternando , le  penta- 
gone AEB  eli  au  parallélogramme  b , comme  le  pentagone  aeb  eR  au 
parallélogramme  c.  Or , par  la  conftruétion , le  pentagone  AEC  eft 
égal  au  parallélogramme  b.  Donc  le  pentagone  aec  eft  auftî  égal  au 
parallélogramme  c , qui  a été  fait  égal  au  triangle  ADC  : ainfi , le 
pentagone  aeb  eft  femblable  au  pentagone  AEB , & en  même  temps 
ég*al  au  ttiangle  ADC. 

La  fuite  de  ce  Supplément  regarde  les  articles  i o i , 1 1 a , 15^ 
du  fécond  Livre,  & les  articles  6c  146  du  troilieme  Livre  des 
Éléments  de  Géométrie. 

5.  Le  côté  de  l’exagone  régulier,  infcrit  dans  un  cercle , étant  égal 
au  rayon  du  cercle , le  périmètre  de  ce  polygone  contient  ftx  fois  ou 
eft  ftx  fois  plus  grand  que  le  rayon  ; par  conféquent , ce  périmètre  eft 
trois  fois  plus  grand  que  le  diamètre.  Or , la  circonférence  du  cercle 
eft  plus  grande  que  le  périmètre  de  l’exagone  infcrit  : ainft , cette 
circonférehce  eft  plus,  de  trois  fois  plus  grande  que  Ton  diamètre , 
c’eft-à-dire,  que  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  eft  plus 
grand  que  la  raifon  de  3 à i ou  de  ai  à 7;  mais  Archimede  a fait 
voir  qu’il  eft  moindre  que  celui  de  aa  à 7,  & plus  grand  que  la 
raifon  de  ai  à 7,  qui  eft  la  même  que  celle  de  aa^  à 71.  Afin 
d’aftigner  des  limites  encore  plus  étroites , entre  lefquelles  fe  trouve 
le  rapport  de^a  circonférence  au  diamètre , nous  prouverons  qu*il  eft 
plus  petit  que  la  raifon  de  a i ffj  à 7 , & plus  grand  que  celle  de  a i 

à 7 j enforte  néanmoins  que  ce  rapport  approche  plus  de  la  première 
que  de  la  fécondé.  Or , cette  première  raifon  de  a 1 777  à 7 eft  égale  à 
celle  de  ^ 5 5 à 1 1 3 , puifque , ft  on  multiplie  les  deux  extrêmes  i 1 7^ 
Ce  1 1 3 l’un  par  l’autre , le  produit  fera  égal  à celui  des  moyens  7 

^ 355-  . 

6.  On  peut  remarquer  ici  en  paftknt  que , ft  on  réduit  les  deux 
fraâions  ^77  & ttt  au  même  dénominateur",  on  aura  les  deux  fui- 
vantes  7^  ôc  7^  ; par  conféquent , les  deux  nombres  a i ~ & 
ai  7^  font  égaux  à ceux-ci  a 1 7^  ôc  21  Or,  ces  deux  derniers 
ne  different  entr’eux  que  de 77^,  c’eft- à-dire,  de  la  12656”*  partie 
d’une  unité  : donc  les  deux  premiers  a 1 ^ & a i ^ ne  different  auftt 
que  de  la  même  quantité. 

7.  Plufteurs  grands  Mathématiciens  ont  cherché  quel  eft  au  jufte 
ce  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  ; mais  ils  n’ont  pu 
réfoudre  ce  fameux  Problème , qui  eft  le  même  que  celui  de  la 
quadrature  du  cercle  i c’eft  pourquoi.,  dans  l’ufagc,  on  fuppofe 

q q i j 
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ordinairement  qu’il  eft  égal  à celui  de  2 2 à 7 ; & fi  on  veut  avoir 
un  rapport  plus  approchant  du  véritable,  on  prend  celui  de  355. 
à 1 1 3 , trouvé  par  Métius, 

8.  Ludolphe  de  Cologne , autrement  Ludolphe  à Ceulen , a 
encore  approché  plus  près  de  la  vérité;  car,  il  a fait  voir  qu’en 
fuppofant  le  diamètre  de  1 00, 000, 000, 000, 000, 000, 000, 000, 
000, 000, 000,  la  circonférence  eft  moindre  que  le  premier  des 
nombres  fuivants , & plus  grande  que  le  fécond , -qui  ne  différé  du 
premier  que  par  une  feule  unité. 
314,159,265,358,979,323,846,264,338^327,951. 

3 14, 1 59*165,3  5 8,979>3  ^5*846,264,3  38,3  27,950. 

Meftîeurs  Hugueins  & dé  Lagny  ont  travaillé  depuis  fur  la  même 
matière , & fe  font  rencontrés  avec  Ludolphe , quoique  par  des  voies 
différentes  de  celle  de  Ludolphe  ; mais  M.  de  Lagny  a pouffé  le 
calcul  beaucoup  plus  loin  dans  les  Mémoires  de  l’Académie  Royale 
des  Sciences  de  l’année  1719. 

Nous  prendrons  feulement  les  neuf  premiers  chiffres  de  ces- 
nombres,  pour  faire  voir , 1®.  que  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre  eft  plus  petit  que  la  raifon  de  2 1 à 7 , & plus  grand  que 
celle  de  21  ^ à 7;  2®.  combien  les  rapports  de  22à7&de355 
à 1 1 3 approchent  de  celui  de  la  circonférence  au  diamètre. 

9.  Suivant  le  calcul  de  Ludolphe,  le  diamètre  étant  ioo,ooOy 
000,  ( j’appellerai  dans  la  fuite  ce  nombre  B , afin  d’abréger  ) la 
circonférence  eft  moindre  que  314159266,  & plus  grande  que 
314159265,  ou,  ce  qui  revient  au  même , le  rapport  de  la  circon- 
férence au  diamètre  eft  plus  petit  que  la  raifon  de  3 141 59266  à B, 
& plus  grand  que  celle  de  3i4i59265àB.  Cela  pofé  : 

10.  Je  dis  d’abord  que  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre 

eft  moindre  que  la  raifon  de  21  7,  ou  de  355  à 1 13  : car,  ce 

rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  eft  plus  petit  que  la  raifon 
de  314159266  àB;  par  conféquent,  il  eft  aufli  plus  petit  que  la 
raifon  de  3 141 59292  à B (I.  Part.  Liv.  11,  art.  15.)  Or,  cette 
derniere  raifon  eft  égale  à celle  de  3 5 5 à 1 1 3 , parce  que  le  produit 
des  extrêmes  eft  égal  à celui  des  moyens  : donc  le  rapport  de  la 
circonférence  au  diamètre  eft  plus  petit  que  la  raifon  de  3 5 5 à 1 j 3 
ou  de  2 1 ffj  à 7. 

1 1 . Au  contraire , le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  eft 
plus  grand  que  la  raifon  de  2 1 à 7 ; car , ce  rapport  eft  plus  grand 
que  la  raifon  de  314159265  àB:  donc  il  eft  aufli  plus  grand  que  la . 
raifon  de  314158165  5 à B (1.  Part.  Liv.  II,  art.  15.)  Or,  ceue. 
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dernière  raifon  eft  égale  à ceHe  de  2 1 7^  à 7 , puifque  le  produit  des 
extrêmes  eft  égal  à celui  des  moyens  : ainft , le  rapport  de  la  circon- 
férence au  diamètre  eft  plus  grand  que  la  raifon  de  a i ^ à 7. 

1 2.  Il  eft  facile  de  prouver,  par  un  raifonnement  femblable  à celui 
qu’on  vient  de  faire , que  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre 
eft  moindre  que  la  raifon  de  2 2 à 7 , de  plus  grand  que  celle  de  2 1 ^ 
à 7,  ou  de  223  à 71. 

1 3 . Pour  démontrer  ces  deux  chofes , Archimede  s’eft  fervi  de 
deux  polygones  réguliers  de  96  côtés,  dont  Tun  eft  circonferit  & 
l’autre  inferit  au  cercle,  & a prouvé  la  première  propofition  de  cette 
maniéré  : La  raifon  de  2 2 à 7 eft  plus  grande  que  celle  du  périmètre 
circonferit  de  9 6 côtés  au  diamètre.  Or , ce  pénmetre  étant  plus 
grand  que  la  circonférence  qu’il  renferme , il  faut  que  la  raifon  dn 
périmètre  circonferit  au  diamètre  foit  plus  grande  que  le  rapport  de 
la  circonférence  au  diamètre  f par  conféquent , la  raifon  de  2 1 à 7 eft 
plus  grande  que  ce  rapport,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  rapport 
de  la  circonférence  au  diamètre  eft  moindre  que  celui  de  22  à 7. 

1 4.  Le  même  Auteur  a auftî  prouvé  que  la  raifon  de  2 1 à 7 , 
ou  de  223  à 71 , eft  moindre  «que  celle  du  périmètre  inferit  de  9^ 
côtés  au  diamètre.  Or , ce  périmètre  étant  moindre  que  la  circon- 
férence dans  laquelle  il  eft  renfermé , la  raifon  du  périmètre  inferit 
au  diamètre  eft  plus  petite  que  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre;  par  conféquent , la  raifon  de  223  à 71  eft  moindre  que 
ce  rapport. 

Nous  donnerons  à la  fin  de  ce  Supplément  ces  deux  démonf' 
trations. 

1 5.  Il  eft  fort  aifé  de  trouver  le  périmètre  de  96  côtés  > quand  on 
a des  Tables  des  ftnus:  car , le  côté  du  polygone  circonferit  eft  double., 
de  la  tangente  de  Tare  de  i degré  5 z minutes  3 o fécondés  ; & celui  du 
polygone  inferit  eft  double  du  ftnus  du  même  arc.  Or,  ces  côtés  étant 
multipliés  par  96,  donnent  le  périmètre  circonferit  6c  le  périmètre 
inferit.  En  fuppofant  le  diamètre  de  1 00000  parties , la  tangente 
de  I degré  52  minutes  30  fécondés  eft  à peu  près  1637,  elle  n’en 
différé  pas.d’une  unité,  & le  ftnus  eft  environ  1 Ô3  6 ; par  conféquent , 
ft  on  multiplie. ces  deux  nombres  par  2,  on  aura  les  côtés  des  deux 
polygones  dont  on  cherche  les  périmètres.  Dans  les  Tables , on 
trouve  pour  cette  tangente  & pour  ce  ftnus , des  nombres  doubles- 
de  ceux  qu’on  vient  de  rapporter , parce  que  le  diamètre  y eft 
fuppofé  double , c’ eft-à-dire , de  200000  parties. 

X 6.  Si  on  compare  ces  trois  raifons,  lavoir  ^ celle  de  3. 1 4 1 5.9  2912  7^. 
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à B,  celle  de  314158163  à B,  & celle  de  3 14159265  k B,  qui 
ont  toutes  le  même  cpnféquent , il  eft  évident  que  la  première 
approche  plus  de  la  troilieme  que  la  fécondé.  Or , cette  troifieme 
peut  être  regardée  comme  le  véritable  rapport  de  la  circonférence 
au  diamètre  : donc  la  raifonde  2 1 à 7 , qui  eft  égale  à la  première , 
approche  plus  de  ce  rapport  que  celle  de  2 1 77;  à 7 , qui  eft  égale  à 
la  fécondé.  On  proqveroit  de  même  que  la  raifon  de  21  ^ à 7 
approche  plus  du  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre , que  celle 
de  2 2 à 7.  La  raifon  de  2 1 à 7 approche  encore  un  peu  plus  de  ce 
rapport  de  la  circonférence  au  diamètre , que  celle  de  2 2 à 7 j mais 
la  raifon  de  2 1 ||  à 7 en  approche  un  peu  moins. 

17.  A préfent,  il  faut  faire  voir  combien  le  rapport  de  22  à 7 
approche  de  celui  de  la  circonférence  au  diamètre , ou , ce  qui  revient 
au  même , quel  eA  à peu  près  l’excès  de  2 2 fur  la  véritable  circonfé» 
rence  , dont  le  diamètre  eA  7.  Pour  cela  > je  fais  une  réglé  de  trois 
afin  de  trouver  un  nombre  que  j’appelle  A , qui  foit  au  diamètre 

1 00,000,000  (B) , comme  2 2 eA  à 7.  Je  dis  donc  7 eA  à 2 2 ^ 
comme  100,000,000  eA  au  nombre  A.  En  multipliant  les  deux 
moyens  l’un  par  l’autre,  le  produit  eA  2200,000,000,  qu’il  faut 
divifer  par  7,  on  trouve  le  quotient  3 142857141-  Or,  ce  quotient 
eA  plus  grand  que  le  nombre  314159265,  lequel,  félon  le  calcul  de 
Ludolphe , eA  un  peu  moindre  que  la  circonférence , dont  le  dia- 
mètre eA  B ; & l’excès  du  quotient , fur  ce  nombre  de  Ludolphe  , 
eA  1 26449  9- 1^  s’agit  donc  de  déterminer  quelle  partie  du  nombre 
trouvé  A eA  çet  excès.  Pour  cela , il  faut  divifer  ce  nombre 
3142857147  par  l’excès  1 2 6449  9 i *^^>8 , comme  ces  deux  nombres^ 
contiennent  chacun  une  fraâion  qui  a pour  dénominateur  7 , il  faut 
les  multiplier  par  7 pour  ôter  les  fraéUons  ,on  aura  les  deux  produits- 

2 200,000,000  & 885145,  qui  ont  le  même  rapport  que  les  nombres 
multipliés.  Or,  le  quotient  de  2200,000,000,  divifé  par  885145, 
eA  2485,  avec  le  reAe  414675}  par  conféquent,  en  multipliant 
l’excès  126449  7 par  2485,  le  produit  n’eA  pas  égal  au  nombre 
trouvé  A ,.  à caufe  du  reAe  de  la  divifion.  Cet  excès  n’eA  donc  pas 
tout-à-fait  la  2485°”  partie  de  ce  nombre  trouvé}  par  conféquent  fi, 
en  cherchant  la  circonférence  d’un  cercle  dont  on  connoît  Je 
diamètre , on  fe  fert  du  rapport  de  7 à 22,  le  nombre  qu’on  trouvera  * 
n’excédera  pas  de  fa  2485'°*  partie  la  véritable  circonférence  qu’on 
cherche. 

18.  Cependant,  en  fe  fervant  du  rapport  de  7 à 22,  l’excès  du 
nombre  trouvé  fur  la  véritable  circonférence  fera  plus  grand  que 


AUX  ÉLÉMENTS  DE  GÉOMÉTRIE.  jn 
la  *486”*  partie  de  ce  nombre  ; en  voici  la  preuve  : la  rail'on  de  2a 
à 7 eft  égale  à celle  de  314285714^  à 100,000,000,  puifque  le 
produit  des  extrêmes  eft  égal  à celui  des  moyens  ( pour  abréger , 
j’appelle  toujours  ces  deux  nombres  A & B.  ) Or , l’excès  du  nombre 
A fur  la  circonférence,  qui  a pour  diamètre  B , eft  plus  grand  que 
la  2486“*  partie  de  A : car , la  circonférence  qui  a pour  diamètre  B , 
eft,  félonie  calcul  de  Ludolphe,  moindre  que  314159266;  par 
conféquent , l’excès  du  nombre  A fur  cette  circonférence , eft  plus 
grand  que  l’excès  du  même  nombre  A fur  314159266.  Or,  cet 
excès  de  3 14285714 1 fur  3 14159266  , favoir  1 26448  eft  plus 
grand  que  la  2486°’* partie  du  nombre  A,  puifqu’en  multipliant 
126448  par  2486,  le  produit  eft  plus  grand  que  A:  donc,  à 
plus  forte  raifon , l’excès  de  A fur  la  circonférence , qui  a pour 
diamètre  B,  eft  plus  grand  que  la  2486”“  partie  de  ce  nombre  A : 
ainii,  l’excès  de  22,  fur  la  circonférence  qui  a pour  diamètre  7, 
eft  aufli  plus  grand  que  la  2486”'*  partie  de  22  ; d’où  il  fuit  que  fi, 
pour  trouver  la  circonférence  d’un  cercle  donc  le  diamètre  eft 
connu,  on  fe  fert  du  rapport  de  7 à 22 , l’excès  du  nombre  qu’on 
trouvera  fur  la  circonférence,  fera  plus  grand  que  2486"*  j^rtie  de 
ce  nombre. 

1 9.  On  peut  conclure  de-là  que  iî,  en  cherchant  la  circonférence 
d’un  cercle  par  le  rapport  de  7 à 2 2 , le  nombre  trouvé  eft  égal 
ou  plus  grand  que  2486,  il  furpaflTera  la  circonférence  au  moins 
d’une  unité  ; & ft  ce  nombre  trouvé  étoit  deux  fois  plus  grand  que 
2486,  il  excéderoit  la  circonférence  au  moins  de  deux  unités,  Scc, 
Si , par  exemple , on  cherchoit  la  circonférence  d’un  cercle  dont  le 
diamètre  eft  de  800  pieds , & qu’on  fît  la  réglé  de  trois , 7 eft  à 22 
comme  800  eft  à un  quatrième  terme,  on  trouveroit  2514I.  Or, 
ce  nombre  excede  la  véritable  circonférence  de  plus  d’un  pied, 
puifqu’il  eft  plus  grand  que  248  6.  Si  le  diamètre  étoit  feulement 
de  400  pieds , on  trouveroit  1257^  pour  quatrième  terme  de  11 
proportion.  Ôr,  ce  nombre  eft  un  peu  plus  de  la  moitié  de  2486  : 
ainfl , il  furpalle  la  circonférence  au  moins  de  la  moitié  d’une  unité. 
On  pourroit  donc  retrancher  ^ de  1257^,  & le  refte  i256;-f‘7> 
©U  bien  1256-?^,  feroit  encore  plus  grand  que  la  circonférence.  En 
général,  il  faut  divifer  le  nombre  trouvé  par  2486 , 6c  fouftraire  le 
quotient.de  ce  nombre  trouvé,  le  refte  fera  encore  plus  grand  que 
la  circonférence  ; mais , fi  on  divife  le  même  nombre  par  248  5 , 6c 
qu’on  en  retranche  le  quotient , alors  le  refte  fera  moindre  que  la 
circonférence. 

t I 


• • 


512  SUPPLÉMENT 

20>  Si  on  fe  fert  du  rapport  de  1 1 3 à 3 5 5 ; au  lieu  de  celui  de 
7 à 2 1 , le  nombre  trouvé  approchera  beaucoup  plus  de  la  cir> 
, conférence  : car , fi  on  fait  la  réglé  de  trois  1 1 3 . 355  : : 1 00, 
000,000 . on  trouvera  le  quatrième  terme  5 1415 9 29 2 7^, 
qui  ne  différé  de  314159265  que  par  27  Or , pour  voir  quelle 
partie  du  quatrième  terme  trouvé  eft  cette  différence,  il  faut  les 
multiplier  d’abord  l’un  & l’autre  par  113,  afin  de  faire  évanouir 
les  fraétions,  on  aura  les  produits  3055  & 35,500,000,000;  & 
divifer  enfuite  le  dernier  produit  par  3055  , le  quotient  fera 
11620294  avec  le  refie  1830:  ainfi,  la  différence  277^  n’eft 
pas  tout- à- fait  la  11620294"*  partie  du  quatrième  terme 
314159292  p^i^  conféquent  355  n’excede  pas  de  fa  onze 
millionième  partie  la  circonférence  qui  a pour  diamètre  113.  Si 
donc  on  fe  fert  du  rapport  de  113  à 3 5 5 pour  chercher  la  circon- 
férence d’un  cercle,  le  nombre  qu’on  trouvera  ne  furpaffera  pas 
de  fa  onze  millionième  partie  la  véritable  circonférence. 

21.  Si  pour  faire  la  réglé  de  trois  on  prenoit  100,000,000, 
000,000 , qui  contient  quinze  chiffres , à la  place  de  1 00,000, 
000 , CLui  n’en  a que  neuf , on  prouyeroit , par  la  même  méthode 
qu’on  vient  de  pratiquer,  qu’en  employant  le  rapport  de  113  à 
355,  l’excès  du  nombre  trouvé  fur  la  circonférence  n’efi  pas  la 
11776666"*  partie  de  ce  nombre;  mais  cet  excès  efi  plus  grand 
que  1 1776667"*  partie  du  même  nombre,  comme  on  le  prouveroit 
facilement  par  un  raifonnement  femblable  à celui  qu’on  a fait 
pour  montrer  que,  fi  on  emploie  le  rapport  de  7 à 22,  l’excès 
du  nombre  trouvé  fur  la  vraie  circonférence  efi  ‘plus  grand  que 
la  2486"*  partie  de  ce  nombre. 

22.  Si  on  fe  fert  du  rapport  de  106  à 333  pour  chercher  une 
circonférence , le  nombre  qu’on  trouvera  fera  moindre  que  la 
circonférence.  Or , en  fuivant  la  méthode  qu’on  vient  d’employer  , 
on  prouvera  que  la  différence  du  nombre  trouvé  à la  circonférence, 
n’eft  pas  la  37749"*  partie  de  ce  nombre  trouvé , & qu’elle  eft 
plus  grande  que  la  37750”*  partie  du  même  nombre;  de  forte 
que , fi  on  prend  cette  37749“*  partie  , & qu’on  l’ajoute  au 
nombre  trotfvé  , la  fomme  iurpaflera  la  circonférence  ; mais , fi  oa 
ajoute  à ce  nombre  feulement  la  37750"*  partie,  la  fomme  fera 
encore  moindre  que  la  circonférence.  Pour  prouver  ces  deux  chofes , 
il  fuftit  de  prendre  les  dix  premiers  chiffres  du  calcul  de 
Ludolphe. 

23.  On  peut  aufii  déduire  du  calcul  de  Ludolphe,  que  la  raifon 

de 
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22^  7 apiprôche  plus  du  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre , 
que  celle  de  ^ 14  à 100  : car  ïaraifon  de  22  à 7 ell  égale  à celle  de 
3 1428  5714 1 à 100,000,  oôo  (J?)  , puifque le  produit  des  extrêmes 
eft  égal  à celui  des  moyens.  On  prouvera  de  la  même  maniéré  que 
ia  faifon  de  3 1 4 à 1 00  eft  égale  à celle  de  3 1 4000, 000,  à B.  Ainfîÿ 
puifque  Tantécédent  314286714-  différé  moins  que  3 1 4000 , 000, 
du  nombre  314159265,  il  s’enfuit  que  la  raifon  de  3i42857i4^à 
B , approche  plus  que  celle  de  3 14, 000,000  à B du  rapport  de 
314159265  à B,  que  l’on  peut  regarder  comme  celui  de  la  circonfé- 
rence au  diamètre.  Il  paroît  donc  que,  fi  on  fe  fert  du  rapport  de  2 x 
à 7 pour  chercher  la  circonférence  d’un  cercle  dont  onconnoît  le  dia- 
mètre , le  nombre  qu’on  trouvera  différera  moins  de  la  véritable 
circonférence , que  fi  on  fe  fervoit  de  celui  de  3 1 4 à 1 00. 

24.  A la  place  de  la  raifon  de  3 1 4 à 1 00 , on  peut  prendre  celle  de 

3141  à I OOO  , qui  efi  plus  petite  que  celle  de  la  circonférence  au 
diamètre , & qui  en  approche  davantage  que  celle  de  2 2 à 7 , comme 
il  efi  facile  de  le  prouver  en  obfervant  d’abord  que  la  raifon  de  3141 
à 1000  efi  égale  à celle  de  3 1 4 1 00000  à B,  & en  raifonnant  de  même 
qu’on  vient  de  faire  en  comparant  les  deiix  raifons  de  2 2 à 7 & de 
3 14  à 1 00 , au  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre.  On  peutauffî 
re  lervir  de  la  raifon  de  2199  à 700  , ou  de  celle  de  1043  à 332  ^ 
qui  font  l’une  & l’autre  moindres  que  le  rapport  de  la  circonférence 
au  diamètre.  La  première  de  ces  deux  'raifons  efi  la  même  que 
celle  de  21  & la  fécondé  eft  prefque  égale  à celle  de  21 
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25.  On  peut  encore  fe  fervir  du  calcul  de  Ludolphe  pour  s’afluret 
de  ce  que  nous  avons  fuppofé  dans  le  troifîeme  livre  de  la  Géométrie , 
àrt.  79  ôc  148  ; favoir , que  3 141 6 approche  plus  de  la  furface  d’un 
glot»  dont  le  diamètre  eft  100,  que  le  nombre  3 1 4 1 5 ; & que 
523599  approche  auffi  plus  de  la  folidité  du  même  globe  que 
523598.  Pour  prouver  la  vérité  de  la  première  fuppofition  > nous 
chercherons  quelle  eft  la  furface  du  globe  qui  a pour  diamètre 
100,000,000.  - . *: 

On  a fait  voir  que  la  furface  d’un  globe  eft  égale  au  produit  de 
la  circonférence  d’un  grand  cercle  par  fon  diamètre.  Or , la  circon- 
férence qui  a pour  diamètre  1 00,000,000  , eft  un  peu  plus  de 
314159265.  Donc  la  furface  du  globe  eft  un  peu  plus  de  31, 
415,926,500,000,000.  Préfentement  , fi  on  veut  trouver  par 
cette  ' furface  celle  du  globe  qui  a,  100  pour  diamètre  , il  faut 
«rendre  les  quarrés  des  'diamètres  ioo;ooo>ooo  6c  100  • 6c 
Il  FmU/  • - r t 
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raire  la  proportion  fuivante  marqu^  dans  la  fécondé  méthode  , art. 

78,  livre  troifieme. 

10,000,000,000,000,000.  10000  ::  31,415,926,  500, ooo> 
000.  ^^=31415,  plus  la  fraftion  laquelle  eft; 

égale  à celle-ci  ainfi  lafurface  du  globe  , qui  a pour  diamè- 
tre 1 00  eft  3 1 4 1 5 : elle  eft  même  un  peu  plus  grande , parce 

que  celle  du  globe  qui  a 1 00, 000, 000  pour  diamètre  eft  un  peu  plus 
rande  que  le  troifîeme  terme  de  la  proportion  précédente.  Or , la 
[raâion  eft  prefque  égale  à l’unité  : donc  le  nombre  31416  ap- 
proche plus  de  la  furface  du  globe  dont  le  diamètre  eft  100,  qu& 
le  nombre  3 141 5. 

11  eft  facile  de  prouver  la  fécondé  fuppofttion  par  un  raifonnemenc 
femblable  ; mais  il  faut  que  les  deux  premiers  termes  de  la  propor- 
tion foient  les  cubes  des  diamètres,  â caiife  qu’il  s’agit  des  foUdités. 

Nous  avons  remis  à la  fin  de  ce  Supplément  les  démonftrations 
des  deux  propofitions  d’Archimede  touchant  le  rapport  de  la  circon- 
férence au  diamètre,  favoir  , que  ce  rapport  eft  moindre  que  celui 
de  2 a à 7 , & plus  grand  que  celui  de  2 1 ^ à 7.  Or , pour  faire  ces 
deux  démonftrations  , npus  nous  fervirons  des  propofitions  fui- 
vantes. 


26.  Si  un  angle  comme  LCB  eft  divjfé  en  deux  également  pat 
* la  ligne  CH  , les  deux  côtés  de  cet  angle  font  proportionnels  aux 

deux  parties  de  la  bafe , c’eft-à-dire , que  CL  . CB  : : LH . HB.^ 
Cela  a été  démontré  dans  le  premier  livre  de  Géométrie  > arti- 
cle 16 1. 

27.  a^  Dans  un  triangle  reéfcangle  dont  un  des  angles  aigus  eft  dé 
30  degrés , le  côté  oppofé  à cet  angle  eft  la  moitié  de  l’hypoténufe ,, 
c’eft-à-dire , du  côté  oppofé  à l’angle  droit.  Soit  le  triangle  rectan- 
gle CMI , dont  l’angle  en  Cfoit  de  30  degrés  : je  dis  que  le  côté  IJVi 
€Û  la  moitié  de  l’hypoténufe  CI.  Pour  le  prouver , il  faut  du  point 
C , comme  centre , & de  l’intervalle  CI , décrire  une  circonférence  ^ 
& prolonger  les  côtés  IM  & CM  jufqu’à  la  rencontre  de  la  cir- 
conférence. Cela  pofé , le  rayon  CMB  eft  perpendiculaire  fur  la 
corde  IK  à caufe  de  l’angle  droit  en  M.  Donc  il  coupe  la  corde  en 
deux  parties  égales,  aufti-bien  que  l’arc  ÏBK.  Or  , l’arc  iB  eft  de  3 a 
degrés , puifqu’il  eft  la  mefure  de  l’angle  en  C.  Donc  l’arc  IBK  eft; 
de  60  degrés-  Ainfi  la  corde  IK  peut  être  confidérée  comme  un  côté 
de  l’exagone  régulier  infcrit  dans  un  cercle.  Pat  conféquent  elle  eft. 
égale  au  rayon  CI  (liv.  II , art.  100  ).  Donc  le  côté  IM , qui  eft  la^ 
moitié  de  la  corde , eft  auftî  moitié  du  rayon  Q,  qui  eft  l’hypo^ 
cénufe  du  triangle,. 
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Tkéo&bmb  I. 

Le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  e/l  moindre  que 
<élui  de  l'in  ou  dc^^zh  \ j o«,  ce  qui  revient  au  meme  , la  circotu 
Jerence  ne  contient  pas  trois  fois  le  diamètre  , plus  la  feptieme  partie 
de  ce  diamètre. 

Suppofons  un  polygone  régulier  de  quatre- vingt-feize  côtés  cir- 
confcrit  àun  cercle , le  périmètre  de  ce  polygone  fera  plus  grand  que 
la  circonférence  du  cercle  : fi  donc  le  rapport  du  périmètre  de  ce  poly- 
gone efi  moindre  que  celui  de  2 2 à 7 , à plus  forte  raifon  le  rapport 
de  la  circonférence  au  diamètre  fer^f  plus  petit  que  celui  de  22  à 7.  Il 
Tî*y  a donc  qu’à  faire  voir  que  le  rapport  du  périmètre  d’un  polygone 
régulier  circonfcrit  de  96  côtés  eft  plus  petit  que  la  raifon  de  22  à 7. 

Pour  cela  foit  le  diamètre  AC6  & la  tangente  L6  de  l’angle  LCB 
que  l’on  fuppofe  de  30  degrés.  Divifez  cet  angle  en  deux  parties 
égales  par  la  ligne  CH  , l’angle  HCB  fera  de  1 5 degrés.  Partagez  de 
même  cet  angle  HCB  en  deux  également , par  la  ligne  CG , l’angle 
GCB  fera  de  7 degrés  30  minutes.  Tirez  pareillement  la  ligne  CF  qui 
coupe  l’angle  GCB  par  le  milieu  , 6c  vous  aurez  l’angle  FCB  de  3 
degrés  45  minutes  : enfin , divifez  encore  l’angle  FCB  en  deux  éga- 
lement par  la  ligne  ÇE , vous  aurez  l’angle  ECB  de  1 degré  5 2 mi- 
nutes 30  fécondés  ,''dont  la  tangente  efi  EB.  Si  vous  tirez  la  ligné 
CD  qui  faffe  l’ahgle  DCB  égal  à l^gle  ECB , vous  aurez  l’angle 
'ECD  de  3 degr^  45  minutes  , qui  fera  par  conféquent  l’angle 
au  centre  du  polygone  de  9 6 côtés.  Âinfi  la  ligne  EBD  qui  touche 
le  cercle  par  le  point  du  milieu  B fera  le  côté  du  polygone  circonfcrit 
de  96  côtés.  Donc  la  tangente  EB  fêta  la  moitié  du  côté  de  ce  po- 
lygone , 6c  2EB  fera  égal  au  côté  entier.  Par  conféquent  le  pm- 
metre  fera  égal  à 2EBX96.  l!  faut  donc  prouver  que  le  rapport 
de  2EBX96  au  diamètre  AB , eft  plus  petit  que  celui  de  22  à 7. 

DiKOMSTSATIOIf. 

Puifque  l’angle  LCB  eft  divifé  en  deux  parties  égales  par  la  lignis 
CH , on  aura  la  proportion,  CL  . CB  : : LH . HB i8c  componendo , 
CL-fCB  .CB  : : LH-f-HB . HB , ou  bien , CL-fCB,  CB  : : LB . 
HB  i 6c  par  un  raifonnement  femblable  > on  aura  les  trois  autres 
proportions , CH-f-CB  . CB  : : HB . GB  j CG-|-CB  .CB  : : GB . FB , 
CF-j-CB  . CB  : ; PB . EB  ; 6c  aUernando  , on  aura  les  quatre  pro- 
portions fuivantes  r 

1*  CL-JCB.LB;:CB.HB,  2"  CH-fCB  . HB::CB.GB, 

xrij| 


I 
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3“*  CG+CB  . GB  : : CB  . FB  , 4-  CF-f  CB  . FB  : : CB  . EB. 
L*angle  LC6  étant  de  30  degrés  dans  le  triangle  rediangle  CBL , le 
côté  LB  oppofé  à cet  angle  eft  la  moitié  du  côté  CL  oppofé  à Pan* 
gle  droit  ( 27  ) ; donc  > li  on  fuppofe  le  côté  LB  de  i ç 3 parties  ^a- 
les  , le  côté  CL  fera  de  306.  Or , fi  on  retranche  le  quarré  de  LB 
du  quarré  de  l’hypoténufe  CL , le  refie  fera  le  quarré  de  CB  : le 
quarré  de  LB— 153  efi  23409,6c  celui  deCL=3o6  efi  93636. 
Si  donc  on  ôte  le  premier  du  fécond  , on  aura  le  refie  70227 , qui 
efi  plus  grand  que  70225.  Or,  la  racine  de  ce  dernier  nombre  efi 
265.  Donc  CB  efi  un  peu  plus  grand. que  265.  Ainfi  la  raifon  de 
CB^-CB  à LB  efi  plus  grande  q«e  celle  de  306-I-265  à 1 5.3  , ou  de 
571  à 153  (I.  Partie , liv.  II , art.  15 , ) parce  que  l’antécédent 
de  la  première  raifon  efi  plus  grand  que  celui  de  la  fécondé  ; 6c  d’aiU 
leurs  le  conféquent  efi  le  même.  Or  , on  vient  de  faire  voir  que  la 
raifon  de  CL-^CB  à LB  efi  égale  à celle  de  CB  à HB.  Donc  cette 
demiere  raifon  efi  auffi  plus  grande  que  celle  de  571  à 1 5 3.  Mais , 
fi  on  multiplie  ces  deux  termes  571  & 153  par  le  nombre  8 , les 
produits  4568  6c  1224  auront  toujours  le  même  rapport.  Par 
conféquent  la  raifon  de  CB  à HB  efi  plus  grande  que  celle  de  4568 
à 1 224. 

Ainfi  , enfuppofant  HB  de  1224 , on  aura  CB  plus  grand  que 
4568.  Donc  le  quarré  de  l’hypoténufe  CH  du  triangle  reébmgle 
.CBH  fera  plus  grand  que  x 2,  3^,  800 , qui  dfi  la  Comme  des  quar> 
rés  de  1 224  6c  de  45 68.  ( Ces  œux  quarrés  font  i,  4p8>  1.76  6c  20^ 
866, 624  ).  Qr,  4729  efi  la  racine  du  nombre  22, 363, 441, qui  efi 
plus  petit  que  la  fomme  22,  364,  800.  Donc  GH  efi  plus  grand  que 
4729.  Donc  la  raifon  de  CH-f-CB  à HB  efi  plus  grande  que  celle  de 
4729-I-4568  à 1224,  ou  bien,  de  9297  à 1.224.  Or,  CH-|-CB.. 
HB  : : CÉ  GB , comme  on  vient  de  le  prouver.  Donc  la  raifon  de  CB 
\ GB  efi  aulfi  plus  grande  que  celle  de  9297  à 1 224. 

Si  on  fuppofe  donc  66=1224  , CB  fera  plus  grand  que 
9297.  Donc  le  quarré  de  l’hypoténufe  CG  du  triangle  reétangle 
jCBG  fera  plus  grand  que  87,932,  385  , qui  efi  la  fomme  des 
nombres  i>498,  176  & 86,434,209,  qui  font  les  quarrés  de 
'1224  6c  de  9297.  Par  conféquent  CG^furpaife  9.377,racine  du 
nombre  87,  928,  1 29 ,.  qui  efi  moindre  que  87, 932,  385.  Ainfi  la 
raifon  de  CG-f-CB  à GB  efi  plus  grande  que  celle  de  9377-^* 
9297  à 1224,  ou  de  18674  à 1224.  Or,  CG-f-CB.  GB  : : CB.. 
FB , comme  nous  l’avons  prouvé  ci-defiTus.  Donc  la  raifon  de 
‘CB  à FB  furpaflè  celle  de  18674  à 12.24,  ou  bien  celle  de 
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9337  à t\^  i en  prenant  la  moitié  des  deux  termes  {8674  & 
1 2 24. 

Si  on  fuppofe  donc  FB=6i2,  CB  furpalTera  9337  : par  confé- 
quent  le  quarré  de  l’hypoténufe  CF  du  triangle  reâangle  CBF 
fera  plus  grand  que  87,  5^54, 1 13  > qui  eftla  fomme  des  nombres 
374544  & 87, 179,569,  qui  font  les  quarrés  de  612  & de  93  37^ 
Donc  CF  fera  plus  grand  que  la  racine  de  87,  554,  1 14,  & à plus 
forte  raifon  que  celle  de  87,553,  449.  Or , la  racine  de  ce  dernier 
nombre  eft  9357.  Donc  CF  furpaflera  9357.  Ainfi  le  rapport  de 
GF-j-CB  à FB  fera  plus  grand  que  celui  de  9 3 5 7-I-9  337  à 612, 
ou  de  1 8694  à 6 1 2 , ou  de  9347  à 306  , en  prenant  la  moitié  des 
deux  termes  18694  & 6i2..0r , nous  avons  fait  voir  cr-delTus  que 
ÇF-|-CB  . FB  : : CB . £B  : donc  le  rapport  de  CB  à £B  eft  plus 
grand  que  celui  de  9347  à 306.  D’ailleurs  AB  . 2EB  : : CB.ÉB,. 
puifque  les  deux  derniers  termes  font  les  moitiés  des  deux  premiers. 
Par*  conféquent  le  rapport  de  AB  à 2£B  eft  auftî  plus  grand  que 
celui  de  9347  à 306. 

Si  on  fuppofe  donc  le  côté  2EB=3o6 , le  diamètre  AB  fera 
plus  grand  que  9347.  Ainfi  le  rapport  de  aEB  àAB  fera  moindre 
que  celui  de  306  à 9347  ( I.  part.  liv.  II , art.  16  ) puifque  le  pre- 
mier conféquent  AB  eft  plus  grand  que  le  (econd  9347  , & que 
d’ailleurs  les  deux  antécédents  xEB  & 3o6fontfuppo(éséganx.  Donc 
en  multipliant  les  deux  antécédents  par  le  même  nombre  96,  le 
premier  rapport  fera  toujours  moindre  que  le  fécond.  Ainfi  le  rap> 
port  de  2£Bx96  à AB  eft  moim^e  que  celui  de  306x96  à 9347» 
Or  , a£Bx96  eft  le  périmètre  du  polygone  circonfcrit  de  quatre- 
vingt*  feize  côtés  > puifque  a£B  eft  un  des  côtés,  & 306x96= 
Donc  le  rapport  du  périmètre  circonfcrit  de  quatre  - vingt- 
feize  côtés  au  diamètre  AB  eft  moindre  que  celui  de  29376  à. 
9347.  Or , la  raifon  de  22  à 7 eft  plus  grande  que  ce  dernier  rap- 
port;. car  22  eft  à 7 comme  29376  ^29347,  puifque  le  produit 
des  extrêmes  eft  égal  à celui  des  moyens.  Par  conféquent  le  rapport 
du  périmètre  circonfcrit  de  9 6 côtés  au  diamètre  eft  moindre  que 
celui  de  2.2  à 7.  Donc  , à plus  forte  raifon,  le  rapport  delacircon* 
férence  au  diamètre  eft  moindre  que  celui  de  22  à 7 : ce  qu’il, 
iâlleit  démontrer. 

; Voici  en  peu  de  mots  toute  la  fuite  du  calcul  de  cette.  dé<* 
inonftration. 

I”.  Si  on  fuppofe  LB=:i  53 , le  rayjon  CB  fera  plus  grand  ques: 


I 
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î®.  Si  HB=i  124 , le  rayon  CB  fera  plus  grand  que  4568. 

Si  GB=ri  224  , le  rayon  CB  fera  plus  grand  què  9297. 

4®.  Si  FB=6 1 2 , le  rayon  CB  fera  plus  grand  que  9357. 

5®.  Si  EB=3o6  , le  rayon  CB  fera  plus  grand  que  9347,  ou  bien 
iî  2ËB=3o6  , le  diamètre  AB  fera  plus  grand  que  9347. 

TnéoRBaiB  11. 

29.  Zc  rapport  Je  la  circonférence  au  diamètre  ejl plus  grand  que 
celui  de  z \ y,  à J ou  de  ^ ~ à i . 

Pour  prouver  ce  Théorème,  nous  nous  fervirons  d’un  poly- 
gone régulier  inferit  de  96  côtés  , & nous  ferons  voir  que  le  rap- 
port du  périmètre  de  ce  polygone  au  diamètre  eft  plus  grand  que 
celui  de  2 1 ^ à 7.  Or , la  circonférence  du  cercle  dans  lequel  le 
polygone  eft  inferit  eft  plus  grande  que  le  périmètre  du  polygone. 
Ainfî  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  doit  être  plus 
grand  que  celui  du  périmètre  inferit  au  diamètre;  & parconféquent 
ce  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  eft  auflî  plus  grand  que 
celui  de  2 1 ^ à 7. 

,0  Soit  le  diamètre  du  cercle  AB , & Parc  LB  de  60  degrés  : tirez 
la  ligne  AL  & la  corde  LB  qui  fera  égale  au  rayon , puifque  fou- 
tenant  un  arc  de  60  degrés  , elle  peut  être  regardée  comme  le 
côté  d’un  exagone  régulier  inferit.  Menez  enfuite  la  ligne  AH  qui 
, divife  Parc  LB  en  deux  parties  égales  au  point  H ; ainfî  Parc  HB 
fera  de  30  degrés  : tirez  pareillement  la  ligne  AG  qui  partage 
Pàrc  HB  en  deux  également  ; Parc  GB  fera  de  1 5 degrés  : menez 
aufîi  la  ligne  AF  qui  divife  Parc  GB  en  deux  parties  égales  ; Parc 
FB  fera  de  7 degrés  3 o minutes.  Enfin  , tirez  AE  qui  coupe  Parc 
FB  par  le  milieu  : Parc  EB  fera  de  5 degrés  45  minutes.  Menez 
aufli  les  cordes  HB , GB,  FB,  EB  ; cette  demiere  corde  EB  fera 
le  côté  du  polygone  régulier  inferit  de  96  côtés,  puifqu’elle fou- 
tient  un  arc  de  3 degrés  43  minutes , lequel  eft  la  quatre-vingt* 
leizieme  partie  de  la  circon^ence  ; par  conséquent  96  EB  ou  EB 
k9  6 eft  le  pérhnetre  mlcrit.  II  faut  donc  prouver  que  le  rapport  de 
£6x96  au  diamètre  AB  eft  plus  grand  que  la  raifon  de  2 1 à 7. 

DéltONSTB.ATION. 

• Puirque  par  la  conflruôion  les  arcs  LB  , HB , GB  , FB , ont  été 
divifés  chacun  en  deux  parties  égales,  il  s’enfuit  que  les  angles 
Mifcrits  LAB , HAB  , GAB , FAB  ont  auffi  été  coupés  en  deux 
angles  égauXr  Donc  (26  ) AL . AB  : :LK  • KB , & componendo,  AL 


• 
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4*AB  . AB  : : LK-f-KB  . KB  , ou  bien  , AL-f-AB  . AB  : : LB . 
KB  y & alteritando , AL-f-AB  . LB  : : AB . KB.  D*ailleurs , les  deux 
triangles  AHB  6c  BHK  font  femblables  , puifqu’ils  ont  Tangle  H 
commun  , 6c  que  Pangle  HAB  eft  égal  à Fangle  HBK  ou  HBL  du 
fécond  ( ce  font  deux  angles  infcrits  appuyés  fur  les  arcs  égaux  HB  6c 
LH  ).  Àinli  les  côtés  homologues  de  ces  deux  triangles  font  propor- 
tionnels. On  aura  donc  la  proportion  , AB  . KB  : : AH  . HB.  On 
peut  donc  mettre  la  raifon  de  AH  à HB  à la  place  de  celle  de  AB  à KB* 
Ainfi  y au  lieu  de  la  proportion  , AL-f-AB  . LB  : : AB.  KB  , on 
aura  celle  - ci  y AL  -f>  AB  . LB  : : AH  . . HB.  Par  des  raifon- 
nements  femblables  on  trouvera  ces  trois  autres  proportions  y 
AH-f-AB . HB  : : AG . GBy  AG-f-AB . GB  : : AF  .FB,  6c  AF-f-AB. 
FB  : : AE . £B.  Voici,  les  quatre  proportions  : 

r*  AL-f-AB  . LB  : : AH  . HB.  a***.  AH-f  AB  . HB  : : AG  . GB. 

5“*.  AG+-AB  . GB  : : AF . FB.  4“*.  AF-f  AB . FB  : : AE  . EB. 

Suppofons  que  LB  contient  780  parties  égales  y le  diamètre  AB  en 
contiendra  1 5 60  y parce  que  la  corde  LB  eft  égale  au  rayon  ÿ6c  paf 
conféquent  le  diamètre  eft  le  double  de  cette  corde  : le  quarré  de  LB 
ou  de  780  fera  donc  608400  > 6c  celui  de  AB  ou  de  1560  fera 
Sy43  ^,600.  Or,  dans  le  triangle  reâangle  ALB y ii  on  ôte  le  quarré 
du  côté  LB  du  quarré  de  Thypoténufe  AB , le  refte  fera  le  quarré  de 
Pautre  côté  AL.  Il  faut  donc  ôter  608400  de  2,433,600 , le  refte 
1,825,200  fera  le  quarré  de  AL.  Mais  au  lieu  de  ce  nombre  je  prends 
celui-ci  1,825,201  y qui  eft  plus  grand , 6c  dont  la  racine  eft  1351  x 
ainfi  AL  eft  moindre  que  la  racine  1 3 5 1 > par  conféquent  les  deux  lignes 
ALrf-AB  font  moindres  que  1351-^-1560,  ou  29 1. 1 . Ainfi  la  raifon 
de  AL-fAB  à LB  eft  plus  petite  que  celle  de  291 1 à 780 , parce 
que  les  deux  conféquents  étant  égaux  , Pantécédent  de  la  première  eff 
plus  petit  que  celui  de  la  fécondé.  Or , AL-f-AB . LB  : : AH  . HB  r 
c*eft  la  première  proportion  marquée  ci  defTus.  Par  conféquent  la 
raifon  de  AH  à HB  eft  moindre  que  celle  de  29 1 1 à 780.  D’ailleurs 
en  multipliant  ces  deux  nombres  par  100,  on  trouve  les  produits 
291 100  y 6c  78000.  Donc  le  rapport  de  AH  HB  eft  plus  petit 
que  celui  de  291100  à 78000. 

Ainfi,  en  fuppofant  HB=78ooo  , AH  fera  moindre  que  29 1 100 1 
le  quarré  de  HB  fera  donc  6,084,000,000  , 6c  celui  de  AH  fera 
plus  petit  que  84,739,  210,000.  La  fomme  de  ces  nombres , favoir 
90,823,210,000  y eft  donc  plus  grande  que  le  quarré  de  Phypob 
ténufe  AB  du  triangle  reé^gle  AHB.  Au  lieu  de  cette  fomme , 
je  prends  un  plus  grand  nombre  ^ favoir,  90,826,890,625; , quù 
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cftlequarréde  301375.  Donc  AB  eft  moindre  que  501375.  Par 
•conféquent  la  raifon  de  AH-f-AB  à HB  eft  plus  petite  que  celle  de 
291  ioo-f-301375  à 78000 , ou  de  592475  à78ooo.  Or,  AH-j-AB.. 
HB  : : AG.  GB  : c’eft  la  fécondé  proportion  marquée  ci-deffus.  Donc  le 
rapport  de  AG  à GB  eft'  plus  petit  que  celui  de  592475  à 78000. 
Mais,  il  on  divife  ces  deux  nombres  par  325  , & qu’on  multiplie  les 
deux  quotients  par  ii  , cm  trouvera  20053  ^ 2640.  Ainfile  rap- 
port de  AG  à GB  eft  moindre  que  celui  de  20053  à 2640. 

Si  donc  on  fuppofe  GB=2640  , AG  fera  moindre  que  2005.3  » 
le  quarré  de  GB  fera  donc  égal  à 6, 969, 600 , & celui  de  AG  fera 
plus  petit  que  402, 122, 809.  Ainfî  la  fomme  de  ces  nombrès , favoir 
409,092, 409  , «ft  plus  grande  que  le  quarré  de  l’hypoténufe  AB 
du  triangle  AGB.  Mais,  au  lieu  de  cette  fomme  , je  prends 
409,131,529  , dont  la  racine  eft  20227.  Ainft  AB  eft  moindre 
que  20227  : par  conféquent  la  raifon  de  AG-f-AB  à GB  eft  plus  petite 
que  celle  de  20053-^20227  à 2640 , ou  de  40280  à 2640.  Or, 
*ÂG-|-AB . GB  : : AF . FB  : c’eft  la  troifieme  proportion  marquée 
ci'deflus.  Donc  la  raifon  de  AF  à FB  eft  plus  petite  que  celle  de 
40280  à 2640.  Mais,  en  divifant  ces  deux  nombres  par  40 , & 
multipliant  enfuite  les  quotients  par  6 , on  trouve  les  deux  autres 
nombres  6042  & 396.  Ainft  le  rapport  de  AF  à FB  eft  plus  petit 
que  celui  de  €042  à 396. 

Si  donc  on  fuppofe  FB=^ç6  , AF  fera  moindre  que  6042  ; 
ainft  le  quarré  de  FB  fera  156816,  & celui  de  AF  fera  plus  pe- 
tit que  36,505,764.  Par  conféquent  la  fomme  de  ces  nombres, 
favoir,  36,662,580  fera  plus  grande  que  le  quarré  de  l’hypocé- 
nufe  AB  du  triangle  reâangle  AFB  j mais  au  lieu  de  cette  fomme 
je  prends  le  nombre  36,663,  025,  dont  la  racine  eft  605  5.  Ainft 
AB  eft  moindre  que  la  racine  6055:  par  conféquent  la  raifon  de 
AF-f-AB  à FB  eft  plus  petite  que  celle  de  6042-F6055  à 
395  , ou  de  12097  ^ ^ > AF-j-AB  . FB  : : AE  . EB  : 

c’eft  la  quatrième  proportion  marquée  ci-deflits.  Donc  la  raifon  de 
AE  à EB  eft  plu^  petite  que  celle  de  12097  à 396.  Mais, en 
multipliant  ces  deux  termes  par  2 > les  produits  font  24 1 94  6c 
79  2.  Par  conféquent  le  rapport  de  AE  à EB  eft  plus  petit  que  celui 
de  24194  à 792. 

Si  donc  on  fuppofe  £3=792  , AE  fera  moindre  que 
24194.  Donc  le  quarré  de  EB  fera  627264  , & celui  de  AE  fera 
plus  petit  que  585,  349,  636.  Par  conféquent  la  fomme* de  ces 
deux  noaabrçs  , laviûr  5^5)976,  900  fera  plus  grande  que  ..le 

quarré 
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quarré  de  l’hypoténufe  AB  du  triangle  reétangle  AEB.  Mais,  au  lieu 
de  cette  fomme  , je  prends  585,978,849  , qui  eft  le  quarré  de 
*4*07  : ainfi  Thypoténufe  AB  ell  moindre  que  14207. 

Ainfî  ,enfuppofant  que  le  côté  EB  eft  de  792  , le  diamètre  AB 
eft  moindre  que  24207-  Donc  la  raHbn  du  côté  EB  au  diamètre 
AB  eft  plus  grande  que  celle  de  792  à 24207,  parce  que  Pamé- 
cédent  dé  Fune  &de  Pautre  raifon  étant  le  même  , le  conféquent 
de  la  première  eft  plus  petit  que  celui  de  la  fécondé.  Or , ft  on  divife 
les  deux  nombres  792  & 24207  par  j , on  trouvera  les  quotients 
264  & 8069.  Par  conléquenc  la  raifon  du  côté  EB  au  diamètre 
AB  eft  aufti  plus  grande  que  celle  de  264  à 8069  ; ainfî , en  multi- 
pl^ni  les  deux  antécédents  de  ces  dernieres  raifons  par  le  même 
nombre  9Ô  > nous  aurons  encore  le  rapport  de  £6x96  au  diamètre 
AB  plus  grand  que  celui  de  264X96  à 8069  : c'eft-à-dire , que  le 
rapport  du  périmètre  du  polygone  régulier  infcrit  de  96  côtés  au 
diamètre  AB  eft  plus  grand  que  celui  de  264x96  i 8069,  ou  de 
25^44à8o'69.  Or,  cerapportde  25344  à. 8069  eft  un  peu  plus 
Çrand  qtie  celui  de  21  ^ à 7 , puifque  cette  derniere  raifon  eft 
égalé  à celle  de  25343  ^ à 8069  , comme  il  paroit,  parce  que 
le  produit  des  extrêmes  21  & 8069  eft  égal  au  produit  des 

des  moyens  7 & 25543^.  Donc  le  rapport  du  périmètre  dupoly* 
gone  régulier  infait  de  96  côtés  au  diamètre  eft  grand  que  celui 
de  21  ^ à 7 : ce  qu*il  falloit  démontrer. 

Voici  en  abrégé  la  fuite  du  calcul  de  cette  dénâonftration. 

I®.  Si  on  fuppofe  £6=780  , la  .ligne  AL  fera  moindre  que 
1351.  ■ 

2®.  Si  HB  =78000,  AH  fera  moindre  que  291 100. 

3®.  Si  GB=2ô40  , AG  fera  moindre  que  20053. 

4®.  SiFB=396  , AF  fera  moindre  que  604a. 

5®.  Enfin,  fîEB=792  , AE  fera  moindre  que  24194,  & alors  le 
diamètre  AB  fera  aufti  plus  petit  que  24207.  D’où  on  conclut  que 
le  rapport  du  côté  EB  au  diamètre  AB  eft  plus  grand  que  la  raifon 
de  264  à 8069,  qui  eft  la  même  que  celle  de  792  à 24207. 

Voici  encore  une  autre  Démonftration  du  Théorème  fondamen- 
tal qui  eft  à Panicle  4 de  ce  Supplément,  & qui  auroit  dû  être  placée 
à la  fuite  du  même  article. 

AuTHB  DéMONSTRATIOir. 

Pour  prouver  que  le  quarré  BF  eft  égal  à la  fomme  de  AH 
& AL , foit  tirée  la  ligne  ADG  perpendiculaire  fur  Phypoténufe 
n.  FmU.  , ff 


322  SUPPLÉMENT  AUX  ÉLÉMENTS, &c. 

& fur  EF , & par  conféquent  parallèle  aux  deux  côtés  B£  8c  CF  du 
quarré  BF  : foient  aufli  tirées  les  lignes  AE , AF  , CH  , BL  , on 
aura  quatre  triangles  dont  les  deux  ABE , HBC  font  égaux.  Car 
l’angle  CBE  eft  droit  > de  même  que  Pangle  ABH  ; 8c  par  confé* 
quent , en  ajoutant  de  part  8c  d’autre  l’angle  ABC  , on  aura  l’an-» 
gle  total  ABE  égal  à l’angle  total  HBC  : d’ailleurs  AB  du  premier 
triangle  eft  égal  au  côté  BH  du  fécond , parce  que  ce  font  des 
côtés  du  même  quarré.  Par  la  même  raifon  le  côté  BE  du  premier 
ed  égal  à BC  du  fécond  : donc  les  deux  triangles  ABE  6c  HBC  font 
égaux  en  tout  (liv.  11,  art.  29  ).  Or  le  triangle  ABE  eft  la  moitié  du 
reâangle  BG , parce  que  ces  deux  figures  ont  la  même  bafe  BE , 8c 
font  entre  les  mêmes  parallèles  B£  8c  AG.  Pareillement  le  triangle 
HBC  eft  la  moitié  du  quarré  AH  , à caufe  qu’ils  ont  la  même  bafe 
BH  8c  qu’ils  font  entre  les  mêmes  parallèles  BH  8c  Cl.  Par  confé- 
quent  les  deux  triangles  ABE , HBC , étant  égaux  , le  reâangle 
BG  eft  égal  au  quarré  AH. 

On  prouvera  de  la  même  maniéré  que  le  reâangle  DF  eft  égal 
au  quarré  AL , parce  que  les  triangles  ACF  8c  LCB  font  égaux , 
8c  que  ces  triangles  font  moitiés  du  reâangle  DF  8c  du  quairé  AJU. 
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égal  à l’angle  compris  entre  les  deux  autres  côtés , les  deux  triangles  feront 
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foit  égal  à l’angle  oppofé  au  côté  correfpondant  dans  le  fécond  triangle  ; 
fi  de  plus  l’angle  oppofé  k l’autre  côté  du  premier  triangle  eft  de  même  efpece 
que  l’angle  oppofé  au  côté  correfpondant  ^du  fécond,  pour,  lors  les  deux 
triangles  feront  égaux  en  tout.  ibid. 
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PrpbUnu  h Faire  un  triangle  qui  ait  un  côté  égal  à une  ligne  donnée , ôc 
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les  deux  angles  fur  ce  côté  égaux  à deux  angles  donnés.  Si 

problème  JL  Faire  un  triangle  qui  ait  deux  côtés  égaux  à deux  lignes  données , 
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& l’angle  oppofé  à Tun  de  ces  côtés  égal  à un  angle  donné.  ibid. 
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deux  triangles  font  femblables.  99 
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la  grande  partie  du  rayon  divifé  en  moyenne  & extrême  raifon.  11} 
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lelo^ràmme  de  même  liaureur,  & qui  auroit  pour  bafe  une  ligne  moyenne 
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JProblême  l.  Une  figure  reâiligne  étant  donnée,  en  faire  une  autre  4jui  lui  foie 
égale  & qui  ait  un  cô:é  de  moins. 

problème  IL  Faire  un  triangle  égal  à la  fomme  de  plufieurs  autres  qui  ont  tous 
la  même  hauteur.  132 

De  la  mefure  des  Surfaces  planes.  ilfid. 


jytéoremt  I.  La  furface  4*un  redangle  eft  égale  au  produit  de  fa  hauteur  par  fa. 


bafe,  ou  de  fa  bafe  par  fa  hauteur. 

Theorenu  H-  Une  figure  circonferite  à un  cercle  , eft  égale  au  produit  du  rayon 
du  cercle  par  la  moitié  du  périmètre  de  la  figure.  134 
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Théorème  ll^.  & fondamental.  Dans  un  triangle  reâangle  le  quarré  del’hypo- 
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qu*il  y en  ait  un  droit  & Taucre  oblique , foie  que  tous  les  deux  foienc  droits 
ou  obliques.  s.iz 

Théorème  IL  Deux  pyramides  de  même  bafe  & de  même  hauteur  font  égales , 
foit  qu’il  y en  ait  une  droite  & l’autre  oblique , foit  que  toutes  les  deux 
foienc  droites  ou  obliques.  214 

Théorème  ///.  Une  pyramide  triangulaire  eft  te  tiers  d’un  prifme  triangulaire 
de  même  bafe  & de  même  hauteur.  ^17 

Theoreme  Une  iphere  eft  égale  à une  pyramide  ou  à un  cône  qui  a pour 
. hauteur  le  rayon  de  la  fphere  , & une  bafe  égab  à la  furface  de  la  Iphere.  2Tf 

I . 

Des  mefîires  des  Corps  ou  Solides.  ibid^ 

Theoreme,  Les  prifmes  & les  cylindres  droits  ou  obliques  font  égaux  au  produit 
, de  leur  bafe  par  leur  hauteur. 

FrobUme,  Trouver  la  folidité  d’un  prifme  , par  exemple^  d’un  ouvrage  de 
maçonnerie  qui  ait  toifes  4 pieds  8 pouces  de  longueur  , 2 toifes  3 pieds 
d’épaifleuf , & 7 toifes  2 pieds  de  hauteur.  ibid^ 

Du  rapport  des  Solides  conHdérés  félon  leur  folidité.  1x3 

JLemme.  Lorfque  deux  corps  font  femblables , les  trois  produifants  de  l’un  font 
proportionnels  aux  trois  produifants  homologues  de  l’autre.  224 

Théorème  L Les  prifmes  font  entr’eux  comme  les  produits  de  leur  bafopar  leur 
hauteur.  225 

Théorème  //.Les  prifmes  font  en  raifon compofée  de  la  bafe  à la  bafe^  &de 
la  hauteur  à la. hauteur.  22Sr 

Théorème  IIL  Deux  folides  font  en  raifon  compofée  des  trois  produifants  de 
l’un  aux  trois  produifants  de  l’autre.  228 

Théorème  ly,  La  fphere  eft  au  cylindre  circonferit , comme  2 eft  à ^ 1 c’eft  à- 
dire^  qu’elle  eft  les  deux  tiers  du  cylindre.  2^2. 

Théorème  V,  La  fphere  eft  au  cube  circonferit  ^ comme  la  llxieme  partie  de  la 
circonférence  eft  au  diamètre.  2^6 

Théorème  VL  La  fphere  eftau  cône  équilatéral  circonfcrit>  comme4eft  à p.  2jp 
Problème.  T rouver  à peu  près  la  folidité  d* une  fphere  dont  on  connoîi  le  diam.  240 
Delà  duplication  du  cube  & de  la  trifeélion  de  l’angle.  ^ 24X 

Tin  de  la  Table  des  Éléments,  de  Géoméfrie^^ 
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LEmm.  Dans  com  quadrilatère  iofcrit  au  cercle  ^ la  fomme  des  deux  reâan- 
gles  des  côtés  oppofés  ell  égale  au  reâangle  des  deux  diagonales,  2ji 
ProiUme  1.  Connoî0ant  les  cordes  de  deux  arcs , trouver  la  corde  qui  foutienc 
un  arc  égale  à la  fomme  des  deux  premiers. 

JProblèmt  II.  ConnoilTant  la  corde  d’uo  arc  p trouver  celle  de  la  moitié  de 
cet  arc.  23  J 

Froblèmt\\\.  Connoiffam  la  corde  d’un  arc,  trouver  celle  du  ners  & de  la 
cinquième  partie  de  cet  arc.  ibid. 

Frobleme  IV.  Connoiffant  le  finus  d’un  arc  , trouver  fon  cofinus  ou  le  finus  de 
fon  complément.  23^ 

Problème.  V.  Trouver  les  tangentes  & les  fécaotes  des  arcs  dont  on  conçoit  les 
lînus.  ibid. 

Théorème  I.  Le  rayon  ell  moyen  proportionnel  encre  le  lious  d’fin  arc  & la  fé- 
cance  de  fon  complément.  236 

Théorème  U.  Le  rayon  eft  moyen  proportionnel  entre  la  tangente  d’uo  arc  & 
la  tangente  de  fon  complémenr.  ibid. 

Théorème  III.  La  tangente  de  45  degrés  efl  égale  au  rayon.  257 

Théorem  IV.  La  fécante  de  de  degreseft  égale  au  diamètre..  ibii. 

De  la  nature  des  Logarithmes  & de  leurs  ufages.  ibid. 

Proportions  qui  renferment  la  théorie  de  la 
Trigonométrie. 

Théorème  I.  Dans  tous  triangles,  les  finus  des  angles  font  entr’eux  comme  les 
côtés  oppofés  à ces  angles.  2^4 

Lemme  I.  Lorfque  deux  quantités  font  inégales  , la  plus  grande  eft  égale  à la 
moitié  de  la  fomme  , plus  à la  moitié  de  la  différence  : & la  plus  petite  eft 
égale  à la  moitié  de  la  fomme  moins  la  moitié  de  la  différence.  ibid. 

hemme  II.  Dans  tout  triangle  , il  on  prolonge  un  des  côtés  d’un  angle  au  delà 
du  fommet , enforce  que  la  partie  prolongée  foie  égale  à l’autre  côté  du  même 
angle  , & qu’on  tire  une  ligne  de  l’extrémité  de  la  partie  prolongée  à l’extrê- 
œiié  de  l’autre  côté  , afin  d’avoir  un  triangle  ifocele  ; Il  enfuite  on  tire  du 
fommet  de  l’angle  compris  entre  les  côtés  égaux  du  triangle  ifocele  une  per- 
pendiculaire lur  fa  baie  t i.Un  des  fegments  de  cette  bafe  fera  la  tangente 
de  la  moitié  de  la  fomme  des  angles  oppofés  aux  deux  côtés  du  premier 
triangle.  2.  Si  du  fommet  de  l’angle  compris  encre  les  côtés  égaux  du  trian- 
gle ifocele  , on  tire  fur  1a  bafe  de  cet  angle  une  parallèle  à la  bafe  du  pre- 
snier  triangle,  la  partie  de  la  bafe  du  triangle  ifocele  comprife  encre  cette 
parallèle  ôc  la  perpendiculaire  fera  la  tangente  de  la  moitié  delà  différence 
des  angles  oppofés  aux  deux  côtés  du  premier  triangle.  266 

Thèofeme  IL  Dans  tout  triangle  qui  c’eft  pas  équilatéral  j ft  00  preod  deuK- 


Ê L A . T R I G O N O M É T R I E. 

côtés  inégaux,  la  foù#ne  de  ces  deux  côtés  eft  à leur  différence  ^ comme  la 
tangente  de  la  moitié  de  la  l'omme  des  angles  oppofés  aux  deux  côcés^eft 
à la  tangence  de  la  moitié  de  la  différence  de  ces  angles.  ibid. 

Théorème  III.  Dans  tout  triangle  fcalene  , c’eft  à-dire  , dont  les  trois  côtés  font 
inégaux  , le  grand  côté  eft  à la  fommedes  deux  autres  , comme  la  différence 
de  ces  deux  eff  à la  différence  des  fegments  du  grand  côté  diviié  par  la  per- 
pendiculaire tirée  du  lommet  de  Tangle  oppofé  au  grand  côté.  267 

Théorème  IV.  Le  produit  du  demi- péjimetre  d’un  triangle  par  la  différence  da 
côté  oppofé  à un  des  angles  du  triangle  , e(t  à la  furface  de  ce  triangle  , 
comme  le  (inus  total  ou  le  rayon  eft  à la  tangente  de  la  moitié  de  cet  angle. 

268 

Théorème  V.  L*aire  ou  la  furface  d’un  triangle  eft  moyenne  proportionnelle 
^ entre  le  produit  du  demi- périmètre  ou  de  la  demi-fomme  des  trois  côtés 
par  la  différence  d’un  des  côtés  & le  produit  des  différences  des  deux  autres 
côtés.  270 

Théorème  VI.  Dans  tout  triangle  le  produit  du  demi-périmetre  par  la  différence 
de  la  bafe  d’un  des  angles  , eft  au  produit  des  deux  différences  des  côtés  de 
l’angle , comme  le  quatre  du  finus  total  eft  au  quarré  de  la  tangente  de  la 
moitié  de  cet  angle.  272 

Problèmes  généraux  pour  la  pratique  de  la 

Trigonométrie.  Z73 

Problème  I.  Connoiflfant  deux  angles  > & un  côté  d’un  triangle , trouver  les  deux 
- autres  côtés.  274 

Problème  II.  Connoiffant  deux  côtés  d’un  triangle  , & l’angle  compris  entre 
ces  côrés  , trouver  les  deux  autres  angles  & le  troifieme  côté*  27^ 

Problème  III.  Connoiffant  deux  côtés  d’un  triangle  & l’angle  oppofé  à un  de 
ces  côtés , & de  plus  fachanc  de  quelle  efpece  eft  l’angle  oppofé  à l’autre 
côté,  trouver  les  deux  angles  inconnus  & le  troifieme  côté,  277 

ProblemeXW , Connoiffant  les  trois  côtés  d’un  triangle , trouver  j i®.  tes  fegments 
du  grand  côté  fur  lequel  on  conçoit  une  perpendiculaire  tirée  de  l’angle 
oppofé  à ce  côté,  2^.  chacun  des  crois  angles,  la  perpendiculaire.  278 


Autre  méthode  de  réfbudre  les  quatre  problèmes 

précédents. 

Méthode  particulière  aux  triangles  reélangles. 


^85 

286 


Problème  I.  Connoiffant  un  côté  & les  angles  aigus  « ttonver , i°.  l’autre  côré, 
2®.  l’hypoténufe.  287 

Problème  IL  Connoiffant  l’hypoténufe  & les  angles  aigus  , trouver  les  côtés. 

aSp 

Problème  III.  Connoiffant  les  deux  côtés  d’ua  triangle  reâangie . trouver,  1®.  les 
angles  aigus  , 2®.  l’hypoténufe.  ibid. 

Problème  IV.  Connoiffant  un  côtéderhypoténufe,  trouver,  i?.les  angles  aigus , 
. l’autre  côté. 
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TrohUme  I.  Me  forer  une  hauteor  acceffihle.  ibid. 

Problème  II.  Mefarer  la  largeur  d’une  riviere;  25)4 

Problème  111.  Mefurer  une  hauteur  inacceflîble.  ibid. 

Problème  IV.  Trouver  la  dillance  de  deux  objets  inaccelCbles.  ibid. 

Problème  V.  Lever  la  carte  d’un  pays  par  les  réglés  de  la  Trigonométrie.  2^$ 
Problème  VI.  Trouver  la  didance  de  la  Lune  à la  Terre.  2^’j 


Supplément  aux  Éléments  de  Géométrie.  300 


Théorème  î.  Si  on  coupe  ks  deux  côtés  d*un  triangle  par  une  ligne  parallèle  à 
■ la  baie , ils  feront  coupés  proportionnellement  ; où  , ce  qui  revient  au  même  , 
les  deüx  parties  de  Tun  feront  proportionnelles  aux  deux  parties  de  l’autre,  ihii. 
Théorème  II.  d*  fondamental.  Lorfque  deux  lignes  comprifes  dans  un  efpace 
parallèle  font  autant  inclinées  que  deux  autres  lignes  enfermées  dans  un  autre 
ei'pace  parallèle  , les  deux  premières  ibnt  proportionnelles  aux  deux  autres. 


50a 

Théorème,  Si  deux  triangles  font  égaux , & que  Tun  ait  un  angle  égal  à un 
angle  de  l’autre  , les  côtés  de  ces  angles  feront  réciproques  ; & de  même  , 
fi  de  deux  triangles  l’un  a un  angle  égal  à un  angle  de  Tautre,  & que  les 
côtés  de  ces  angles  foient  réciproques , les  deux  triangles  feront  égaux.  30^ 
Théorème  fondamental.  Le  quarré  de  Phypoténufe  ell  égal  aux  quarrés  des 
deux  autres  côtés.  304 

frohleme.  Infcrire  dans  un  cercle  un  pentédécagone  régulier,  c’eft-à-dire  un 
polygone  de  quinze  côtés.  505 

Frobleme.-Dtcnr^  un  polygone  femblable  à un  polygone  donné  & égal  à un 
autre  polygone.  ^06 

Du  rapport  approché  de  la  circonférence  au  diamètre , Art.  5 & fuivanti.  507 
Théorème  I.  Le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  ell  moindre  que  celui 
de  22  à 7 , ou  de  3 plus  un  7me  à 1 ; ou  , ce  qui  revient  au  même  , la 
circonférence  ne  contient  pas  trois  fois  le  diamètre  plus  la  7me  partie  de 
ce  diamètre.  ^ 1 5 

Théorème  II.  Le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  eft  plus  grand  que* 
celui  de  21  plus  70  7imes  à 7,  ou  de  3 plus  10  7imes  à 
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SECONDE  TABLE 

J^ans  cette  Table  la  lettre  A marque  V Arithmétique  & VAlge^ 
bre  ; la  lettre  G ^ la  Géométrie.  L Jls'nifie  livre  ; <§*  art.  article, 
Ainfi  G , L.  II  , art.  50  , Jignijie  Géométrie  , livre  fécond  > 
article  30.  Tri.  fignifie  Trigonométrie. 


\ D D I T I O N.  A.  L.  I.  art.  \6, 
fiy.  Addition  alg.  A.  Liv.  1.  art.  13a. 
Algèbre.  A.  L.  1.  arc.  1 1 2. 

Analogie  fignifil  proponioo.  y.  Pro- 
portion. 

Angle.  G.  L.  I.  art.  ^6. 

Angle  reéliligne  , curviligne  & mixti- 
ligne.  G.  L.  I.  arr.  38  , Jp  & 40. 
Angle  droit , obtus  & aigu.  G.  L.  1.  art. 
45 , 4<î  &47. 

Angle  oblique.  G.  L.I.  arc.  47  B. 
Angles  oppofés  au  fommet.  G.  L.  1. 
art.  5p. 

Angle  folide.  G.  L.  III.  art.  10. 

Angles  alternes.  G.L.  I.  art.  8p. 
Angles  correfpondants.  G.  L.  I.art.po. 
Angle  infcrit.  G.  L.  I.  arc.  120. 

Angle  circonfcric.  G.  L.  I.  art.  122. 
Angle  du  fegment.  G.  L.  I.  art.  12  t. 
Antécédent,  A.  L.  II.  art.  jf. 

Apothème.  G.  L.  II.  art.  73. 
Approximation  des  racines.  A.  L.  I.  art. 

222.  & L.  II.  arc.  203. 

Arc  de  cercle.  G.  L.  I.  arc.  1 2. 

Axe  d’un  cône.  G.  L.  111.  arc.  7. 

Axe  d’un  cylindre.  G.  L.  III.  art.  7. 
Axe  de  la  fphere.  G.  L.  III.  art.  32. 

B. 

B A s B d’un  triangle.  G.  L.  II. 
art.  12. 

G 

CE  N T K E d*un  cercle.  G.  L I.  art. 

I f. 

Gercle.  G.  L.  I.  art.  1 1. 

Cisrcle  concentrique.  G.  L.  1.  art.  1 7. 


Cercle  infcrit  & circonfcric,  G.  L.  IL 
art.  dp,  70&70B. 

Grand  cercle  & petit  cercle  d’une  fphe- 
re. G.  L.  III.  art.  37. 

Circonférence.  G.  L.  I.  art.  i r. 

Coefficient.  A.  L.  I.  art.  1 29. 

Complément  d’angle  ou  d'arc.  G.  L.  L 
art.  50  & 32. 

Complément  d’un  parallelog.  G.  L.ll. 
art.  132.  D. 

Cône.  G.  L.  III.  art.  S- 

Cône  droit  & oblique.  G.  L.  III.  art.  8. 

Cône  équilatéral.  G.  L.  III.  ait.  2p. 

Conféquent.  A.  L.  II.  art.  5. 

Contour  ou  Périmètre  d’une  figure.  G. 
L.  II.  art.  66. 

Corps  régulier.  G.  L.  III.  art.  1 3. 

Onqefpecesde  corps  réguliers,  /avoir, 
le  tetraedre  , l’oéiaedre,  l’icofaedte, 
l’exaedreou  cube.,  le  dodecaedre. 
iiid. 

Corde.  G.  L.  I.  art.  1 3. 

Cofécante.Tri.arc.  id. 

Cofinus.  Tri.  art.  4.  C. 

Cotangente.  Tri.  arc.  i^. 

Cube.  A.  L.  I.  art!  181. 

Cube  ou  exaedre  G.  L.  III.  art.  13. 

Côtés  holomogues.  G.  L.  II.  art.  Ji. 

C3ffindre.  G.  L.  III.  art.  4. 

Cylindre  droit  & oblique.  G.  L.  IIL 
arc.  8. 

D. 

De  G R K.  G.  L.  I.  art.  id. 

Dénominateur.  A.  L.  II.  art.  134. 
Diagonale.  G.  L.  IL  art.  3p.  F. 

Diamètre. 


Divifion.  A,  L.  I.  art.  5 1 & <^i  B. 
Divifîon  (Impie  & divifion  compofée. 

A.  L.  I.  art.  6^  & 74. 

Divifion  des  nombres  complexes.  A.  L. 
I.  an.  107. 

Divifion  algéb.  A.  L.  I.  art.  1 5p. 
Dodecaedre  G.  L.  lll.  art.  1 5. 

E. 

EX  A B D K B.  G.  L.  III.  art.  i j. 

Exagone.  G.  L.  Il.art.  7. 

Expofant  d’une  grandeur.  A.  L.  I.  'art. 
152. 

Expolant  d’une  raifon.  A.  L.  Il.art.  25. 
Expofants  ( les  ) d’une  railon.  A.  L.  IL 
art.  1 17. 

'Equation.  A.  L.  III.  art.  i. 

Extrêmes.  A.  L.  II.  art.  95. 

Extraâion  des  racines.  A.  L.  I.  art. 

ipd. 

F. 

Fraction.  A.  L.  Il.art.  154. 

Fradion  deFradion.  A.  L.  II.  art. 
170. 

Fradion  décimale.  A.  L.  II.  art.  184. 
Figure.  G.  L.  IL  art.  i. 

Figure  régulière  & irrégulière.  G.  L.  IL 
S • 

Figure  équiangle  & équilatérale.  G.  L. 
IL  art.  8. 

Figures  équiangles  entr'elles  & équila- 
térales entr’elles.  G.  L.  II.  art.  p. 
Figures  égales  & égales  en  tout.  G.  L. 
II.  art.  p. 

Figure  rediligne , curviligne  & mixti- 
ligne.G.L.  Il.art. 

Figures  femblables.  G.  L.  IL.  art.  p 5c 
Si. 

H. 

HOmologubs.  G.L.  il  art.  o 

&51. 

Hypoténufe.  G.  L.  IL  art.  5iB. 

I. 

IC  o SA  B D R B.  G.  L.  III.  art.  ij. 
Ifopérimettes.  G»  L.  U.  att>  ipo. 


LI G N E droite , courbe  & mixte.  Gu 
L.  I.  art.  1 , 2 & 5. 

Ligne  perpendiculaire,  oblique  & pa- 
rallèle. G.  L.  I.  art.  55. 

Logarithme.  Tri.  art.  55  F. 

M. 

Inütb.  G.  L.I.  art.  i5. 

Moyen  proportionnel.  A.  L.  IL 
art.  55. 

Moyenne  5c  extrême  raifon.  G.  L.  L 
art.  14 1. 

Multiplication.  A.  L.  I.  art.  54  & ^5. 
Multiplication  fimple  5c  compofée.  A 
L.  I.  art.  p & SS,. 

Multiplication  des  nombres  complexes. 
A L.  I.  art.p8. 

Multiplication  algéb.  A.  L.  I.  art. 
140. 

Multiple  5c  fous-multiple.  A.  L.  IL 
art.  p. 

N. 

Nombres  abftraits , concrets  , 
incoraplexes  & complexes  , en- 
tiers 6c  fradionnaires.  A.  L.  1.  art. 
10  5c  fuivants. 

O. 

OC  T A B D R B.  G.  L.  III.  art.  i ».  • 
Odogone.  G.  L.  IL  art.  7. 

P. 

PAraiibiogrammb.  g.  L. 

IL  an.  40. 

Parallélogramme  redangle5c  obliquan- 
gle.  i3û/. 

Parallelepipede.  G.  L.  III.  an.  j. 

Partie  aliquote  5c  aliquante.  A.  L.  IL 
aivant  l’an.  -8. 

Parties  femblables  ou  pareilles.  A.  L. 
II.  an.  1 1. 

Pentagone.  G.  L.  IL  art.  7. 
Pentédécagone,  fupplément.  an.  4 B. 
Plan  ou  figure  plane.  G.  L.  IL  arc.  2. 
Pôles  de  la  fphere.  G.  L.  III.  art.  5a, 
Polyèdre.  G.  L.  UL  avant  l’arc.  1. 

y X - 


538  . T A B 

Polygone  G.  L.  II.  art.  7» 

Poligones  de  difFércnte  efpcce , favoir , 
le  triangle  , le  tetragone  ou  quadri- 
latère^ le  pentagone  , Texagone, 
Tcptagone  , Toélogone  , Tennéago- 
ne  , le  décagone  , Tendécagone , le 
dodécagone , le  kiliogone,  le  mirio- 
gone,  &c.  G.  L.1I.  art.  7. 

Polygone  infcric  & circoDlcru.  G.  L. 
IL  art.  6ÿ  & 70. 

Polygone  régulier.  G.  L.  II.  art.  70  G. 

Polygones  femblables.  G.  L. II.  art.  J i. 

Prilme.  G.  L.  III.  art.  i. 

Produifants  G.  L.  II.  art.  iSS* 

Produit.  A.  L.  I.  art.  54. 

Progreffion.  A.  L.  IL  art.  37. 

Proportion. A.  L.  IL  art.25>. 

proportion  géométrique  & arithméti- 
que. A.  L.  IL  art.  30  & 3 r. 

Proportion  continue.  A.  L.  II.  art.  ^6. 

Les  changeii>ents  que  l^on  peut  faire 
dans  les  termes  d^une  proportion 
fans  la  détruire  p fe  nomment  Æ- 
ternando  ou  P ermutando  > Inver^ 
ando  , Componmdo , Vividendo  ^ par 
imiltiplication  & par  diviiion.  A.  L. 

: ï*-  art.  53  & fuiv. 

Autres  changements  appelles  ex  pro- 
portiom  ordinatÜ  & zx  proportions 
turbatâ,  A.  L.  IL  art.  67  & 68^. 

PuifTance.  A.  L.  L art.  17p. 

Pyramide  G.  L.  III.  art.  2. 

Pyramide  droite  de  oblique.  G.  L.  III. 
art.  8.. 


L E. 

Racine  fourdeottirxommenfurable.  A. 
L.  I.arf.  22  J.  B. 

Racine  imaginaire.  A.  L.  Lart.  ipo.  C. 
Racines  d’un  produit.  A.  L.  1.  art.  143. 
Radicaux.  A.  L*  IL  art.  213. 

Railbn  ou  rapport  A.  L.  II.  art.  i. 
Raiibn  arithmétique  & géomécrique* 
A.  L.  11.  art.  2 & 3. 

Raifon  compolée,  compofame  , dou- 
blée & triplée.  A.  L.  IL  art.  pa  , 93  ^ 

P4,  p6,  p8&pp. 

Réglé  de  trois  (impie.  A.  L.  II.  art.  70. 
Réglé  de  trois  direûe  & indireAe.  A. 
L.  IL  art.  75. 

Réglé  de  trois  compôfée.  A.  L.  II  art. 
82  & fuiv. 

Réglé  de  compagnie  ou  de  fociété.  A. 
L.  IL  art.  82  F. 

Réglé  d’alliage.  A.  L.  H.  art.  82  I. 
Réglé  de  fauffe  pofition.  A.  L.  III.  arr. 

39- 

Reftangle.  G.  L.  11.  art.  40. 

Rhombe  & Rhomboïde,  ibid» 

m 

S. 

SÊcAMTBS.  de  lignes  parallèles.. 

G.  L.  L avant  l’arc.  8p. 

Sécante  de  cercle.  G.  L.  L arc  100  Sc 

ICI. 

Sécante  d’angle  ou  d’arc.  TrLart.  i j. 
Seâeur.  G.  L.  IL  art.  2. 

Segment*  G.  L.  L art.  1 2 1. 

Sinus  d*un  angle  ou  d’un  arc.  Trig. 


Q- 

/^Ua  DR  IL  AT  B R B.  G.  L.  IL  art. 

55>F. 

Quarré.  G.  L.  IL  art. 

Quotient.  A.  L.  1.  art.  5-i.  . 

R. 

R A c I N B.  A.  L.  I.  art.  185. 

Racine  quarree  ou  fécondé  » 

• cubique  ou  troilleme  ^ &c.  A.  L.  L. 
arr.  184. 


art.  4. 

Sinus  droit  & lùins  ver£:.  Tri.  art.  4 
& 12. 

Sinus  total.  Tri.  art.  S« 

Sommet  d’un  angle.  G.  L.  I.  art.  ^S. 
SouHra£lion.  A.  L.  L art.  27. 
Souûraâiion  algéb.  A.  liv.  L art.  1 3*^ 
Soutendante  G.  L.  I.  art.  15. 

Sphere.  G.  L.  111.  art  51. 
Supplément.  G.  L.  L att.  S i & 
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Trapeze.  G.L.  Il  art.  40.  ; 

T.  Triangle.  G.  L.  II.  art.  7.  ^ 

Triangle  équilacécal  , ifocele  & fca- 

Ta  N G c N T E d’un  cercle.  G.  L.  I.  lene.  G.  L.  II.  arc.  1 4. 

art.  100.  Triangle  reâangle,  ambligone  ou  ob- 

Tàngénte  d’un  arc  ou  d’un  angle.  Tri.  tufangle , oxigone  ou  acutangle.  G. 

art.  15.  L.  IL  art.  I J. 

Tecraedre.G.  L.  111.  art.  15.  Triangle  obliquangle.  ibii. 


Fin  de  la  fécondé  Table, 


AVIS  SUR  LA  TABLE  SUIVANTE. 

^ Comme  on  cite  fouvent  > les  propofitions  des  Éléments  de 
Mathématiques  félon  l’ordre  qu’elles  ont  dans  les  Éléments  d’Eu*- 
clide  , en  diiant«  par  exemple  > par  la  XVI  propolition  du  premier 
livre  d’Ëuclide , on  a cru  qu’il  feroit  utile  de  faire  une  table  qui 
contînt  les  énoncés  des  propoHtions  qui  font  dans  nos  Éléments  , 
qui  foient  précédées  des  numéros  qu’elles  ont  dans  Euclide , 6c 
iuivies  des  citations  des  livres  & des  articles  qui  renferment  les 
mêmes  propofitions  , ou  des  propofitions  équivalentes  , dans  nos 
Éléments  j on  a.  même  marqué  les  pages  pour  plus  grande  facilité. 
-Lorfque  ces  propofitions  appartiennent  à la  première  partie  qui 
Contient  l’Arithmétique  & l’ Algèbre  , on  a mis  avant  la  citation  du 
livre  & de  l’article  ce  mot  abrégé  Arith.  qui  veut  dire  Arithméti- 
que j mais  > quand  les  propofitions  font  dans  la  fécondé  partie , 
qui  renferme  la  Géométrie,  on  s’eft  contenté  de  citer  le  livre 
l’article  avec  la  page.  On  ne  trouvera  pas  dans  cette  table  toutes 
les  propofitions  d’Ëuelide  , parce  qu’elles  ne  font  pas  toutes  dans 
nos  Éléments  : nous  n’avons  pas  cru  y devoir  mettre  celles  qui  ne 
font  prefque  d’aucun  ufage , de  peur  de  grofiir  le  volume  inuti- 
lement i mais  nous  avons  remplacé  ces  propofitions  par  quantité, 
d’autres  qui  ne  font  pas  dans  Euclide. 


y vij 


TROISIEME  TABLE 

Des  Propojitions  des  Eléments  ^Euclide , contenues  dans  ms 

Eléments. 

LIVRE  PREMIER. 

PKopqfition  I.  Problème.  Tracer  un  triangle  équilatéral  fur  une  ligne  donnée; 
/iy.  2.  art,  2^h,page  85- 

JPropof,  77.  ProbL  Tirer  d’un  point  donné  une  ligne  égale  à une  autre. 

Prop.  IIL  Probl.  Retrancher  d’une  grande  ligne  une  partie  égale  à une  plus  petite,. 

Il  ny  a aucune  difficulté  dans  ces  deux  Problèmes, 

PropoJ.  ly.  Théorème,  Si  deux  côtés  d'un  triangle  font  égaux  à deux  côtés  d*tm 
autre  triangle,  chacun  à chacun,  & que  l'angle  compris  entre  les  côtés  de 
l*un  foit  égal  à l^angle  compris  entre  les  côtés  de  l’autre,  qui  font  égaux  à 
ceux  du  premier , les  bafes  de  ces  angles  feront  égales , & les  deux  triangles 
feront  égaux  en  tout.  //v.  2.  art,  2ÿ.  p,  8o, 

Propof,  V,  Théor,  Dans  les  triangles  ifoceles , les  angles  qui  font  deflus  la  bafe 
font  égaux  , comme  auifi  ceux  qui  font  au-deflbus.  La  première  partie  ejt 
renfermée  dans  Vart,  2i  du  livre  2 , pag,  ^6,  C$»  la  fécondé  ejl  une  fuite  de  Les 
première  , parce  que  les  angles  qui  font  au  • dejfous  font  Us  fuppléments  des 
premiers, 

Propof,  yi,  Théor,  Si  un  triangle  a deux  angles  égaux  entr’eux , les  côtés  qui 
le  foutiennent  feront  au(C  égaux. /iv.  2. 2x,pag,q6, 

Propof,  y III.  Théor,  Si  deux  triangles  ont  tous  les  côtés  égaux , leurs  angles 
compris  par  ces  côtés  égaux  feront  audi  égaux  entr*eux.  Ziv.  2.  art,  33^p-  82. 
Propof,  IX.  Probl,  Diviferun  angle  en  deux  également. /iy.  i.  an.  62,  pag,  \6. 
Propof  X.  Probl,  Divifer  une  ligne  droite  en  deux  également,  liv,  i . art,  30.  p.\  8. 
Propof.  XL  Probl,  D’un  point  pris  fur  une  ligne  élever  une  perpendiculaire». 
liv-  i,  art,  81.  ptig-^3* 

Propof.  XII,  Probl.  Tirer  une  perpendiculaire  à une  ligne  par  un  point  qui  eft 
hors  de  la  même  ligne,  liv-  1.  art.Si,  pag,  23. 

Propof  Xlll.  Théor,  Une  ligne  qui  tombe  fur  une  autre  fait  avec  elle  deux  angles 
droits  ou  deux  angles , lefquels  pris  enfemble  font  égaux  à deux  droits. /iv*. 
1.  art,  Ô4.  pag,  14. 

Propof.  Xl^.  Théor,  Si  deux  lignes  droites  fe  coupent,  les  angles  oppofés  aa 
fommet  font  égaux.  Zxy.  1.  art.  60.  pag,  15. 

Propof,  Xyi.  Théor.  L’angle  extérieur  d'un  triangle  fait  par  la  continuation 
d’un  côté  eft  plus  grand  que  chacun  des  intérieurs  oppofés.  l.  2.  an.  17.  p.  75». 
Propof.  Xf^lL  Théor.  Les  deux  angles  d’un  triangle  font  plus  petits  que  deuH 
droits  i cejl  une  fuite  de  Van.  \6.  du  fécond  üyre  ^ pag.  74. 
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Prapof.  XyilL  Tkéor.  Dans  quelque  triangle  que  ce  foit , le  plus  grand  côté 
eft  oppofé  au  plus  grand  angle.  Liv.  2.  an,  2^.  pag.  77. 

Propof.  XIX,  Théor,  Dans  tout  triangle  , le  plus  grand  angle  eft  oppofé  au  plus 
grand  côté,  liv,  a.  art.  2^.  pag,  77. 

Propof,  XX.  Tkéor,  Dan^quelque  triangle  que  èe  foit , deux  côtés  pris  enfem- 
ble  font  plus  grand  que  le  troifieme.  liv,  2.  art,  59.  pag.  85* 

Propof.  XXL  Théor,  Si  deffus  la  même  bafe  on  décrit  un  triangle  dans  un  grand  , 
les  côtés  du  petit  font  moindres  que  ceux  du  grand,  & ils  feront  un  angle 
plus  grand.  Pour  la  prtmitre  partit  dexettt  proportion  > voy.  Il  art,  70  lè^.pag, 
18.  La  féconde  tjl  renfermée  dans  tort,  du  premier  liv,  pag,  1 1. 

Propof  XXll,  Probl,  Décrire  un  triangle  qui  ait  fes  côtés  égaux  à trois  lignes 
données  , pourvu  que  deux  prifes  enfemble  foienc  plus  grandes  que  la  troi« 
(ieme.  liv,  2.  art.  58.  pag,  84. 

Propof,  XXllL  Probl,  Faire  un  angle  égal  à un  autre  à un  point  d^une  ligue. 
liv,  I.  art,  6 1.  pag,  l6, 

Propof  XX Théor,  Si  deux  côtés  d’un  triangle  font  égaux  à deux  côtés  d’un 
autre  triangle , chacun  à chacun  , & que  l’angle  compris  entre  les  côtés  de 
l’un  foie  plus  grand  que  l’angle  compris  entre  les  côtés  de  l’autre  j égaux  k 
ceux  du  premier , la  bafe  dans  le  premier  triangle  fera  auili  plus  grande  que 
la  bafe  dans  le  fécond,  liv,  2.  art,  94.  pag.  84. 

Propof  XXy,  Théor,  Si  deux  côtés  d’un  triangle  font  égaux  à deux  côtés  d’un 
autre  triangle  , & que  la  bafe  de  l’angle  compris  entre  les  côtés  du  premier 
foit  plus  grande  que  la  bafe  de  l’angle  compris  entre  les  côtés  de  1 autre  ^ 
égaux  à ceux  du  premier  , cec  angle  , compris  du  premier  triangle , fera  plus 
grand  que  l’angle  compris  du  fécond,  liv.  2.  art,  34.  pag,  84.  ' 

Propof  XXl^l,  Théor,  Si  un  triangle  a un  côté  égal  à celui  d’un  autre  trian- 
gle , & que  les  angles  aux  extrémités  de  ces  côtés  foient  égaux  les  uns  aux 
autres , ces  triangles  feront  égaux  en  tout  fens.  liv,  2.  art,  27.  page  79. 
Propof  XXVIL  Théor.  Si  une  ligne  tombant  Ibr  deux  autres  fait  avec  elle  les 
angles  alternes  égaux,  ces  deux  lignes  feront  parallèles,  liv.  1.  an.  !$•  p-  28. 
Propof  XXyilL  Théor.  Si  une  ligne  tombant  fur  deux  autres  fait  l’angle  exté- 
rieur égal  à l’intérieur  oppofé  du  même  côté , ou  les  deux  intérieurs  du  même 
côté  égaux  à deux  droits,  les  deux  lignes  feront  parallèles,  liv.  i.  art.  93 
d»  9i.  pag.  27  C5*  28,  ' ^ ' 

Propof,  XXIX,  Théor,  Si  une  ligne  coupe  deux  parallèles , les  angles  alternes 
ieront  égaux  ; l’angle  extérieur  fera  égal  à l’intérieur  oppofé , & les  deux 
: intérieurs  du  même  côté  feront  égaux  à deux  droits,  liv,  1.  art,  ÿo&  91. 
page  25  ^ 2Ô. 

Propof,  XXX,  Théor.  Les  lignes  parallèles  à une  troifieme  (ont  parallèles 
î entr’elles.  Cette  Propq/îtion  ejl  évidente* 

Propof.  XXXI.  Probl.  Tirer  une  ligne  parallèle  à une  autre  par  un  point  donné* 
liv,  1 . art.  99.  page  31. 

Propof  XXXll.  Théor,  L’angle  extérieur  d’un  triangle  eft  égal  aux  deux  inté- 
rieurs oppofés  , pris  enfemble  J & les  trois  angles  d’un  triangle  rediligne 
font  égaux  à deux  droits,  liv,  2,  an,  17  & 16.  page  q S ^74* 

Propof,  XXXlll.  Théor,  Les  deux  lignes  font  égales  & parallèles , qui  font 
tirées  du  même  côté , par  les  extrémités  de  deux  autres  lignes  parallèles  & 
égales. l,  art,  page  30. 
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Propof.  XXXll^^  Thior,  Les  côtés  & les  angles  nppofés  dans  un  parallélogramme 
ionc  égaux  ; & la  diagonale  le  partage  en  deux  également.  Ziv.  2.  art.  43  & 
44.  p.  87  & 88. 

Propof.  XXXy'.  Théor.  Les  parallélogrammes  font  égaux,  quand, ayant  la  même 
bafe,  ils  font  entre  les  mêmé&  parallèles,  /iv.  2.  art,  ^ 24  d»  1 26, 

Propof.  XXXl^LThéor.  Les  parallélogrammes  font  égaux  , qui  étant  entre  les 
mêmes  parallèles  ont  des  baies  égales.  Uv,  2.  art.  124.  page  126. 

Propof,  XXXl^lL  Théor.  Les  triangles  font  égaux,  qui  ayant  la  même  bafe  , 
font  entre  les  mêmes  parallèles,  liv.  2.  art.  \26.yage  126. 

Propof.  XXXl^IlI.  Théor.  Les  triangles  (ont  égaux,  qui  ayant  des  bafes  égales 
font  renfermées  entre  les  mêmes  parallèles. /iV.  2.  art,  126.  page  126. 

Propof  XXXIX.  Théor,  Les  triangles  égaux  deiTiis  la  même  bafe  font  entre 
les  mêmes  parallèles.  Ziv.  2.  art.  126.  page  126. 

Propof.  XL.  Théor.  Les  triangles  égaux  qui  ont  des  bafei  égales  prifes  fur  la 
même  ligne  f)nt  encre  les  mêmes  parallèles,  liv  2.  art.  126.  page  126. 

Proy  f.  xLl.  Théor.  Un  parallélogramme  fera  double  d\in  triangle , fi  entre 
1er  mêmes  parallèles  ils  ont  leurs  bafes  égales,  liv.  2.  art.  12^.  page  126. 

Propof.  XLll.  Probl.  Faire  un  parallélogramme  égal  à un  triangle  fous  un  angle 
don.nê.  liv.  2.  art.  45  d»  12-^.  page  88  & 127. 

Propof.  XLllL  Tkéor.  Les  compléments  d*un  parallélogramme  font  égaux,  liv. 
2.  art.  i J2  D.  page  1 50. 

Propof  XLll^.  Probl.  Décrire  un  parallélogramme  fur  une  ligne , qui  foie 
égal  à un  triangle,  & qui  ait  un  angle  déterminé.  La  jolution  fe  déduit  des 
arc.  45  d»  I 2S  K.  page  88  & 127. 

PropoJ.  XLb  \ Probl.  Décrire  un  parallélogramme , qui  ait  Un  angle  détermine 
& qui  foie  égal  à un  rediligne  donné,  liv.  2.  art.  45  > 127  d*  1 33*  page  88, 
1 27  d»  ï 9 ï . 

Propof.  XLVL  Probl.  Décrire  un  quarré  fur  une  ligne  donnée,  t.  2.  art,  8p. 

Propof  XLVIL  Théor.  Le  quarré  de  lab^fe  d'ün  triangle  rcélangle  eft  égal  aux- 
quarrés  des  deux  cotés  pris  enfemble. /iv,  2.  183.  page  151. 
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PRopof.  I Théor.  St  onpropofe  deux  lignei,  dont  Eose  foit  divifie  en  pla- 
iteurs  parties  > le  reâingle  compris  fous  ces  deux  lignes,  ell  égal  aux 
re(Ü:angles  compris  fous  la  ligne  qutn'eft  pas  divifée  & fous  les  parties  de  celle 
qui  cil  divifée.  Liv.  2.  art.  204.  pagt  175. 

Propof  11  Théor.  Le  quatre  d’une  ligne  eft  égal  au  reâangle  compris  for  csote 
la  ligne  & fous  fes  pa^^ties.  Uv.  2.  art.  20$.  pag.  1-73. 

Propof.  lil.  Théor.  Si  on  divife  une  ligne  en  deux  , le  reéfcahgle  compris  feus 
toute  la  ligne  & tous  une  de  fes  parties,  eft  égal  au  quarré  de  cette  même 
partie , & au  reâangle  compris  fiius  les  deux|  parties;  liv.  2.  art,  206.  r nS’ 
Propof  ly.  Théor.  Si  on  divife  une  ligne  en  deux,  le  quarré  de  toute  la  ligne 
fera  égal  aux  deux  quarrés  de  fes  parties  & à deux  reâanglcs-eompris  foiM- 
ces  mêmes  parties,  /iv.  2.art.  207.  pagt  175. 
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Trofof,  V.  Théor^  Si  une  ligne  eft  coupée  également  & inégalement , le  rectangle 
compris  fous  les  parties  inégales  dvec  le  quarré  de  la  partie  du  milieu , eA 
égal  au  quarré  de  ta  moitié  de  la  ligne,  liv»  2.  art,  208.  page  17^. 

Fropof.  yL  Théor.  Si  on  ajoute  une  ligne  à une  autre  divilée  en  deux  éga- 
lement 9 le  redangle  compris  fcüs  Pa  ligne  compolée  des  deux  , & fous 
Tafoutée  avec  le  quarré  de  la  moitié  de  la  ligne  divifée^  eil  égal  au  quarré 

* d’une  ligne  compofée  de  la  moitié  de  la  divifée  & de  toute  l’ajoutée,  liv. 
2.  art  20p.  page  174. 

Fropof,  yiL  Th€ôr,  Si  on  divife  une  ligne , le  quarré  de  toute  la  ligne  & celui 
d’une  de  les  parties  feront  égàùx  à deux  reélangles  compris  fous  toute  la  ligne 
& fous  cette  première  partie  & au  quarré  de  l’autre  partie.  Uv.  2.  art. 
210.  page  174^ 

Fropof.  yiIL  ihéor.  Si  én  divifé  uhe  ligne  & qü’on  lai  ajoute  une  de  fes  par- 
ties, le  quarré  de  la  ligne  compofée  lera  égal  aux  quatre  reftangles  corripris 
Ibus  la  prertiiere  ligne  & foifs  cette  partie  ajoutée , avec  le  quarré  de  l*autre 
partie,  liv-  2.  art.  zw.page  174. 

Frapof.  IX.  Théor,  Si  une  ligne  eft  divifée  également  & inégalement  , les 
quarrés  des  parties  inégales  feront  doubles  du  quarré  de  la  moitié  de  la  ligne^ 
& de  celui  de  la  partie  d’encre  deux.  liy.  2.  art.  212.  page  175. 

Frapof,  X.  Théor,  Si  on  ajoute  une  ligne  à une  autre  divilée  également , le 
quarré  de  la  ligné  èortipolée  des  deux , avec  le  quarré  de  Tajoucée  font 
doubles  du  quarré  de  la  moitié  de  la  ligne  & du  quarré  de  celle  qui  ejft  compo- 
fée de  cetré  moitié  & de  l'ajoutée.  Ziv.  2.  art,  2 1 3.  page  175.  , 

Fropof.  XL  PrabL  Divifer  une  ligne  de  celle  force  que  le  reétangle  compris 
fous  toute  la  ligne  , & fous  la  plus  petite  de  fes  parties  ^ foie  égal  au  quarré 
de  l’autre  partie  qui  eft  plus  grande,  liv.  2.  art.  214.  page  175. 

Fropof,  XlL  Tké&r,  Dans  ûn  triangle  obtufangle,  le  quarré  du  côté  oppofé 
à l’angle  obtus  eft  égal  au  quarré  des  deux  autres  côtés  & à deux  reftangles 
compris  fur  le  côté  , fur  lequel  étant  prolongée,  on  a tiré  une  perpendi- 
culaire , & fous  la  ligne  qui  eft  entre  le  triangle  & cette  perpendiculaire. 
liv,  2.  art.  21  ^.pa:ge  \j6, 

Fropof  XllL  Théor.  Dans  quelque  triangle  reftiligne  que  ce  foie , lé  quarré 
du  côté  oppofé  à Pangle  aigu  avec  deux  reftangles  compris  fous  le  côcô 
fur  lequel  la  perpendiculaire  combe, & fous  la  ligne  qûi  eft  encre  la  perpendicu- 
laire & cet  angle,  ellégalauxquarrésdesaütrescôtés. //v.  2.  tfrr.  216.  p.  1^6. 

Fropof  Xly.  Probl,  Décrire  un  quarré  égal  à un  reftiligne  donné,  liy,  2l\ 
art,  217.  page  1 ^6. 
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PRopof,  L Probl,  Trouver  le  centre  d’un  cercle,  liy.  i.  art.  54.  page  10. 
Propof  II.  Theor.  La  ligne  droite  qu’on  tire  d’un  point  de  la  circon»- 
férence  à un  autre , eft  toute  dans  le  cercle.  Cejl  une  fuite  évidente  de  la  cons» 
vexité  dt  la  circonférence: 


Fropof  lll,  Théor.  Si  dans  un  cercle  une  ligne  droite  pafle  par  le  centre , & 
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coupe  en  deux  également  une  autre  ligne  droite  qui  n’y  palTe  point,  elle 
la*coupera  perpendiculairement,  & (i  elle  la  coupe  perpendiculairement, 
elle  la  coupera  en  deux  également,  liv.  i.  art.  pagt  32. 

Propo/.  ly.  ProbL  Deux  lignes  droites  tirées  dans  un  cercle  ne  fe  coupent 
point  également  l’une  l’autre  hors  du  centre  du  cercle,  liy.  1.  art.  loj  B. 

Propof.  V.  Théor.  Les  cercles  qui  fe  coupent  n’ont  pas  le  meme  centre.  Cette 
proportion  eft  évidente  par  elle  meme. 

Propoj.  VL  Théor.  Les  cercles  qui  fe  touchent  en  dedans  n’ont  pas  le  même 
centre.  Cette  propojîtion  na  pas  befoin  de  preuve. 

Propof.  Vil  Théor.  Si  on  tire  plufieurs  lignes  d’un  point  , qui  étant  dans  le 
cercle  n’eft  pas  fon  centre  jufqu’à  la  circonférence.  1.  Celle  qui  paffe 
par  le  centre  eft  la  plus  grande  de  toutes.  2.  Le  relie  de  celle-là  eft  la 
plus  petite.  La  plus  proche  de  la  plus  grande  furpaflfe  la  plus  éloignée. 
4.  On  n’en  peut  tirer  que  deux  égales,  /ly.  i.  art.  io5,  110  d*  110  F. 

54.  37. 

Propoj.  VlIL  Théor.  Si  d’un  point  pris  hors  du  cercle  on  tire  pliifieurS  lignes 
à fa  circonférence.  1.  De  toutes  celles  qu’on  tire  à la  circonférence  concave, 
la  plus  grande  pafle  par  le  centre.  2.  Celles  qui  en  approchent  le  plus  font 
plus  grandes  que  les  plus  éloignées.  3.  Encre  les  lignes  qui  tombent  fur 
la  circonférence  convexe  , la  plus  petite  étant  continuée  paife  par  le 
centre.  4.  Les  plus  proches  de  celle-là  font  les  plus  petites.  $.  On  n’en  peut 
tirer  que  deux  égales  , foie  qu’on  les  tire  à la  circonférence  convexe  , ou 
qu’elles  tombent  fur  la  concave,  liv.  1.  art.  xo6,  1 10  d»  110  F.  page  34, 

35  d»  37- 

Propof.  IX.  Théor.  Si  d’un  point  pris  dans  un  cercle  on  peut  tirer  à la  circon- 
férence trois  lignes  égales  , ce  point  eft  le  centre  du  cercle,  //y.  1.  art. 
1 10  F,  p/ige  38. 

Propof.  X.  Théor . Si  deux  cercles  fe  coupent,  ils  ne  peuvent  fe  couper  qu’en 
deux  points,  liv.  I.  art.  iio  G.  page  38. 

Propof.  Xlll.  Théor.  Deux  cercles  fe  touchent  feulement  dans  un  point.  Z/y.  i. 
art.  1 17  B.  page  41. 

Propof.  XIV.  Théor,  Les  lignes  égales  tirées  dans  un.  cercle  , font  également 
éloignées  du  centre  , & celles  qui  font  également  éloignées  du  centre 
font  égales.  Z/y.  l.art.  2.$. page  7. 

Propof.  XV.  Théor.  De  toutes  les  lignes  qu’on  peut  tirer  dans  un  cercle  , 
celle  qui  pafTe  par  le  centre  eft  la  plus  grande  , & celle  qui  approche  le 
plus  du  centre  eft  plus  grande  que  celle  qui  en  approche  moins.  Z/y.  i. 

art.  24  B.  page  7.  ^ . ; , * : 

Propof.  XVI.  Théor.  La  ligne  perpendiculaire  à l’extrémité  du  diamètre  eft 
toute  hors  du  cercle  & le  touche.  Toute  autre  ligne  tirée  entr’clle  & la 
circonférence  du  cercle  le  coupe  & entre  dedans.  Z/y. ''i.  art.  11 1 d*  117. 
page  38  d»  40. 

Propof.  XVlI.  Probl.  D’un  point  pris  hors  du  cercle  tirer  une  ligne  qui  le  touche, 
Hv.  I.  art.  I page  $\. 

propof  XVIIL  Théor.  La  ligne  tirée  du  centre  d’un  cercle  au  point  où  une 

ligne. 
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droite  le  touche,  eft  perpendiculaire  à la  même  ligne.  Üv.  i.  art.  n^. 

fagc  j8. 

^royoj.  XIX.  Théor.  La  perpendiculaire  tirée  à une  tangente  par  le  point 
d attouchement , palTe  par  le  centre. /iv.  i.art.  il  page.  35;. 

Fropof.  XX-  Theor.  L*angle  du  centre  eft  double  de  celui  de  la  circonférence, 
qui  a le  même  arc  pour  baie.  Ziv.  1.  art.  126.  page  47. 

Propof.XXL  Théor.  Les  angles  qui  font  dans  le  même  legment  de  cercle  , ou  qui 
ont  le  même  arc  pour  bafe  font  égaux,  liv.  i.  art.  12$.  page  46. 

Fropof.  XXIL  Theor.  Les  figures  quadrilatères,  inferites  dans  unifercle  , ont 
les  angles  oppolès  égaux  à deux  droits,  liv.  2.  art.  ^2h.  page  87. 

Fropof.XXIlL  Théor.  Deux  femblables  fegments  de  cercle,  décrits  deflfusla 
même  ligne,  font  égaux.  Ziv.  1.  an.  22.  page  6. 

Fropof.  XXlf^.  Théor.  Deux  femblables  légments  de  cercles , décrits  fur  des 
lignes  égales,  font  égaux.  ZzV.  i.  art.  23.  page  6. 

Fropof.  Xxy^  Achever  un  cercle  dont  nous  n'avons  qu'une  partie,  liv.  i.  art. 
3^.  page  ïo.  ^ \ 

Fropof.  XXyL  Théor.  Les  angles  égaux  / qui  font  au  centre  ou  à la  circon- 
férence des  cercles  égaux , ont  pour  bafes  ' des  arcs  égaux.  Cejh  une  fuite  des 
art.  42  & 12^.  du  liv.  I.  page  il  & ^ 

FropoJ.  XXyil.  Theor.  Les  angles  qui  font  au  ^tre  ou  à la  circonférence 
des  cercles  égaux,  & qui  ont  des  arcs  égaux  pour  bafe,  font  aulli  égaux^ 
Cejlune  fuite  des  art.  ^2  ô*  12^.  du  liv.  l.page  il  d*  45. 

Fropof.  XXX.  Probl.  Diviferunarc  de ‘cercle  en  deux  également;  ZzV.  r.^rrl  jtV 
page  Sf.  . . 

Fropof.  XXXI.  Théor.  L'angle  qui  eft  dans  un  deidi- cercle  eft  droit  ; celui 
qui  eft  compris  dans  un  plus  grand  fegment  eft  aigu  , & celui  qui  eft 
dans  un  plus  petit  eft  obtus,  liv.  I.  art.  \2^  & 128.  page  47. 

Fropof  XXXl^.  Théor.  Si  deux  lignes  fe  coupent  dans  un  cercle , le  reftan- 
gle  compris  fous  les  parties  de  Tune , eft  égal  au  reélangle  compris  fous  les 
parties  de  l'ancre.  Zzv.  i.  art.  6^.  page  62.  ‘ 

Fropof.  XXXl^I.  Théor.  Si  d'un  point  pris  hors  d'un  cercle  onaire  une  ligne 
tangente  & une  autre  qui  aille  fe  terminer  fur  la  circonférence  concave  , 
le  quarré  delà  touchante  fera  égal  au  reftangle  compris  fous  toute  la  ligne 
qui  coupe  le  cercle , & fous  la  partie  extérieure.  Z/V.  2.  art.  i6j.  page 


. • 
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PRopof.  J;  ProiL  inferire  dans  un  cercle  une  ligne  donnée  qui  ne  foit  {>as 
plus  grande  que  Ton  diamètre.  Ouvrt:^  un  compas  tnfon»  qut  la  Aiflanct 
• des  deux  pointeS^foit  4gaU  à la  ligne  donnée  : poje[  enfuite  une  de  ces  pointei 
fur  un  point  de  la  circonférence  , C$*  décrive^  un  -arC  qui  la  coupe  en  tin  autre 
’’  point  ; la  ligne  tirée  entre  ces  deux  points  eft  injerite  ô'  égale  à la  ligne  donnée', 
Propof.  it^.  Probl,  Infcrtre  un  cercle  dans  un  triangle.  Ziv.  2.  art.  147  B. 

page  13$.  ; ■ ' . 

Propqf.  V.  Probl.  Décrire  oa  cercle  autour  d*un  triangle.  Ctft  une  fuite  de  l'artf 


r • 
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^2.  du  liv.  I.  pagt  ÿ , parie  qu' il  ne  s’ agit  pas  dans  ce  problème  que  de 
faire  pajfer  une  circanjérence  par  les  i:  ois  fommets  du  triangle, 

Fropof,  1^1.  Probl.  Ini'crire  un  quarré  dans  uo  cercle. /liv.  2.  art.  10$.  p. 
Fropof.  y IJ.  Fr  obi.  Décrire  un  quaxré  aucout  d’un  cercle,  liv.  2.  art.  1 o J.  <^111. 
page  116  & 118. 

Fropof.  yill.  Probl.  Infcrire  un  cercle  danj  un  quarré.  liv.  2.  art.  77./».  104. 
Fropof.  IX.  Probl.  Décrire  un  cercle  autour  d’un  quarré.  liv.  2.  art.  'jô.page  loq. 
Fropof.  X.  probl.  Décrire  un  triangle  ifocele  qui  ait  les  angles  Air  la  baie  p 
. chacun  double  du  truiAeme.  liv.  2.  art.  105  d*  107.  page  1 15  d»  x 17. 
Fropof.  Xî.  Probl.  Infcrire  un  pentagone  régulier  dans  un  cërde.  liv.  2.  aru 
105  B.  page  1 16. 

Fropof  Xll.  Probl.  Décrire  un  pentagone  régulier  autour  d*un  cercle,  liv.  2* 
■art.  105  B.  d*  ill.  page  116  Ô'  Ii8. 

Fropof.  XIII.  Probl.  Infcrire  un  cercle  dans  un  pentagone  régulier,  liv.  2.  aru 
77.  page  104.  ^ ^ 

Fropof  Xiy.  Probl.  Décrire  un  cercle  autour  d’un  pentagone  r^olier.  liv.  2. 
art.  fô.  page  10  J. 

Fropof  XV.  Probl.  Infcrire  un  exagone  régulier  dans  un  cercle,  liv.  2.  art.. 
1 06.  page  i\6. 

ropof  Xyi.  Probl.  Infcrire  un  pentédécagone  régulier  dans  un  cercle. 
Supplément,  art.  4 B. 
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LEs  (îx  premières  propoGtions  d’EucUde  n’étant  utiles  que  pour  prouver  le? 

fuivantcs  par  la  métliodrrdes  équimultiples  p nous  les  avons  paflées , parce 
que  nous  ne  nous  fervons  point  de  cette  mét  hode. 

.Fropof  y II.  Théor.  Les  quantités  égales  ont  même  raifon  à urietroiCeme 
. , quantité  t & une  quantisé  ameme  raiibn'à  des  quaiuii.es égdes.  ^ritk.  liv.  a. 
àrt.  l^.page  J 2p. 

Fropof  Vlll.  Théor.  La  plus  grande^  deux  quantués  a .plus  grande  raifon 
k unettoiAeme  que  la  plus  petite,  &,  cette  troiAerae  quantité  a plus  grande 
raifon  à la  plus  petite  qu’à  la  plus  grande.  Arith.  Uv.  2.  art.  & 16. page 
120  d*  iqo. 

Fropof  IX.  Théor,  Les  quantirés  font  égales  lorfqu’elles  ont  même  raifon  à 
une  tsoiAemçjqWUtjté.  ^«rA.;gv.  ■2,  .^r;  14. ‘ 7 ■, 

Fropof  X.  Theor.  La  quantité  qui  a plus  grande  raifon  à la  même  eft  la  plue 
gsaude } Si  ceHe-là'eâ  U phn  petite  à laquelle  'U  même  4 une  plus  grande 
raifon.'  Arith.  Üv.  2.  art.  i^.page  fh  150. 

Fropqf.  Xi  Théor.  LfiS  lailpns  qui  Assit  égales  à une.uoifieipe  le  Asot  en- 
. - tr’ellcs,  AtV..  2.  «rr. . J 2v.  12p. 

FrV'P^.  XlL.Théàr.  &.pluâettffs  quanti  tés  Aopt  pfspartioivnelles,  il  y aurasnême 
, rftifen.d’unnnséfiédêm  à fon  conféqueot  que  de  seusies  antéeédeuaa  pris,  eav  - 
fêmble  à tous  les  conféquents.  Arith.  liv.  2.  art.  S f.  page  1 j8. 
iÇé’vppf..XiÜ.  Thfiwf  Si  de  deux  tuilbos  éfudes  l’âne  «A.  plus  grande  qu’uue.cnd» 
Aeme  , j^aatie  le' fera  àoifi.  €ette  propojhion  ef  éyidtnte  par  elle-même.. 
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JPropof,  XIV.  Théor.  S’il  y a mêmeraifon  de  la  première  qnàntité  à la  fécondé  ^ 
que  delà  troifieme  à la  quatrième  , & que  la  première  foit  plus  grande,  é^ie 
ou  plus  petite  que  la  troifieme  , la  fécondé  fera  auffi  plus  grande,  %ale  ou 
plus  petite  que  la  quatneme.  Ceft  une  Juiît  des  àrt.  & 35?  de  VAriih.  liv. 
2.  page  137  départ.  53.  page  14^. 

^ropof.  XV.  Théor.  Les  équimuhiples  & les  Semblables  parties  aliquoteS 
font  en  même  raifon.  yfmA.  liv.  2,.  art.  i"^^p^g^  13 !• 

JPropof.  XVI.  Théor.  Si  quatre  grandeurs  de  même  efpece  font  proportioirnelles, 
elles  feront  auflî  proportionnelles  alternativement.  Arith.  l.  2.  art.  53.  p- 
XVll.  Théor.  Si  les  quanrités  compofêes  font  proportionnelles  , elles  lo 
feront  auffi  étant  divifées.  Arith.  liv.  2.  an.  62&tj.page  148. 

^rop.  XVUl.  Si  les  quantités  étant  divifées  font  proportionnelles , elles  le 
feront  étant  compofêes.  Arith^  liv.  2.  an.  60  61.  page  148. 

JPropof.  XXII.  Théor.  La  raifon  d’égalité  avec  ordre.  Si  on  propofe  quelque* 
termes  auxquels  on  en  compare  un  pareil  nombre  , de  forte  que  ceux  qui  fe 
répondent  dans  les  mêmes  rangs  foîent  proportionnels , les  premiers  & les 
derniers  feront  proportionnels.  Arih.liv*  2.  art.  ô').  page 

Trop.  XXlll.  Théor.  La  raifon  d’égalité  fans  ordre.  Si  deux  rangs  deterttiès  font 
en  même  raifon  mal  rangée  , les  premiers  & les  derniers  de  Tun  & de 
Tautre  feront  proportionnels.  Arith.  liv.  2.  art.  68.  page  'i^p. 

• »■  > 1 — ^ . ■ ■ . I...  II.,.  ^ 
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PRop4  J.  Théor.  Lès  parallétograhimes  lestfitrigles  de  même  hauteur  otft 
même  raifon  que  leurs  bafes.  liv.  2.  art.  1^4 172.  page  1^6  ^ 148. 
jProp.  IL  Théor.  Une  ligne  tirée  dans  un  mangle  paiaHelement  à fa  bafe  , éivife 
eôtés  proportionnellement  ; que  fi  uw  ligne  divifc  prôr^ortiannellemenc 
les  cô:és  d’un  triangle,  elle  fera  parallèle  à fa  bafe.  Art.  i du  Suppléfàént  ^ i 
■ la  fin  dt  la.  Trigonàmétrie.  On  petit  dujfi  vàW  PàVt.  ï page  du  premier ^ 

liv.  pour  première  partie  de  la pTopd/itiùar,  \ ^ ^ r.  .*  • 

aprop.  lîl.  Théor.  La  ligne  qui  panageett  deux  é^lêtnefk  fang(e  d’uo  trf^ngléf  ^ 
. 'partage  fa  bafe  en  deuxy^nies  , qui  font  ehmême^  raifon  qije  les  côtés  ; que 
fi  la  ligne  partage  la  bafe  en  deux  parties  proportionnelles  aux  côtés  , elle 
divifetâ  l’angle  en  ‘deux  égalemenr.  liv:  i.  are.  ïôh  êJ*  itf  iB.  page  6 v. 
Trop.  IV.  Théor.  Les  triangles  équimrgles  ont  les  cotés  çréportiotthlftls.  li)^.  2. 

an.  ^y&S'^^.pkge  ■ - - . - 

Propof.  V.  Théor:  Les  triangles  qui  oilt  les  côtés  propdrtionnéli  , ibnt 
équiatrgies./w  2.  tfrf.  pô.  . .î  ..  . . 

Trop.  VL  Théor.  Les  triangles  qui  ontles-côtés  proportionnels  autour  d’un  angle 

égal,  font  équianglcs.  i/V.  2.  a/f . 5^* ^ 

Trop.  VH.  Théor.  déyx  'CÔtés  d’un  triangle  font  prôportfotmélsirdetix  côtés 
d’un  autre  triangle  , & que  l’angle  o'ppôfô  à l’im  dê  èes  c^têis  dans  le  pre- 
miertrianglefoicégal^  Panglcoppoféau  cfôrécorrefpondant  dans 4e  féconds 
fi  de  plus  l’angle  oppofé  à l’autre  côté*du  prcmiercriàngleeft  de  mêmec^ce 
que  l’angle  oppofé  au  côtéxorrefpeqdaâc  du  fécond  > les  deu^  triangles  ferooc 
équiangles. /iy.  2.  orr. 

H 
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Prop.  T^llL  Théor,  La  perpendiculaire  tirée  de  l'angle  droit  d'un  triangle  reftatv- 
gle  au  cô  é oppofé,  le  divife  en  deux  triangles  qui  lui  font  femblables.  liv^ 
2.  art,  62,  pitgc 

Prop.  IX.  ProbL  Couper  la  partie  qu^on  voudra  d’une  ligne. /îv.  i.an.  174. 
page  68. 

Prop.  X.  i^rnW.Divifer  unelignede  même  façon  qu'une  autre  ligue  eft  divifée. 
tiv.  I.  art.  175.  page  67. 

Prop.  XL  ProbL  Trouver  une  troifieme  proportionnelle  à deux  lignes  données. 
liy.  2.  art.  iji.page  66. 

Prop.  XII.  ProbL  Trouver  une  quatrième  proportionnelle  à trois  lignes  don- 
nées. liv>  2.  art.  l'^o.  page  65. 

Prop.  Xlll.  ProbL  Trouver  une  moyenne  proportionnelle  entre  deux  lignes^ 
données. /ir.  2. Ært.  l'I^^page  67. 

Prop.  X.y.  Theor.  Les  parallélogrammes  équîangles  & égaux  ont  les  côtés  réci- 
\proqueSj  & les  parallélogrammes  équiangles  & qui  ont  les  côtés  récipro- 
ques font  égaux,  liy.  2.  art.  166  & i^^-page  146  (ÿ*  14p. 

iPropof.  Xl^.  Théor.  Les  triangles  égaux  & qui  ont  un  angle  égal  ont  les  côtés 

..  qui  forment  cet  angle  réciproques , & s'ils  ont  les  côtés  réciproques  ils  feront 
égaux.  Supplément  , art. 

Propof.  Xl^i  Théor.  Si  quatre  lignes  font  proportionnelles , le  reélangle  compris 
fous  la  première  & la  quatrième  eflégal  au  redangle  compris  fous  la  feconde^ 
& la  troifieme.  Qüe  fi  le  reâangle  compris  fous  les  extrêmes  eft  égal au 
reâangle  compris  fous  celles  du  milieu,  les  quatre  lignes  font  proportionnelles.. 
liv.  I.  art.  146.  page  57.  ^ Arith.  liv.'2.  art.  40  Ô*  42.  p.  1^6  Ô*  140, 

Propof.  Xt^II.  Théor,  Si  trois  lignes  font  proportionnelles , le  reftangle  com- 
pris fous  la  première  & fous  U derniere  eft  égal  au  quarré  de  celle  du 
milieu.  Que  fi  le  quarré  de  celle  du  milieu  eft  égal  au  reâangle  des 
extrêmes,  les  trois  lignes  font  proportionnelles. ./frùA.  1.2.  art. 41.  6*42  B.. 
p.  140  & 141, 

Propof.  Xl^IIL  ProbL  Décrire,  un  polygone  femblable  à un  autre  fu^uneligDe^ 
donnée.  Uv  2.  art.  1 1 1 C.  page  1 i S.  & art.  ip4  P.  page  166. 

propof  XIX.  Théor.  Les  triangles  femblables  font  en  railbn  doublée  de  celles 
de  leurs  côtés  homologues.  Ziv.  2.  an.  177. 14p. 

Propof.  XX.  Théor.  Les  polygones  femblables  fe  peuvent  divifer  en  autant  de- 
triangles  femblables ôc  ils  (ont  en  raifon  doublée  de  leurs  côtés  homologues». 
liv.  2.  art.  6“^.  page  ïOq  ^ art.  x^^.page  ijo. 

Propof  XXL  Théor.  Les  polygones  qui  font  femblables  ï un  troifieme  polygone^ 
le  font  aufli  entr’eux,  Cette  propojition  ejl  évidente  par  elle  même. 

Propof.  XXllI.  Théor.  Les  para.lelogrammes  équiangles  foiu  en  raifon  com^ 
poiée  de  celle  de  leurs  côtés,  liv.2.  art.  174.  page  14p. 

Propof  XXiy.  Théor.  Dans  toutes  fortes  de  parallélogrammes  , ceux  par  le/quels 
la  diagonale  palTe  font  femblables  aux  grands.  Lette  proportion  ejt  évidenn 
par  fart,  i J2  G.  du  liv.  2.  page  1 ^o. 

Propof  XXl^.  ProbL  Décrire  un  polygone  femblable  à un  polygone  donne  & 
égal  à un  autre.  Supplément*  art  4C. 

Propof.  XXX.  ProbL  Couper  une  ligue  leloii  rexcrême  & moyenne  raifon«./iV« 
X*  m*  l^ypage6i* 
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Propof.  XXXL  Thèor.  Un  polygone  décrit  fur  la  bafe  d*un  triangle  reûangle 
efl:  égal  aux  deux  polygones  femblables  , décrits  fur  les  côtés  du  même 
triangle.  Z/v.  2.  aru  187.  page  1 54. 

Propof,  XXXI IL  Théor,  Dans  les  cercles  égaux , les  angles , tant  du  centre  que  de 
la  circonférence  , comme  aulli  les  feâeurs , font  en  même  raifon  que  les 
arcs  qui  leur  fervent  de  bafe.  Cette  propq/ition  ejl  une  fuite  des  art.  42.  paÿt 
I l &.  124,  page  4S  du  liv.  I. 
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PRopof  I,  Théor.  Une  ligne  droite  ne  peut  avoir  une  de  fes  parties  dedans 
un  plan  & l’autre  dehors,  liv,  2.\art,  22p.  page  17p. 

Propof  IL  Théor.  Les  lignes  qui  fe  coupent  font  dans  le  même  plan  aulli  bien 
que  toutes  les  parties  d'un  triangle,  liv,  2.  art.  252  & ^'i'i^po-ge  180. 

Propof.  IIL  Théor.  La  commune  feélion  des  deux  plans  eîl'une  ligne  droite. 
liv  2.  art.  2 J I . page  180. 

Propof.  ly,  Théor.  Si  une  ligne  eft  perpendiculaire  à deux  autres  qui  fe  cou- 
pent, elle  le  fera  aulli  au  plan  des  mêmes  lignes.  Uv.  2.  art.  2^$.  page  i8i. 
Propof  y.  Théor. Si  une  Hgne  eft  perpendiculaire  à trois  autres  qui  fe  coupent 
dans  le  même  point  » elles  feront  toutes  trois  dans  un  même  plan.  Uv.  2.  art. 
^yj.page  181. 

Ptopof  yi  Théor.  Les  lignes  qui  font  perpendiculaires  au  même  plan  font  pa- 
rallèles. liv.  2.  art.  240.  page  182. 

Propof  y II.  Théor.  La  ligne  qui  eft  tirée  d’une  parallèle  à l'autre  eft  dans  leur 
même  pian  C ejl  une  fuite  de  l*art.  242.  du  tiy.  2.  page  182. 

Propof  ylll.  Théor.  Si  de  deux  lignes  parallèles  l'une  eft  perpendiculaire  à un 
plan,  Tautre  le  fera  aufli.  liv  i.  art  24'i  page  18 
Propof.  IX.  Théor.  Les  lignes  parallelles  à une  troifieme  font  parallèles  entr'ellei.. 
liv.  2.  art.  224.  page  183* 

Propof  X.  rAfor.  Si  deux  lignes  qui  concourent  font  parallèles  à deux  autres 
de  différents  plans , elles  formeront  un  angle  égal.  liv.  2 art.  24$. page  183. 
Propoj.  XllL  Théor.  On  ne  peut  pas  tirer  par  le  même  point  deux  perpendi- 
culaires à MT\  ^\zn.  Uv.  2.  art,  2\^&  220.  page  177. 

Propof.  X^y.  ZAror.  Les  plans  Ibnt  parallèles,  auxquels  la  même  ligne  eft^ 
perpendiculaire.  //  ,en  ejl  de  même  des.  plans  comme  des  lignes  : or  , deux 
lignes  font  parallèles  , quand  une  troifieme  efl  perpendiculaire  à ces  deux  prel 
mieres.  liv.  1 . art.  ÿ6.  page  2(f. 

Propof  Xy.  Théor.  Si  les  deux  lignes  qui  fe  rencontrent  au  même  point 
font  pralleles  à deux  lignes  d’un  autre  plan  » le^  plans  de  ces  lignes  feront 
parallèle^',  Cejl  une  fuite  des  art  232  , 233  ^ ^?4*  du  liv.  2.  p.  iSo. 

Propof.  Xyi.  Thsor.  Si  un  plan  en  coupe  deux 'qui  loieut  parallèles  ,.  fes  com»* 
munes  feâioiu  aveceu^  feront  parallèles. Z/v.  2.  ^r.  247.  page  184. 

Propof.  Xyil.  Theor.  Deux  lignes  font  divi.ét^spropomonneilemenc  par  deuir 
plans  piraUeles,  Ziv.  2.  art  248.  page  184. 

Propof.  XVill.  Théor.  Si  une  ligne  eft  perpendiculaire  à un  plan , cous  les  pians:^ 
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dans  iefquels  elle  fe  trouvera  feroûc  perpendiculaires  au  même  plan.  llv.  t, 
art.  page  178. 

Propo/l  XIX.  Théor,  Si  deux  plans  qui  fe  coupent  font  perpendiculaires  à un 
autre  ^ leur  commune  feâion  lui  fera  audl  perpendiculaire,  liy.  2.  art.  2)0; 
page  185.  * 

Prop.  XX.  Théor.  Si  trois  angles  plans  compôfent  un  angle  folide , les  deux 
doivent  être  plus  granchs  que  lecroifieme.  Uv.  3*  art.  1 1.  page  188. 

Prop.  XXL  Théor.  Tous  les  angles  plans  qni  compofent  un  angle  folide  font 
moindres  que  quatre  droits,  liv.  3.  art.  \ 2.  page  18p. 

Prop.  XXV.  Théor.  Si  on  divife  un  parallélépipède  par  un  plan  parallèle  à un 
des  liens , les  deux  corps  folides  qui  réfulteront  de  cette  divinon  feront  en 
même  raifon  que  leurs  baies.  Les  deux  parties  du  parallélépipède  feront  des 
prifmes  de  même  hauteur  ; ainjl  ils  feront  entr* eux  comme  leurs  bajes.  liv.  3. 
art.  1 14.  page  226. 

Prop.  XXV  1.  Théor.  Un  parallélépipède  fe  divife  en  deux  egalement  par  le 
plan  diagonal , ou  en  deux  priimes  égaux.  Cejl  une  fuite  de  la  notion  du 
parallélépipède,  liv.  3*  ?•  lS6. 

Prop.  XXXI.  Théor.  Les  parallélépipèdes  de  meme  hauteur  qui  ont  la  même 
bafe  ou  des  bafes  égales  font  égaux.  Les  parallélépipèdes  font  des  prifmes  ; 
airifî  cette  propojition  ejl  contenue  dans  Part.  87  du  Uv.  ^*page  2ï2. 

Prop.  XXXU.  Théor.  Les  parallélépipèdes  de  même  hauteur  font  en  même 
raifon  que  leurs  bafes.  liv.  3.  art.  114.  page  226. 

Prop.  XXXIII.  Théor.  Les  parallélépipèdes  femblables  font  en  raifon  triplée 
de  leurs  côtés  homologues,  liv»  3*  tCrt.  127.  page  230. 

Prop.  XXXIV.  Théor.  Les  parallélépipèdes  égaux  ont  les  bafes  & les  hauteurs 
réciproques,  &ceux  qui  ont  les  hauteurs  dcles  bafes  réciproques  font  égaux, 
liv.  3.  art.  lïS-  page  226. 


LIVRE  DOUZIEME  D^EUCLIDE. 

PKop.  I.  Théor.  Les  polygones  femblables , inferirs  dans  des  cercles , font 
en  même  raifon  que  les  quarrés  des  diamètres  des  mêmes  cercles.  Uv.  2. 
art.  17p.  page  1^0.  Ces  diamètres  font  des  lignes  femblablemetit  titées  des 
polygones  infer it s.  . \ . 

Prop.  IL  Théor.  Les  fuperficies  des  cercles  font  en  même  raifon  que  les 
quafrés  dé  léu'rs  diamètres,  hv*  2.  art.  180  150. 

Prop.  V.  Théor.  Les  pyramides  triangulaires  de  même  hauteur  font  en  même 
raifon  que  leurs  bafes.  Uv.  3.  art.  izo.  page  227  . 

Propof.  Vl.Théor.ToXïXts  fortés  de  pyramides  de  même  hauteur  ont  même  raifon 
que  leurs  bafes.  Uv.2.  an.  \ 20.pàg.  227  CJ»  228. 

Propof  Vtl.  Théor.  Toute  pyramide  eft  la  troifieme  partie  d*un  prifme  de 
même  bafe  & de  même  hauteür.  liv.  3.  an.  page  218. 

Prop.  VlU.  Théor.  Les  pyramides  femblables  Ibnt  en  raifon  triplée , ou  comme 
les  cubes  de  leurs  côtés  homologues,  liv.  3.  art.  127.  page  230. 

Prop.  IX.  Théor ^ Les  pyramides  égales  ont  les  hauteurs  & les  bafes  récipro- 
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quel  t & celles  qui  ont  les  hauteurs  & les  bafcs  réciproques  l'ont  égales,  liv. 
9.  art  I typage  226.  d*  an  120.  page  22~J. 

Frop.  X.  Théor.  Un  cône  ell  la  croilieine  partie  4’un  cylindre  de  même  bafe 
& de  même  hauteur.  Üv.  9.  art.  y6.  page  318. 

Frop.  XL  Thior.  Les  cylindres  & les  cônes  de  même  hauteur  font  en  même 
caifou  que  leurs  bafes.  liv.  3.  art.  1 14  d*  i lÿ.-  page  226  d*  227.  d>  tut.  120. 

Frop.  Xll.  Théor.  Les  cylindres  Sc  les  cônes  femblables  font  en  raifoa  triplée 
de  celle  des  diamètres  de  leurs  bafes.  liv.  j.  art.  1 27.  page  a 90. 

Frop.  XtlL  Théor.  Si  un  cylindre  eft  coupé  par  un  plan  paraUeleàfa  bafe  , 
les  parues  de  rellieu  feront  en  même  railbn  que  les  parties  du  cylindre.  Cefi- 
une  Juite  des  an.  UJ  d*  Wÿ.page.  2i6  (P  ZZ’J. 

Frop.  Xiy.  Théor.  Les  cylindres  & les  cônes  de  même  bafe  font  en  même  raifon 
que  les  haucenrs.  liv.  %.  art.  j 1 9 d*  i ip.  page  226  & 227. 

Frop.  xy.  Thior.  Les  cylindres  & les  cônes  égaux  ont  les  bafes  & les  haureuis 
réciproques , & ceux  qui  ont  les  bafes  de  les  hauteurs  réciproques  font  égaux. 
liv.  J.  art.  1 , t lÿ  d»  izo.page  226  & 227. 

Frop.  xym  Thior.  Les  fpberes  ibnf  en  rai^  triplée  de  leurs  diamètres , 
c'efe  à- dire^  commedea  cuoes  de  leurs  diamètres,  lia'.  3*  vt^  12^.  gage 

FIN. 


FKiriLEGE  VU  ROI 

LOUIS,  PAR  LA  GRACE  DE  DIEU , ROI  DE  FRANCE  ET  DÉ 

NAVARRE,  h nosamésde  féaux  Confeillers  les  Gens  tenants  nos  Cours 
de  Parlement  , Maîtres  des  Requêtes  ordinaires  de  notre  Hôtel , Graiid- 
Confeil , Prévôt  de  Paris,  Bailliîs,  Sénéchaux,  leurs  Lieutenants-Civils,  & 
autres  nos  Jufticiers  qu’il  appartiendra,  Salut.  Notre  bien  améle  Sieur 
FltAHçois  Rivaud  nous  a fait  expofer  qu’il  dclkeroit  faire  impri- 
mer êt  donner  au  public  deux  ouvrages  de  fa  cpmpofition  , intitulés  : ^létneraf 
de  Mothèmati^uef  , Tables  des  Sinus  , des  Tangentes  , des  Sécantes  (^des  Loga- 
rithmes , avec  la  conjlruclion  de  ces  Tables  , d»  les  deux  Trigonojnétries  reâi~ 
ligne  Sphéricjuet  s’il  nous  plai.foit  lui  accorder  nos  Lettres  de  Privilège  fut 
ce  népeffaires.  :Ac25  Causas,  vouJant  traiter  favorablement  1 wpo- 
faot,  Nous  lui  avons  permis  de  permçtions  par  ces  Préfeotes  de  faire  imprimer 
lefiits  (^vrages,  en  un  ou  pîuheurs  vnkimes,  dt  autant  de  fois  que  bon  lui 
fembterà  ; de  de  léS  feire  vendre  de  débiter  par  tout  notre  Royaume  pendant 
le  temps  de  douze  -années  confécutives,  ii  compter  du  jour  de  la  date  defdites 
Fréfences  : faifons  défenfes  à toutes  fortes  de  perfonnes,  de  quelque  qualité  de 
condition  qu’elles  foient , d’en  introduire  d’imprelQon  étrangère  dans  aucun  lieu 
de  notre  obéilTance  ; comme  aufli  à tous  Libraires , Imprimeurs  de  autres , d’im- 
primer, faire  imprimer,  vendre,  faire  vendre,  ni  contrefaire  lefdits  Ouvrages,  ni 
d’en  faire  aucun  extraits , fous  quelque  prétexte  que  ce  foit , d’augmentation  ^ 
coiiedion , changements  ou  autres , fans  la  permURon  expreUe  Su  par  écris 


dudit  auront  droit  de  lui , ï peine  de  confifcation 

des  Exem^ires  contrefaits  > de  trois  mille  livres  d’amende  contre  chacun  des 
contrevenants , donc  un  tiers  à Nous , un  tiers  à THocel  - Dieu  de  Paris , 
l’autre  tiers  audit  Expofant  , & de  tous  dépens,  dommages  & intérêts.  A la 
charge  que  ces  Préfentes  feront  enrégiftrées  tout  au  long  fur  le  Regillre  de 
la  Communauté  des  Libraires  & Imprimeurs  de  Paris  , dans  trois  mois  de 
la  date  d’icelles.  Que  l’impreflion  defdits  Livres  fera  faite  dans  notre  Royaume  , 
& non  ailleurs,  en  bon  papier  & beaux  caraâeres , conformément  à ladite 
feuille  imprimée  & attachée  pour  modèle  fous  contre- Icel  defdires  préfemes; 
& que  rimpétrant  fe  conformera  en  tout  aux  Réglements  de  !a  Librairie,  & 
notamment  à celui  du  lo  Avril  1725  ; qu’avant  que  del’expoferen  verte  , le 
Manuferit  ou  imprimé  qui  auront  iervi  de  copie  à l’imprcdion  deidits  Ouvra- 
ges , feront  remis  dans  le  même  état  où  l’approbation  y aura  été  donnée  , ès 
mains  de  notre  très  cher  & féal  Chevalier  le  Sieur  Daguesseau  , Chancelier 
de  France,  Commandeur  de  nos  Ordres  ; & qu’il  en  fera  enfuire  remis  deux 
Exemplaires  dans  notre  Bibliothèque  publique,  un  dans  celle  de  notre  Châ- 
teau du  Louvre,  & un  dans  celle  de  notre  très- cher  & féal  Chevalier  le  Sieur 
Daguesseau  , Chancelier  de  France  ; le  tout  à peine  denullité  des  Préfeotes, 
du  contenu  defquelles  vous  mandons  & enjoignons  de  faire  jouir  ledit  Expo- 
iant  & fes  ayant  caufe , pleinement  & paifiblemeot , fans  fouffrir  qu’il  leur 
foie  fait  aucun  trouble  ou  empêchement.  Voulons  que  la  copie  defdites  Pré- 
fentes  , qui  fera  imprimée  tout  au  long  au  commencement  ou  à la  fin  defdits 
Ouvrages , foit  tenue  pour  duement  fignifiée,  & qu'aux  copies  collationnées  par 
l’un  de  nos  amés  & féaux  Confeillers  & Secrétaires,  foi  foit  ajoutée  comme 
à l’original.  Commandons  au  premier  notre  Huiilîer  ou  Sergent  fur  ce  requis, 
de  faire  pour  rexécution  d’icelles  tous  ades  requis  & néceflfaires , fans  demander 
autre  permiffion  , & nonobftanc  clameur  de  Haro , Charte  Normande  & Lettres 
à ce  contraires  : C a R tel  eft  notre  plaifir.  Donné  à Verfailles,  le  troifieme  jour 
du  mois  d’Aoûti  l’an  de  grâce  17^2  > & de  notre  régné  le  ving-feprieme. 

Par  le  Roi  en  /on  Confçil,  S AIN  SON. 

RegiJIré/ur  le  Regljlre  XI  de  la  Chambre  Royale  d»  Syndicale  des  Libraires 
d*  Imprimeurs  de  Paris  , 64 , foL  conformément  au  Réglement  de  172^  , 

fui  fait  dé/enfes,  article  4 9 ^ coures  perfonnes  de  quelque  qualité  & condition 
qu’elles  foient , autres  que  les  Libraires  & Imprimeurs  , de  vendre  , débiter 
& faire  afficher  aucun  Livre  pour  les  vendre  en  leurs  noms  , foit  qu’ils  s'eu 
difenc  les  Auteurs  ou  autrement.  Et  à la  charge  de  fournir  à ladite  Chambre 
Royale  & Syndicale  des  Libraires  & Imprimeurs  de  Paris  les  huit  Exemplaires 
prefcriis  par  l'article  108  du  même  Reglement.  A Paris , le  20  Août  1742. 

M Signé  SAUGRAIN^  Syndic* 
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